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Vorwort. 



Zu der vorliegenden Arbeit wurde ich durch meine Berufsstellung 
veranlasst. Bei meinen Vorträgen über die Differential- und Integral- 
rechnung an dem hiesigen Polytechnikum habe ich vor allem die Zwecke 
der Techniker zu berücksichtigen; denen das Studium der Änalysis 
vornehmlich als Hülfsmittel zur Losung mechanischer Probleme dienen 
soll. Demnach muss sich die Untersuchung von vornherein auf eine 
engere Umgrenzung des Functionsbegriffes beschränken, und die Be- 
weise der allgemeinen Lehrsätze lassen sich vereinfachen. Um so mehr 
aber wünschte ich^ denjenigen unter meinen Zuhörern , welche sich 
dem Studium der Mathematik widmen , als Ergänzung einen Leitfaden 
zu geben, bei welchem die systematischen Partieen der Änalysis mehr 
zur Geltung kommen. 

Solch eine Er^nzung scheint mir auch für einen grösseren Leser- 
kreis nicht überflüssig zu sein, da auch die meisten Lehrbücher der 
höheren Änalysis (das neuerdings erschienene Werk von Hrn. Lip- 
schitz ist hierbei auszunehmen), den Zwecken der Anwendung dienend, 
nur in unvollständiger Weise auf eine Erörterung der Principien 
eingehen. Erst in den Schriften, welche eine Einleitung in die 
Theorie der complexen Functionen geben, lernt der Studirende die 
Noth wendigkeit principieller Problemstellungen kennen, und was er 
vielleicht als Resultate der Änalysis zu betrachten sich gewöhnt hatte, 
erscheint hier aufs neue in Frage gezogen. Diese Scheidung ist sach- 
lich nicht zu rechtfertigen und didaktisch durchaus unzweckmässig. 
Den Anspruch, sie vollständig überwunden zu haben, darf der nach- 
stehende Versuch freilich nicht erheben. Schon in der nothwendigea 
äusseren Eintheilung der vier Bücher wird eine Trennung ersichtlich, 
die darin begründet ist, dass in der Theorie der reellen Functionen 
die Voraussetzungen viel weiter gefasst sind, als in der Theorie der 
complexen. Doch war ich neben dem rein didaktischen Zwecke von 
dem Wunsche geleitet, dass meine Arbeit mit dazu beitragen könne, 
die Grundzüge festzustellen^ nach denen eine einheitliche und syste- 
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IV Vorwort. 

matische Darstellung der Differential- und Integralrechnung noch zu 
erfolgen hat. 

In der Auswahl und schliesslichen Begrenzung des Inhaltes sich 
zu entscheiden, war nicht ganz leicht; es werden die Urtheile darüber 
auseinander gehen ^ was zu den ,^Elementen^^ der Rechnung gehört. 
Meine Absicht ist erfüllt, wenn diese Darstellung zur Vorbereitung 
auf das Studium der Differentialgleichungen, der algebraischen üurven 
und schliesslich der algebraischen Integrale brauchbar ist. Die Theorie 
der Integrale würde sich unmittelbar an das letzte Gapitel anschliessen 
lassen; doch durfte ich dieselbe nicht mehr aufnehmen, da mit einer 
kurzen Skizze wenig gedient ist, eine ausführliche Untersuchung aber 
den Schwerpunkt meiner Arbeit gänzlich verschoben hätte. 

Meinem Freunde und CoUegen Dr. Voss möchte ich auch an 
dieser Stelle meinen Dank aussprechen für die vielfache Förderung, 
die ich bei meiner Arbeit aus dem Interesse, welches er ihr geschenkt 
hat, gewonnen habe. 

Dresden, im Februar 1881. 



Harnack. 



Inhalts verzeichniss. 



Erstes Buch. (S. 1 — 114.) 

Die reellen Zahlen. und ihre Functionen. 

Erstes Capitel: Die Lehre von den ganzen und den gebrochenen 

(rationalen) Zahlen. 

§. 1. Addition und Subtraction. 2. Multiplication und Division. 3. Posi- 
tive und negative Zahlen. 4. Gebrochene Zahlen. 

Zweites Capitel: Die Lehre von den irrationalen Zahlen, insbeson- 
dere von den Wurzelgrössen. 

§. 5. Potenz und Wurzel. 6. Der allgemeine Zahlbegriff. 7. Die Rech- 
nung mit der allgemeinen Zahl. 8. Loganthmus. 

Drittes Capitel: Der Begriff einer veränderlichen Grösse und die 

Rechnung mit veränderlichen, insbesondere unendlichen 

Grössen. 

§. 9. Die continuirliche Zahlenreihe. 10. Die Rechnung mit veränder- 
lichen Grössen. 

Viertes Capitel: Begriff und Bezeichnung der Functionen einer Ver 

änderlichen. 

§. 11. Algebraische und transscendente Functionen. 12 und 13. Die gonio- 
metrischen und cy ciometrischen Functionen. 14. Die erste Aufgabe der Analysis. 

Fünftes Capitel: Die geometrische Darstellung der Function, ihre 

Stetigkeit und ihr Differentialquotient. 

§. 15. Geometrische Darstellung. 16. Kriterium der Stetigkeit. Gleich- 
massige Stetigkeit. 17. Unstetigkeitspunkte. Obere und untere Grenze einer 
stetigen Function. 18. Verhalten der Function bei unendlichen Werthen der 
Variabelen: 19. Sätze über stetige Functionen. 20. Der vor- und der rück- 
wärts genommene Differentialquotient. 21. Bedingung fjr die Gleichheit der- 
derselben. 22. Geometrische Bedeutung des Differentialquotienten. 23. JEListo- 
rische Bemerkung. 24. Geometrische Zusätze und Erläuterungen. 

Sechstes Capitel: Die Berechnung des ersten Differentialquotien- 
ten der einfachsten Functionen. Allgemeine Regeln. 

§. 25. Die elementaren Functionen. 26. Allgemeine Regeln. 27. Die ex- 
pliciten rationalen algebraischen Functionen. 28. Die lilxponentialfunction. 
29. Die goniometrischen Functionen. 30. Die inversen: der Logarithmus und 
die cyclometrischen. 31. Die explicite irrationale Function. 

Siebentes Capitel: Die höheren Differentialquotienten der expli- 
citen Functionen. Unendlich kleine Grössen verschie- 
dener Ordnung. 

§. 32. Die höheren Ableitungen. 33. Die höheren Differenzenquotienten. 
34. Unendlich kleine Grössen verschiedener Ordnung. 35. Die höheren Dif- 
ferentialquotienten der elementaren Functionen. Productregel. 36, Bemer- 
kung über independente Darstell^ng. 



VI InhaltsYerzeichmss. 

Achtes Capitel: Der Mittelwerthsatz und die Berechnung der Func- 
tionen durch unendliche Reihen. Allgemeine Sätze über 
Potenzreihen. 

§. 37. Der Mittelwerthsate. 38. Der erweiterte Mittelwerthsatz. 39. Die 
unendliche Reihe. Begriff der Conver^enz. 40. Die Taylor'sche Reihe. 
41. Untersuchung der Convergenz. 42. Die Exponentialreihe. 43. Die gonio- 
metrischen Reihen. 44. Allgemeine Sätze über Potenzreihen: I. Gon- 
vergenz. IL Summe zweier Reihen. III* Unbedingte und bedingte Conyer- 
genz. IV. Stetigkeit. V. Differentialquotient. 45. Die unendliche Reihe als 
Definition der gonimetrischen Functionen. 46. Die Binomialreihe. 47. Die loea- 
rithmische Reäe. 48. Cyclometrische Reihe. 49. Paare und unpaare Funcno- 
nen. 50. Das allgemeine Problem der Entwickelbarkeit einer Function in 
eine Potenzreihe. 

Neuntes Capitel: Functionen von mehreren unabhängigen Veränder- 
lichen. 

§. 51. Die Function zweier Veränderlichen und ihre geometrische Dar- 
stellung. 52. Die Stetigkeit. Beispiele. Gleichmässige Stetigkeit im Gebiete. 
53. Die ersten partiellen Difierentialquotienten. Das totale Differential. 54. Die 
höheren partiellen Differentialquotienten. Die Vertauschung der Differen- 
tiationsordnung. 55. Die höheren totalen Differentiale. 56. Die Taylor'sche 
Entwickelung. 

Zehntes Capitel: Implicite Functionen. Anwendung der Taylor- 

sehen Reihe für die Berechnung scheinbar unbestimmter 

Quotienten. 

§. 57. Die implicite Function. Bestimmbarkeit des Differentialquotienten. 
58. Die implicite algebraische Function. 59. Die Fortsetzbarkeit der alge- 
braischen Function. Ausnahmefälle. 60. Der Differentialquotient im vielfachen 

Punkte erfordert die Bestimmung eines Quotienten von der Form --r-* 61. Der 

Differentialquotient in unendlich fernen Punkten. 62. Bestimmung eines Quo- 
tienten von der Form ^• 

Zweites Buch. (S. 115-179.) 

Die complexen Zahlen und ihre Functionen, 

Erstes Capitel: Die complexe Zahl und die Rechnungsoperationen. 

§. 63. Die imaginäre Einheit. 64. Es besteht kein realer, sondern nur 
ein begrifflicher Unterschied zwischen reell und imaginär. 65. Die complexe 
Zahl. 66. Geometrische Interpretation. 67. Darstellung der comi)lexen Zahl 
durch Modul und Argument. 68. Die complexen Zahlen bilden eine in sich 
geschlossene Gruppe. 69. Summation. 70. Multiplication. 71. Division. 4 
72. Potenz mit reellem Exponenten. 73. Potenz mit complexem Exponenten. 
74. Logarithmus. 75. Potenz mit complexer Basis und complexem Exponenten. 

Zweites Capitel: Complexe Reihen. Complexe Yariabele. Functio- 
nen einer complexen Yariabelen. 

§. 76. Complexe Reihe. 77. Unbedingte Convergenz. 78. Multiplication 
zweier Reihen. . 79. Complexe Yariabele. Geometrische Darstellung unend- 
licher Werthe. 80. Function. 81. Stetigkeit einer Function. 82. Beisi>iele: 
1. Die ganze rationale, II. die gebrochene rationale Function. III. Die ex- 

Blicite irrationale Function. Yerzweigun^p unkte. lY. Die Exponentialfunction. 
er wesentlich singulare Punkt. V. Der Logarithmus. 83. Die complexe 
Potenzreihe überhaupt ist einwerthig und stetig. 84. Der Differentialquotient. 
Die analytische Function. 85. Die Abbildung durch analytische Functionen. 
86. Beispiele. Die complexe Potenzreihe ist eine analytische Function. 

Drittes Capitel: Ueber die Yerschwindungswerthe einer Potenz- 
reihe, insbesondere der ganzen rationalen Function. 
§. 87. Die endliche Anzahl von Nullpunkten in einem endlichen Gebiete. 



lahaltsverzeicluiiBB. VII 

SS, Abdonderung der Factoren. 89. CaQchy's Satz. 90. Der Fundamentalsatz 
der Algebra. 

Viertes Capitel: Die implicite algebraische Function. 

§. 91. Das Problem. 92. Die ausserwesentlich singalären und die kri- 
tischen Punkte. 93. Stetigkeit der algebraischen Fanction. 94. Analytische 
Eigenschaft derselben. 95. Eindeutigkeit der^Function auf bestimmten Wegen. 
96. Die n- blätterige Biemann*sohe Fläche. 97. Der ünendlichkeitspunkt. 
98. Beispiele. 99. Das Problem der Berechnung. 

Drittes Buch. (S. 180-337.) 

Die Integrale von iFunotionen reeller Variabelen. 

Erstes Capitel: Das bestimmte und unbestimmte Integral. 

§. 100. Für stetige Functionen, deren vorwärts genommener Differential- 
quotient stetig ist, gilt der Mittelwerthsatz. 101. Das Problem der Integral- 
rechnung in seiner einfachsten Fassung. 102. Der We^ zur Lösang. 103. Die 
Eindeutigkeit der Grenzbestimmung. 104. Das bestimmte Integral. Der 
üeberganff zum unbestimmten. 105. Die geometrische Bedeutung des be- 
stimmten Integrales. Die Erweiterung des Integralbegriffes für endliche, aber 
in einzelnen Funkten unstetige Functionen. 106. Der üebergang vom unbe- 
stimmten zum bestimmten Integral. Definition für den Fall, dass die zu inte- 
grirende Function unendlich wird und für den Fall unendlicher Grenzen. 
107. Fundamentalformeln. 108. Allgemeine Reductionsregeln. 

Zweites Capitel: Das unbestimmte Integral der rationalen alge- 
braischen Functionen. Partialbruchserlegung. 

§. 109. Ganze rationale Function. HO. Echt gebrochene Function. 
111. Partialbruchzerlegun^ bei einfachen Wursoeln. 112. Modification der Zer- 
legung bei coi^ugirt imaginären Wurzeln. 113. Vielfache Wurzeln. 114. Viel- 

fache conjugirt imaginäre Wurzeln. 116. I . • 116. Substitutionen. 

Drittes Capitel: Integral der expliciten irrationalen Functionen. 

§. 117 und 118. Das binomische Integral. Sabstitution und Reduction. 

119 — 123. Das Integral fF{x, VB) dx, B^a + 2bx+ cx\ 124 — 126. Die 
elliptischen Integrale. Reduction auf Normalformeu. 

Viertes Capitel: lieber gleichmässige Convergenz, Differentiation 

und Integration einer unendlichen Reihe. 

§. 127. Die gleichmässige Convergenz. 128. Folgerung der Stetigkeit. 
129. Differentiation einer unendlichen Reihe. Beispiele. 130. Integration einer 
unendlichen Reihe. 131. Die Potenzreihen. 132. Die Reihe für arcsin. 
133 und 1.^. Trigonometrische. Reihen zur Berechnung der elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung. 

Fünftes Capitel: Die Integrale transscendenter Functionen. 

§. 135—137. Integrale von Exponentialfunctionen. Integral -Logarithmus. 
138 — 140. Integrale von goniometrischen Functionen. 141. Integrale von 
cyclomeiarischen Functionen. 

Sechstes Capitel: Allgemeine Sätze über das bestimmte Integral 

als Grenzwerth einer Summe. 

§. 142. Das allgemeine Integrationsproblem und seine Bedingungen. 
143. Die nothwendigen Eigenschaften integrabeler Functionen. 144. Ueber 
discrete und lineare Panktmengen. 145. Punktirt und linear unstetige Func- 
tionen. 146. Sätze über das bestimmte Integral. 147. Differentialquotient 
des Integrales. 148 und 149. Definition für den Fall, dass die zu integrirende 
Function unendlich wird. 150. Definition für unendliche Grenzen. 151 und 
152. Differentiation nach einem Parameter. 153. Integration nach einem 
Parameter. / 



VIII Inhaltsverzeicluiss. 

Siebentes Oapitel: BeiBpiele zur Berechnung bestimmter Integrale. 

Die Fundamentalformeln für die Euler'schen Integrale. 

§. 154 — 169. Anwendung der Methoden zur Berechnung bestimmter Inte- 
grale. 160 und 161. Die Euler'schen Integrale. 162. Darstellung der Gamma- 
. Function durch ein unendliches Product. 163. Convergenzbedingung für ein 
unendliches Product. 164. Convergenz der Productformel für r(a). 165. Die 
Legendre^sche Reihe zur Berechnung von Zr(a). 

Achtes Capitel: Allgemeine Sätze über das Doppelintegral. 

§. 166. Definition. 167. Die Bedingungen für das Doppelintegral. 168. Be- 
•rechnung vermittelst successiver Integrationen. 169. Das Integral als Func- 
tion der oberen Grenzen. 170. Substitution neuer Veränderlicher. 171. Er- 
weiterung für eine Function mit unendlichen Wertheu. 172. Unendliches 
Integrationsgebiet. 173. Product zweier Integrale. 174. Der Green'sche Satz. 
175. Integration des zweigliedrigen exacten Differentiales. 176. Substitution 
neuer Yariabelen. 

Viertes Buch. (S. 338—409.) 

!Die Integrale complexer Functionen. Die allgemeinen Eigenschaften 

analytisoher Piinotionen. 

£rstes Capitel: Das bestimmte Integral einer eindeutigen analy- 
tischen Function im complexen Gebiet. 

§. 177. Definition des complexen Integrales. 178. Eigenschaften desselben. 

179. Bedingung für die Unabhängigkeit des Integrales vom Integrationswege. 

180. Substitution. 181. Das Integral innerhalb eines mehrfach zusammenhängen- 
den Gebietes. Bedingung für die Endlichkeit. 182. Beispiele: l) Das inte- 
gral einer rationalen ganzen Function. 2) Einer gebrochenen rationalen 
Function. 3) Einer Potenzreihe. Der singulare Punkt. 

Zweites Capitel: Die Entwickelung der eindeutigen analytischen 

Functionen in Potenzreihen. Allgemeine Eigenschaften. 

§ 183. Das Problem .der Berechnung. 184. Der Satz von Cauchy. 185. Die 
höheren Ableitungen. 186. Die Taylor'sche Reihe. 187. Beispiele: Die Ex- 
ponentialfunction; der Logarithmus; das Binom. 188. Die implicite alge- 
braische Function. 189. Die singulären Punkte und die Entwickelung der 
Function in deren Umgebung. 190. Classification der Functionen nach der 
Art der singulären Punkte. 191. Umkehr der eindeutigen analytischen Function. 
192. Die Reihe von Lagrange. 

Drittes Capitel: Die Entwickelung der mehrdeutigen analytischen 

Functionen, insbesondere der algebraifichen. 

§. 193. Die n-deutige analytische Function. 194. Der Verzweigungspunkt 
m—V^^ Ordnung und das Integral um denselben. 195. Die Potenzentwickelung 
in der Umgebung des Verzweigungs^unktes. 196. Singulare Punkte im Ent- 
wickelungsgebiete. 197. Der Verzweigungspunkt, zugleich singnlärer Punkt. 
198. Der unendlich ferne Punkt, zugleich verzweigungspunkt. 199. Definition 
der irreducibelen algebraischen Function durch die Art ihrer singulären Punkte 

und Verzweigungen. 200. Die Untersuchung des kritischen Punktes ^— =^ 0. 

201. Der einfachste Fall des vielfachen Punktes. 202. Die Newten'sche Re^el 
zur Bildung der Reihenentwickelung in einem beliebigen Punkte. 203. Beispiel. 



Erstes Buch. 
Die reellen Zahlen nnd ihre Functionen. 

Den Gegenstand der mathematischen Untersuchungen bilden die 
Begriffe des Raumes und der Zahl. Dem entsprechend lassen sich 
zwei Hauptdisciplinen unterscheiden: Geometrie und Analysis. Die 
Bedeutung der Mathematik als Grundlage unserer gesammten Natur- 
erkenntniss ist damit ausgesprochen: denn die räumlichen Vorstellungen 
enthalten die einfachsten Eigenschaften, die allen Dingen in der uns 
umgebenden äusseren Welt gemeinsam sind; und das genaue Ver- 
gleichen oder Messen der Grössen in der Sinnenwelt führt stets auf 
Maasszahlen; man bedarf zum Verständniss des Resultates der Lehre 
von den Zahlen und den Zahlverbindungen. 

Die Natur weist in ihren Erscheinungen fortwährende Veränderungen 
auf; die einfachsten Veränderungen, welche wir äusserlich wahrnehmen, 
sind Ortsveränderungen, Bewegungen. Mit der Vorstellung der Be- 
wegung ist zugleich die der Stetigkeit, d. b. eines ununterbrochenen 
Zusammenhanges (räumlich) und einer ununterbrochenen Aufeinander- 
folge (zeitlich) nothwendig verbunden. Bewegungserscheinungen in 
ihrem ganzen Verlaufe beschreiben heisst jeden Zustand in Maasszahlen 
angeben, Soll also die Zahlenreihe auch zur Beschreibung der Be- 
wegung dienlich sein, so muss sie eine stetige oder continuirliche Reihe 
von Grössen enthalten. Es fällt der Analysis vor allem die Aufgabe 
zu: den Begriff und die Eigenschaften der continuirlichen Zahlenreihe 
zu entwickeln. 

Erstes Capitel. 

Die Lehre von den ganzen imd gebrochenen (rationalen) Zahlen. 

!• Die natürliche Zahlenreihe, welche bei der Hinzufügung eines 
Dinges zu anderen durch Zählen entsteht, schreitet immer um eine Ein- 
heit vorwärts; jede Zahl ist durch die vorhergehende und durch die 
Einheit definirt. Diese Reihe von ganzen Zahlen lässt sich unbe- 
grenzt von der Einheit ab fortsetzen. Wie nun jede einzelne Zahl eine 
Summe von wiederholt hinzugefügten Einheiten ist, so kann aus ver- 
schiedenen gegebenen Zahlen solch eine Summe von Einheiten zusammen- 

Harnack, Differenlial- u. Integralrechnnng. 1 
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gesetzt werden. Diese RechnuDgsoperation, nichts anderes als ein fort- 
gesetztes Zuzählen von Einheitsgruppen ^ heisst addiren; sie umfasst 
alle anderen Operationen. Es gilt für sie der Fundamentalsatz: die 
Summe gegebener Zahlen hat immer denselben Werth, in welcher 
Reihenfolge auch die Summanden einander zugezählt werden. Die 
Wahrheit dieses Satzes lässt sich nicht aus einfacheren Begriflfen fol- 
gern; sie wird vielmehr unmittelbar aus der Anschauung einer be- 
liebigen aber endlichen Anzahl von Einheiten, welche die Summe bilden, 
erkannt. Die Addition ist immer ausführbar^ die Summe stets grosser 
als jeder der Summanden. 

Aus der Umkehr der Addition folgt das Problem der Sub- 
traction. Dasselbe verlangt, wenn Summe und ein Summand gegeben 
sind, den anderen Summanden (DiflFerenz) zu berechnen; d. h. von 
einer gegebenen Zahl (Minuend) so viele Einheiten abzuzählen, als die 
andere Zahl (Subtrahend) enthält. Dies ist nur dann ausführbar, wenn 
der Minuend grösser ist als der Subtrahend. Im Falle dass beide ein- 
ander gleich sind (gleichviel Einheiten enthalten), bezeichnen wir das 
Resultat mit 0. Der Zahlbegriff ist also definirt durch die Gleichung 
a — a = 0. Für die Rechnung mit erhält man hieraus die Glei- 
chungen: a + = a, a — = a. 

2. Eine Summe bilden, bei der die einzelnen Summanden gleich 
derselben Zahl a sind, und die Anzahl der Summanden gleich &, heisst 
die Zahl a mit h multipliciren. Das Resultat wird ein Vielfaches 
von a genannt. Man kann aber a und h ohne Unterscheidung als 
Factoren, das Resultat schlechtweg als Product bezeichnen, weil für 
die Multiplication von zweien sowohl als mehreren Zahlen der aus dem 
Begriff der Sumraation zu beweisende Fundamentalsatz gilt: Das Pro- 
duct gegebener Zahlen hat immer denselben Werth, wie auch die 
Factoren vertauscht oder in Gruppen zusammengefasst werden*). Die 
Multiplication ist immer ausführbar. 

Aus der Umkehr der Multiplication folgt das Problem der 
Division. Dasselbe verlangt, wenn das Product und ein Factor ge- 
geben ist, den anderen Factor zu berechnen; d. h. diejenige Zahl 
(Quotient) zu finden, welche mit der einen gegebenen Zahl (Divisor) multi- 
plicirt ein Product gleich der anderen Zahl (Dividend) liefert. Diese 
Forderung ist unausführbar, wenn der Dividend nicht ein Vielfaches 
vom Divisor ist. Ist a der Divisor, 6 der Dividend, so besteht, wenn 
a ^ 6, immer eine Gleichung der Form: 

wobei r (der Rest) eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2 • • • a — 1 sein muss. 



*) Die Beweise der Lehrsätze für rationale Zahlen sollen hier nicht ausgeführt 
werden: sie finden sich in Baltzer, Die Elemente der Mathematik Bd. I. 
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Zwei Zahlen könüen Vielfache einer dritten Zahl sein; dieselbe 
ist alsdann gemeinsamer Theiler beider. Zwei Zahlen, welche keinen 
gemeinsamen Theiler (ausser der Einheit) besitzen, heissen relativ 
prim. Absolut prim wird eine Zahl genannt, welche durch keine 
andere (mit Ausnahme der Einheit) theilbar ist. Diese Unterscheidung 
von theilbaren und primen Zahlen liefert den wichtigen Lehrsatz: Jede 
Zahl kann nur auf eine einzige Weise als Produet von absoluten Prim- 
zahlen dargestellt werden; während die Untersuchung über die Theil- 
barkeit einer Zahl auf der schon von Euklid angewandten Regel 
basirt: Der grösste gemeinsame Theiler zweier Zahlen a und h (wobei 
6 > a) wird ermittelt, indem man durch fortgesetzte Division die 
Gleichungen bildet: 

h = aq -^ r, a «= rq^ + ^i> ^ = **i 22 + ^2 ^* s. w. 

Der Divisor der letzten Division, welche keinen Rest mehr liefert, 
ist der grösste gemeinsame Theiler von a und 6. 

3. Die drei ersten Rechnungsoperationen an Summen und Differenzen 
ausgeführt, ergeben folgende Gleichungen: 

(a + 6) + (c + d) = a + 6 + c + ^ 
(a + 6) — (C'j-d) = a'j-b — c — d 

; '^ \(a + b) — {c — d) = a + b — c + d 

(a — b) -\- (c — d) = a — 6 + c — d 
{a — b) — (c — d) = a — & — c + d 

(IL) (a + &)^ = ac + bCj (a — b) c = ac — bc 

(a + 6) (c + tu) = ac + 6c + aeZ + bd 

(HI.) (a + 6) {c — d) = ac + bc — ad -- bd 

{a — b) {c— d)r= ac — &c — ad + &d. 

Bei diesen Gleichungen ist vorausgesetzt, dass die auf den linken 
Seiten stehenden Differenzen ausführbar sind; dabei kann auch die 
Zahl auftreten. Ein Produet, welches den Factor enthält, wird 
also, wie die Gleichungen (II) und (III) lehren, selbst gleich 0. Um- 
gekehrt folgt aus den nämlichen Gleichungen, dass ein Produet nie- 
mals gleich sein kann, wenn nicht ein Factor den Werth hat. 

Die Gleichartigkeit der Resultate bei den Rechnungen mit Summen 
und Differenzen lässt es zweckmässig erscheinen, die Differenz von 
vornherein als eine Summe aufzufassen, und zwar die Differenz a — b 
als eine Summe von a vorhandenen resp. zuzuzählenden und b weg- 
zunehmenden Einheiten, oder in besserer Bezeichnung von a posi- 
tiven und b negativen Einheiten. Die Einführung der negativen 
Einheit gestattet auch mit solchen Differenzen zu rechnen, bei denen 

1* 
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der Minuend kleiner als der Subtrahend ist. Es stellt alsdann (wenn 
a <. b) die Zahl a — 6 einen Ueberschuss von negativen Einheiten 
dar, und zwar von so vielen, dass (b — a) -{- (a — 6) = 0. 

In der Natur existiren für sich betrachtet weder positive noch 
negative Zahlen; es existiren nur zählbare Dinge. Die Unterscheidung 
von positiven oder negativen Zahlen — Bezeichnungen, die nur im 
Gegensatze zu einander verstanden werden können — hat auch nur 
für die Operation des Addirens und damit für alle anderen Rech- 
nungsoperationen eine Bedeutung, Bei Anwendung der Rechnutfg 
auf physische Probleme ist es aber häufig sehr zweckmässig, Grössen, 
mit denen gerechnet wird, im Sinne der positiven und negativen Ein- 
heit zu unterscheiden. 

Mit Hülfe der negativen Einheit ist jede Subtraction ausführbar, 
weil nun ausser der Reihe der positiven Zahlen eine unbegrenzte Reihe 
von negativen eingeführt ist; zwischen beiden bildet die Null die 
Scheide. Die übrigen Operationen mit negativen Zahlen sind, da wir 
fordern, dass sich dieselben den Regeln für Diflferenzen überhaupt ein- 
ordnen sollen, durch die Gleichungen (I) (II) (III) gegeben. Insbe- 
sondere folgt, dass das Product von zwei negativen Zahlen das positive 
Vorzeichen erhält. Durch die Umkehr der Multiplication sind auch 
die Zeicheriregeln für die Division mit positiven und negativen Zahlen 
bestimmt. 

4. Damit die Operation des Dividirens in allen Fällen ausführbar 
werde, muss die positive oder neg-ative Einheit in Untereinheiten zer- 

legt werden ; es genügt den Zahlbegriff -|- -^ einzuführen, bei welchem 

h jede ganze Zahl sein kann. Denn soll das Zeichen y diejenige Zahl 
bedeuten, welche mit h multiplicirt 1 giebt, so wird das a fache dieser 

Zahl den Werth von -r- darstellen. Wiederum gilt die Bemerkung, 

dass in der Natur keine gebrochene Zahl existirt, dass vielmehr auch 

dieser Begriff nur in Bezug auf Zahlverbiudungen einen Sinn hat. 

Jeder Bruch kann durch einen anderen ersetzt werden, dessen 

Nenner ein Vielfaches vom ursprünglichen Nenner ist: 

h htti 

a aai 

Mit Hülfe dieser Umformung leitet man die Regel ab: 



a — a, aa 



1 



Femer folgt aus dem Begriff der Multiplication: 



a a 



Unter der Multiplication eines Bruches — mit einem anderen - - 
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versteht man in Analogie mit dieser letzten Gleichung die Theilung 

des Bruches durch a^ und die Multiplication dieses Theiles mit 6^; 

daraus folgt: 

h hl hh, 

Bei dieser Definition bleibt der Fundamentalsatz der Multiplication 
bestehen. Durch Umkehr erhält man die Gleichung der Division: 

b bt ba4 

_ : _L = _^. 

a tti aoi 

Demnach lassen sich nun auch die Gleichungen für die Summen und 
Differenzen vervollständigen: 

nv\ *i^ ^ _i ^ ^i^ g . b 



c c -^ c ^ c±d c±:d -^ czt^ 

Diese Gleichungen erleiden aber eine sehr zu beachtende Aus- 
nahme: die im Nenner stehende Differenz darf nicht Null sein; eine 
Division ist unmöglich, wenn der Divisor gleich Null ist. Denn ist 
der Dividend von Null verschieden, so existirt keine Zahl, welche mit 
Null multiplicirt, ein Product gleich jenem liefert, weil ein Product, 
dessen einer Factor Null ist, verschwindet; ist aber der Dividend eben- 
falls gleich Null; so ist der Werth des Quotienten völh'g unbestimmt; 
mit solch einer ganz unbestimmten Zahl kann nie gerechnet werden. 

Den Begriff der ganzen und gebrochenen Zahlen fasst man unter 
dem Ausdrucke: rationale Zahlen zusammen. Durch Anwendung 
der vier Species auf dieselben erhält man immer wieder rationale Zahlen. 
Ihre Reihe ist unbegrenzt: zwischen zwei Zahlen lassen sich, wie eine 
fortgesetzte Theilung zeigt, noch beliebig viele rationale einschalten, 
oder mit anderen Worten ausgedrückt: es bildet eine Reihe von ratio- 
nalen Zahlen, welche durch eine beliebig oft wiederholte aber endliche 
Anzahl von Theilungen gewonnen ist, niemals ein Continuum. 

Zweites Capitel. 

Die Lehre von den irrationalen Zahlen, insbesondere von den 

Wurzelgrössen. 

5. Aus der wiederholten Multiplication stellt; man eine fünfte 

Operation, das Potenziren, her. y^j bedeutet ein Product, welches 

aus n (Exponent) Pactoren besteht, von denen jeder gleich -j- (Basis) 

ist. Eine positive Basis, bringt nur positive Werthe der Potenz her- 
vor, eine negative liefert positive oder negative , je nachdem der Expo- 
nent eine gerade oder ungerade Zahl ist. Das Potenziren ist inner- 
halb der Gesammtheit der rationalen Zahlen immer ausführbar. 
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Aus einer Umkehr des Potenzirens geht die Aufgabe der Wurzel- 
bestimmung; das Radiciren, hervor. Es sei gegeben die positive 

Zahl ^, wobei a und 6 relativ prim zu einander sind; man sucht eine 

positive Zahl x, welche die Eigenschaft hat, dass für ein gegebenes n 

x^ = ^ ist. Positiv wollen wir zunächst die Zahl ^ voraussetzen, 

weil, wenn sie negativ wäre, bei geradem Exponenten- die Wurzel- 
bestimmung mit unserem bisherigen Zahlbegriffe überhaupt nicht aus- 
geführt werden kann, während bei ungeradem Exponenten die wte Wurzel 

aus dem positiven Werthe von -^ nur mit dem negativen Vorzeichen 

zu nehmen ist. Desgleichen ist von vornherein zu bemerken , dass bei 
positivem Radicand und geradem Exponenten der Wurzel das positive 
wie das negative Zeichen gegeben werden kann. Sonach haben die 
nachfolgenden Betrachtungen blos die Werthbestimmung selbst dar- 
zuthun. 

Wenn ein Bruch x = — mit der Eigenschaft existirt, dass 

-^ = -|-, oder bp^ s=s aq^ , so muss, da a und 6 stets als relativ prim 

vorausgesetzt werden dürfen, zufolge des Satzes über die eindeutige 
Zusammensetzung jeder Zahl aus Primzahlen, die Gleichung zerlegt 
werden in: 

a = p" , 6 = 2». 

Ein positiver Bruch ist also nur dann gleich der nten Potenz 
eines positiven Bruches, wenn sowohl sein Zähler wie sein Nenner 
gleich der nten Potenz einer ganzen Zahl ist; insbesondere kann eine 
ganze Zahl nie gleich der nten Potenz eines Bruches sein; denn ist 

6 = 1, so muss auch g = 1 sein. Die Entscheidung ob -^ gleich 

der nten Potenz einer rationalen Zahl ist, wird demnach so zu fällen 
sein, dass man die Reihe der nten Potenzen der ganzen Zahlen bildet 
und entscheidet, ob a und b in derselben enthalten sind. 

Hieraus wird ersichtlich, dass die Wurzelausziehung aus positiven 
rationalen Zahlen mit Hülfe der rationalen Zahlen allein nicht ohne 
Ausnahme ausführbar ist; sie führt vielmehr, ähnlich wie die Probleme 
der Subtraction und Division, einen neuen Begriff in die Zahlenlehre 
ein. Seine Darstellung geschieht, nach Euklid^s Methode der Ein- 
schliessung in Grenzen, auf folgende Weise: 

Ist ö eine beliebige rationale Zahl, so giebt es in der unbegrenzt 
fortsetzbaren Reihe von Brüchen 

ri 1 2 3 n / ^ ^\ 
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sicher zwei auf einander folgende a = — und ß = ^"^ ^ so dass: 

a« < y < /S*». 

Die Diflferenz ß — a ist gleich — Ist nun (j' eine andere Zahl 

grösser als (J, so werden sich zwischen die Brüche a und ß Brüche 
mit dem grösseren Nenner ö' einschalten lassen, was durch die Auf- 
einanderfolge: 

Q X X-\-l (l p+i 

— — ^ — j — . . . — y- 

a ' <T ' <F a ^ a 

augedeutet sei. Es muss m dieser Reihe zwei aufeinanderfolgende 
Werthe «j und ß^ geben, so dass: 

«i'* < f < /'l^ 

wobei dann «^ > a (höchstens gleich a, falls gerade das erste Intervall 
den gesuchten Werth einschliessen sollte) und ßi <. ß (höchstens gleich 
ßy falls das letzte Intervall genommen werden müsste). Immer ist 

die Diflferenz /J, — «^ kleiner als — • Denn die Diflferenz zwischen dem 

ersten und letzten Werthe der Reihe ist—; die Zwischenglieder haben 

also untereinander kleinere Unterschiede. 

Indem man dieses Verfahren mit einem neuen Nenner (j" > 0' 
fortsetzt, bekommt man zwei neue Brüche «2 nnd /Jj, deren Differenz 

kleiner wird als — , und so fort. Dabei wird sich entweder schliesslich 

eine Zahl ergeben, welche die Eigenschaft hat, dass ihre nie Potenz 

gleich -^ ist; dann ist -r- so beschaffen, dass es eine rationale nie 

Wurzel besitzt, und zwar eine solche, die sich gerade durch einen 
der Nenner a, 0' . . . darstellen lässt, oder es setzen sich die beiden 
Reihen unbegrenzt fort, die der unteren Grenzen: 

a < ««1 < «2 • • < «/u • • • < "/"+* • • • 
und die der oberen Grenzen: 

ß > ß\ > ß2 ' ' ' > ßi^^ ' ' ' > ßfi-\-v • • •• 
Die beiden Reihen besitzen folgende Eigenschaften : Wiewohl die 
Reihe der a unbegrenzt fortsetzbar nur wachsende Zahlen enthält, die 
der ß nur abnehmende (dass dazwischen auch das Gleichheitszeichen 
auftreten kann, stört die Betrachtung nicht), so ist doch jedes a 
kleiner als jedes ß. Ferner können die stets positiven Diflferenzen 
ßfij^y — a^+rj öf/u+r — «u, ßfi — ßß+v für jeden Werth von v kleiner 
gemacht werden, als jeder beliebig gegebene noch so kleine Werth, 
dadurch dass man nur die Glieder in der Reihe aufsucht, für welche 
ft einen entsprechend grossen Werth hat. Wenn nämlich diese Diflfe- 
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renzen kleiner sein sollen ak d , so hat man die Stellen Kf^ und /3^ zu 
bestimmen, für welche bereits 

ßfi — afi <, d. 
Dann wird auch zufolge der angegebenen Ungleichungen für jedes vi 

Die Zahlen der unbegrenzten Reihe der a, und ebenso die der 
Reihe ß haben die Eigenschaft, dass ihre wten Potenzen dem Werthe 

-j- immer näher kommen, so dass sie sich schliesslich beliebig wenig 

von ihm unterscheiden. Hieraus ersieht läan, dass auch die Zahlen a 
und ß selber sich einer bestimmten Grösse mehr und mehr nähern, 
welche, auch wenn sie unter den rationalen Zahlen nicht vorhanden 
ist, doch ein Zahlenwerth genannt wird, weil sie durch eine ganz be- 
stimmte Rechnungsoperation mit einer rationalen Zahl verknüpft ist. 
Man bezeichnet die Grösse als den Grenzwerth der Reihen « 

und ß\ sie wird in der Form y -r- geschrieben. 

Ist die Grösse eine rationale Zahl, so ist diese Darstellung als 
Grenzwerth lediglich durch die Wahl der Nenner ö, a\ (?"... bedingt; 

hierher gehören alle periodischen Decimalbrüche. — ist z. B. der Grenz- 

werth von: 

0,3; 0,33; 0,333; 0,3333 u. s. w.; 

ebenso ist nach der geometrischen Progression 2 der Grenzwerth von : 

M i+.^i i + i + ^V i+l+Q' + (i)'--. 

Durch geeignete Wahl des Nenners kann also für solche Werthe 
auch eine rationale Form ausfindig gemachf werden. Ist aber der 
Werth keine rationale Zahl, was sich bei einer Wurzelbestimmung 
nach dem gleich anfangs ausgesprochenen Satze von vornherein ent- 
scheiden lässt, so ist solch eine Darstellung als Grenzwerth einer Reihe 
die einzig mögliche, die sich überhaupt für die Zahl, welche eine 
irrationale heisst, geben lässt. Diese Darstellung und Definition 
umfasst also ausser den rationalen eine neue Glasse, nämlich die 
irrationalen Wurzelgrössen ; sie umfasst aber , wie später gezeigt werden 
soll, noch mehr als die Wurzelgrössen aus Brüchen. Zugleich macht 
dieses Verfahren der Bestimmung einer Wurzel darauf aufmerksam, 
was eigentlich unter der Berechnung einer Zahl , welche eine gegebene 
Eigenschaft erfüllen soll, nunmehr zu verstehen ist. Es kann im all- 
gemeinen nicht verlangt werden, dass diese Zahl in endlicher ge- 
schlossener Form angegeben wird, vielmehr erkennt man: Eine Zahl, 
welche eine bestimmte Eigenschaft in Bezug auf andere gegebene Zahlen 
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besitzt, herechnen^ heisst eine unbegrenzt fortsetzbare Beihe von ratio- 
nalen Zahlen finden, welche die Eigenschaft der gesuchten Zahl mit 
immer grösserer Annäherung erfüllen. 

Nun entsteht die Frage, wie man fortan mit solchen Zahlen zu 
rechnen hat, wie irrationale Zahlen addirt, multiplicirt u. s. w. werden. 
Das sollen die folgenden Untersuchungen lehren , denen wir die zuletzt 
gewonnene Erkenntniss noch etwas verallgemeinert zu Grunde legen. 

6. Definition: Unter dem allgemeinen Zahlbegriffe ist eine nach 
irgend welcher Vorschrift unbegrenzt fortsetzbare Beihe {oder Folge) von 
positiven oder negativen rationalen Zahlen: 

cc , cc^f cc2f . . . afif , . . cCfi^y . . . 

J3U verstehen, welche die Eigenschaften hat, dass erstens die einzelnen 
Zahlen derselben ihrem absoluten Betrage nach (d. h, abgesehen vom 
Vorzeichen) einen bestimmten Werth nicht überschreiten, und dass 
zweitens zu jeder beliebig ^Meinen vorgegebenen Zahl S eine Zahl a^ 
innerhalb der Beihe gefunden werden kann, so dass die Differenz aller 
folgenden Zahlen a^+v — «^ ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 
d wird. Von solch einer Beihe sagen wir, sie besitzt einen Grenz- 
werth. 

Die Eigenschaft, dass von einer Stelle ab die Glieder nur wachsen 
oder nur abnehmen, (wie das vorhin bei den Reihen a und ß der Fall 
war), nehmen wir in die Definition nicht auf. Aber es ist wichtig 
zu bemerkien, dass für solche Reihen der Satz gilt: 

Wenn in der Reihe 

die Glieder nur wachsen (oder nur abnehmen), und eine obere 
Grenze sich angeben lässt, welche von den Gliedern nicht überschritten 
wird), (resp. eine untere Grenze, unter welche sie nicht herabsinken), 
so besitzt solch eine Reihe immer einen Grenzwerth, d. h. die in der 
Definition ausgesprochenen beiden Eigenschaften sind vorhanden. 

Denn würden die Differenzen «^^.i — a^, a^+2 — «^ . . • nicht 
kleiner gemacht werden können als eine beliebig kleine Zahl d, sondern 
stets grösser sein als eine angebbare Zahl d, so wäre 

a^+r — Uf^^vd oder a^,+^ ^ a^, + vd; 

durch Vergrösserung von v würde also a^+, über jede Grenze hinaus 
wachsen. 

Von einer Reihe, deren Glieder numerisch unter jeden angebbaren 
Werth sinken, sagt man, sie hat den Grenzwerth Null; damit ist auch 
die Null, was von Wichtigkeit ist, in diesen allgemeinen Zahlbegriff 
aufgenommen. 

Eine Reihe, welche nicht den Grenzwerth Null hat, besitzt, wenn 
sie die ausgesprochenen beiden Eigenschaften erfüllen soll, von einer 
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bestimmten Stelle ab entweder nur positive oder nur negative Glieder. 
Denn haben «^ und a^+y verschiedene Zeichen, so ist die Diflferenz 
of^+y — a^ ihrem absoluten Betrage nach nicht kleiner als die grössere 
der beiden Zahlen, sie wird also kleiner als d nur dann werden können, 
wenn die Reihe der a die Null zur Grenze hat. 

7. Man rechnet mit den so definirteu Zahlen, indem man auf 
die Glieder der sie darstellenden Reihen die Rechnungsoperationen an- 
wendet, weil nämlich der Grenzwerth stets durch ein Reihenglied mit 
beliebiger Annäherung ersetzt werden kann, und somit die vorhin auf- 
gestellte Forderung der Berechnung erfüllt wird. Es seien gegeben 
die Reihen: 

CC, «j, «2; • • • «iu; . . . und /J, /?,, ß2} ' ' ' ßfi ' ' *] 

jede dieser Reihen repräsentirt eine Zahl, was man symbolisch aus- 
drücken kann: 

A = Lim(a^) , B = Lim (/S^). 

Nach Anwendung der Addition folgt, dass 

eine neue Reihe bilden wird, welche die zur Darstellung einer Zahl 
noth wendigen beiden Eigenschaften erfüllt. Denn wenn abs [a^+y — «J <.d 
und abs [j3^+r — ß/n] <.S, so ist der absolute Betrag der Differenz 
zweier Glieder der neuen Reihe kleiner als 2d, denn die Beträge von 
a^+y und ßf^^v sind höchstens um die Grösse d im Vergleich zu «^ und 
ß^ gewachsen oder vermindert. Der Grenzwerth dieser neuen Reihe 
unterscheidet sich aber von der Summe (oder der Differenz) der ge- 
gebenen beiden Grenzwerthe um weniger als eine beliebig kleine vor- 
gegebene Zahl, weil die Grössen a^ und /3^ von diesen Grenzwerthen 
beliebig wenig abweichen; d. h. der Grenzwerth der neuen Reihe ist 
gleich der Summe (Differenz) der gegebenen Zahlen A und B. 
Wir fassen diesen Gedanken in Formel durch die Gleichung: 

(I) Lim (a^) + Lim (j3^) = Lim («^ + /J^). 

Es ergiebt sich hier bei der Subtraction der Specialsatz: Zwei 
Zahlenreihen, welche denselben Grenzwerth darstellen, liefern bei ihrer 
Subtraction eine Zahlenreihe, deren Grenze Null ist; und umgekehrt: 
Zwei Zahlenreihen, deren Differenz den Grenzwerth Null besitzt, stellen 
denselben Werth dar. Dies ist als die Definition für die Gleichheit 
zweier Zahlen zu betrachten. Die ursprüngliche Definition: Zwei 
rationale Zahlen sind einander gleich, wenn sie dieselbe Anzahl von 
Einheiten (oder Bruchtheilen der Einheit) enthalten, ist dieser für die 
allgemeine Zahl geltenden Definition untergeordnet. 

Desgleichen folgt nach Anwendung der Multiplication , dass 

aß, «i/^i, «j/Jj; • • • ^f*ßfi • • • 
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eine neue Reihe bildet^ welche die verlangten Eigenschaften ebenfalls 
erfüllt. Denn das Product, 

ist, wenn die Beträge von a^ und /J^ höchstens um d vermehrt oder 
vermindert sind, auch nur höchstens um den Betrag a^d + /J^d+ (J^ 
geändert^ und dieser Werth wird, da für a und ß eine obere Grenze, 
welche sie nie überschreiten, vorhanden, ä aber beliebig klein ist, 
selbst durch Wahl von ft beliebig verkleinert. Also ist 

(II) Lim (a^) • Lim (j3^) = Lim (a^ • /5^) . 

Durch Division erhält man die neue Reihe: 

ß' ßi' ß2 ß^ 

Schliesst man den Fall aus, dass der Grenzwerth der Divisorreihe 
gleich Null ist, dass also die ß unter jeden angebbaren Werth herunter- 
gehen, so besitzen diese Quotienten einen oberen Werth, den sie 
sicher nicht übersteigen; und wenn die Beträge von a^ und /3^ um d 
geändert sind, so ist die Differenz: 

eine Zahl, welche ihrem Betrage nach beliebig klein ist. Es ist also 

(«■) ^ = "" (i) ■ 

Desgleichen ergiebt sich für das Potenziren mit positiv, ganzem Ex- 
ponenten aus der Gleichung (II) 

(IV) [Lim («^)]» = Lim («;) 

und daraus für die Wurzelausziehung aus einer positiven Zahl, aus 
einer Zahl also , bei welcher die definirende Reihe von einer Stelle ab 
nur positive Glieder enthält: 

(V) p'Lim {ccf,) = Lim (p^) . 

Diese beiden letzten Gleichungen sagen wiederum nichts anderes aus, 
als dass eine rationale oder irrationale Zahl mit beliebiger Annäherung 
potenzirt oder radicirt wird, indem man diese Operationen auf eine 
dem Werthe beliebig nahe kommende Zahl der definirenden Reihe 
ausführt. 

Es ist zweckmässig nach dem Vorgange von Newton Potenzen 
mit ganzzahligen negativen Exponenten einzuführen auf Grund der 

Gleichung; mag m^n sein: 
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(insbesondere bedeutet dann A^ für jedes A den Werth 1), sowie 
Potenzen mit gebrochenem Exponenten auf Grund der Gleichung, die 
für ganze Exponenten besteht: 

(A»)"» = A«"*. 
Da üämlich yfii die Zahl ist, welche auf die wte Potenz erhoben A 



1 



giebt, so lässt sich mit Benutzung dieser Regel yA= A** setzen; es 

(1 \n n m 

A ** / «= A " = A* ; A " = yfii"" . Diese Definition mit gebrochenem 
Exponenten ist aber zunächst, damit die Rechnung allgemein aus- 
führbar bleibt, auf eine positive Basis beschränkt. 

Der Definition einer Potenz mit irrationalem Exponenten stelle 
ich folgende an sich wichtige üeberlegung voraus: 

Jede Zahl, welche durch eine Reihe von irrationalen 
Zahlen dargestellt ist, kann auch durch eine Reihe von 
rationalen Zahlen ausgedrückt werden. Denn ist 

die Reihe von irrationalen Grössen mit den noth wendigen Eigenschaften, 
die Grössen A mögen durch irgend welche Rechnungsoperation z. B. 
als Wurzeln definirt sein, so denke man sich zwei Reihen von ratio- 
nalen Zahlen gebildet 

Pi 7 P2f r3? • • • ßf^j ' ' • Pfi+v^ • • •; 

von denen die Reihe der ß willkürlich, doch so gewählt sei, dass sie 
den Grenzwerth Null hat, während jede Zahl «^ so angenommen 
werde, dass abs. [A^ — a^] < /3^. Alsdann repräsentirt die Reihe a den- 
selben Grenzwerth wie die erste Reihe, üeberhaupt ist hiermit ein 
Verfahren angegeben, um aus einer Reihe irgend eine andere mit dem 
nämlichen Grenz werthe zu bilden. 

Dem bisherigen gemäss ist unter der Potenz mit beliebigem irra- 
tionalem Exponenten E, der durch die Reihe 



*; ^1 > ^2? ' • • ^fi 



definirt ist, der Grenzwerth der Reihe 

zu verstehen, deren Glieder die verlangten beiden Eigenschaften erfüllen. 
Denn es ist 

aV+v _ aV = a'^(a^- 0. 

Dass der absolute Betrag dieser Grösse beliebig klein gemacht werden 
kann, erhellt aus der Eigenschaft, dass A® = 1 wird, und lässt sich 
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folgendermassen in Evidenz setzen. Denkt man sich unter 8 einen 
positiven rationalen Bruch, dessen Zähler 1, dessen Nenner eine be- 
liebig grosse positive Zahl M ist, so vp^ird, wenn A> 1, 

A^ - 1=1?, A = (l +1?)^. 
Die M-malige Multiplication von 1 + i? liefert eine Zahl die sicher 
grosser ist als 1 + Mi?; also ist 

A>l + Mij, '?<'^^*- 
Wenn A < 1, so setze man 

es wird 

Beachtet man nun , dass nach dem eben gelehrten Verfahren die Reihe 

A*' A^* A^" 

auch ersetzt werden kann durch die Reihe 

^l 7 ^2 > • • • ^fl 7 

wenn Lim (a^) = A ist, so kann das Ergebniss dieser Untersuchung 
in der Form geschrieben werden: 

(VI) [Lim a^f '""( V) = Lim («;^) . 

8. Die Umkehr des Potenzirens liefert noch ein anderes Problem : 
das Logarithmiren. Gegeben sind zwei positive Zahlen A und B, 
jede definirt als Grenzwerth einer Reihe; es soll eine Zahl x bestimmt 
werden, welche die Eigenschaft hat, dass B* = A. Alsdann nennt 
man x den Logarithmus (Exponent) der Zahl A (Numerus) in Bezug 
auf die Basis B, und schreibt: 

X = ^log A . 

Es lässt sich zeigen, dass erstens nur eine Zahl x mit dieser 
Eigenschaft existirt — denn es kann nicht gleichzeitig (B ^ 1) 

B' = A = B*' also -^ = B'~*' = 1 

sein, ohne dass x — x =0, — und dass zweitens diese Zahl x als 
Grenzwerth einer Reihe dargestellt werden kann. 
Bilden wir nämlich die Folge (B > 1 gedacht) 

...B-2, B-S 1, B\ BS. . . 
so wird es in derselben zwei Werthe geben so, dass 

B^ < A < BHi. 
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Schalten wir zwischen k und A + 1 rationale Brüche ein, so wird : 

B ^ < A <B 

Indem man die Werthe des Nenners vergrössert, erhält man zwei 
Reihen, durch welche x definirt wird. 

Der Logarithmus von 1 in Bezug auf jede positive Zahl als Basis 
ist Null. Die Regeln für die Rechnung mit Logarithmen werden im 
folgenden als bekannt vorausgesetzt. 

Den Inbegriff aller positiven und negativen rationalen und irratio- 
nalen Zahlen fasst man unter dem Namen reelle Zahlen zusammen. 
Durch beliebig wiederholte Anwendung der ersten Rechnungsopera- 
tionen auf reelle Zahlen erhält man wieder eben solche Zahlen. Aber 
eine wesentliche Ausnahme musste für* die beiden letzten Operationen 
gemacht werden. Da negative Zahlen mit geradem Exponenten positive 
Werthe liefern, so konnte umgekehrt eine negative Zahl mit ge- 
brochenem Exponenten, dessen Nenner eine gerade Zahl ist, oder mit 
irrationalem Exponenten, weil in der definirenden Reihe solche Brüche 
auftreten können, zunächst nicht angegeben werden. Desgleichen 
haben wir uns bei der Definition des Logarithmus, um nicht weitere 
Ausnahmefälle unterscheiden zu müssen, auf positive Werthe der Basis 
und des Numerus beschränkt. Es bleibt hier also noch eine Lücke, die 
erst durch Einführung der complexen Zahlen, dann aber vollständig, 
aufgehoben wird. 

Auch sind im vorstehenden noch keineswegs die zweckmässigsten 
Methoden zur wirklichen Berechnung einer beliebigen Potenz oder des 
Logarithmus gegeben; nur die Möglichkeit und Bestimmtheit derselben 
ist dargethan*). 

Drittes CapiteL 

Der Begriff einer veränderlichen Grösse und die Keohnting mit 
veränderlichen, insbesondere unendlichen Grössen. 

9. Die Gesammtheit der rationalen und irrationalen Zahlen bildet 
die continuirliche Zahlenreihe. Um die fertige Vorstellung 
eines Continuums Zugewinnen, brauchen wir noth wendig ein anschau- 
liches Bild. Es ist nichts fremdartige? , wenn wir uns an die ein- 
fachste räumliche Vorstellung eines Continuums, an die gerade Linie, 
halten. 



*) Der Begriff der irrationalen Zahl ist ausführlich behandelt in dem „Lehr- 
buch der Analysis" Bd. I von Lipschitz. Ueber den allgemeinen Zahlbegriff siehe: 
Cantor, Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Annalen Bd. V, und 
Heine, Die Elemente der Functionenlehre, Journal f. Mathematik Bd. 74. 
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Die Punkte einer Geraden werden dadurch bestimmt, dass man 
unter Zugrundelegung einer Maasseinheit ihre Entfernungen von einem 
festen Punkte Null .mit dem -f- oder — Zeichen angiebt, je nachdem 
der betreffende Punkt sich rechts oder links von dem Nullpunkte be- 
findet. Die Entfernung jedes Punktes kann durch eine rationale oder 
irrationale Zahl ausgedrückt werden. Denn das charakteristische eines 
Punktes ist eben, dass er eine bestimmte Strecke vom Nullpunkte an 
begrenzt; die Länge dieser Strecke nach der angenommenen Maassein- 
heit gemessen ist eine Zahl, welche sich entweder in endlicher Form oder, 
wie in Euklid's Elementen gelehrt wird, mit beliebiger Annäherung 
durch fortgesetzte Theifung des Maassstabes ausdrücken lässt; wir 
erhalten begrifflich eine die Streckenlänge definirende Reihe. Zu jedem 
Punkte des Continuums gehört also eine und nur eine Zahl, unser 
allgemeiner Zahlbegriff versagt niemals. Und umgekehrt: zu jeder Zahl 
gehört ein und auch nur ein Punkt, weil jede Zahl eine zu con- 
struirende Strecke, jede Strecke einen Endpunkt bestimmt. Indem 
also ein Punkt sich auf einer Geraden bewegt, durchläuft seine Ent- 
fernung vom Anfangspunkte die continuirliche Zahlenreihe. Es lässt 
sich die hiermit gewonnene Erkenntniss auch so aussprechen: Die 
rationalen Zahlen reichen aus, um jeden Werth der continuirlichen 
Zahlenreihe mit beliebiger Annäherung auszudrücken. 

Um den Begriff aller möglichen Zahlen innerhalb eines Inter- 
valles, d. h. zwischen zwei festen Werthen, zu überschauen, führt 
man in die Analysis, auch wenn man sich von dem Bilde einer be- 
stimmten Bewegung auf der Geraden freimacht*, die Vorstellung der 
Veränderung ein. Diese Vorstellung ist zuerst von Newton in all- 
gemeinster Weise verwerthet worden ; durch die Geometrie, besonders 
seit Cartesius, war sie vorbereitet. JEine Grösse heisst veränderlich 
oder variabel] wenn sie verschiedene ZahUnwerthe anzunehmen vermag, 
(Wie wir bei rein arithmetischen Untersuchungen nicht mehr daran 
denken, was für Dinge der Zahl nach gegeben sind, so haben wir 
uns bei dem Begriffe der ^veränderlichen Grösse^ auch ganz frei zu 
machen von dem Gedanken an das, was diese Grösse vorstellt. Die 
Entfernung eines beweglichen Punktes, die Temperatur, die Dampf- 
spannung, kurz alles messbare in der Natur wird in die Rechnungen 
als veränderliche Grösse eingehen können.) Eine Grösse heisst inner- 
halb eines Intervalles d. h. zwischen zwei Zahlen continuirlich oder 
stetig veränderlich, wenn zwischen zwei noch so nahen Zahlen Xq und 
a?o + * Icein Zahlenwerth liegt, den sie bei der Veränderung von Xq zu 
Xq -{- d nicht annimmt. Der Ausdruck: eine Grösse ändert sich stetig 
vom Werthe a bis zum Werthe b, besagt also, die Grösse durchläuft 
alle Zahlen zwischen a und b , und in der Aufeinanderfolge der Zahlen 
findet kein Sprung statt. 
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Da wir nun aber einen Werth, welchen die veränderliche Grösse 
annimmt, wenn wir dieselbe fixiren wollen, nicht immer in ge- 
schlossener Form, sondern nur als Grenzwerth einer Reihe angeben 
können, so bedient man sich häufig einer Ausdrucksweise, bei wel- 
cher diese Veränderung zu einem bestimmten Werthe hin, mag 
dieser nun rational oder irrational sein, hervorgehoben wird. Man 
sagt: Die stetig veränderliche Grösse nähert sich unendlich einem 
bestimmten Werthe 6 oder convergirt nach demselben, wenn jede Reihe 
von discontinuirlichen Zahlen, welche wir aus den Werthen der Ver- 
änderlichen bilden können, nach diesem Grenzwerthe 6 convergirt. Ich 
werde mit dem Worte „unendlich" jedesmal eine stetige Aenderung 
zu einem bestimmten Grenzwerthe hin bezeichnen. 

Insbesondere wird eine Varidbele „unendlich Mein" ^ wenn sie hei 
stetiger Veränderung durch keinerlei Bedingung gehindert ist, ihrem 
absoluten Betrage nach Meiner als jede angebbare Zahl zu werden, d, h. 
wenn sie den Grenzwerth Null hat 

„Unendlich gross ^^ wird die Variabele genannt, und ihr Grenz- 
werth mit dem Zeichen + cx) geschrieben, wenn sie bei stetiger Ver- 
änderung durch keinerlei Bedingung gehindert ist, ihrem absoluten 
Betrage nach grösser als jede angebbare Zahl zu werden. Aus der 
continuirlichen Zahlenreihe, die solch eine Variabele schliesslich durch- 
läuft, lassen sich nach irgend welchem Gesetze (indem wir z. ß. nur 
auf die ganzen Zahlen achten) discontinuirliche Zahlenreihen aufstellen, 
die aber die beiden Eigenschaften, welche für definirende Zahlreihen 
als nothw endig erkannt wurden, nicht mehr erfüllen. Nichtsdesto- 
weniger können doch gewisse Rechnungen mit diesen Zahlreihen aus- 
geführt werden, weshalb wir sie als einen neuen Zahlbegriff durch 
folgende genauer präcisirte Definition einführen: 

Eine Veränderliche wird in bestimmter Art positiv oder negativ 
unendlich gross, wenn jede discontinuirliche Zahlenreihe, welche man 
aus den Werthen^ die sie durchläuft, bildet, die Eigenschaft hat, dass 
erstens von einer Stelle ab die Glieder nur positiv oder nur negativ sind, 
und dass zweitens zu jeder numerisch noch so grossen Zahl, die man 
sich denken mag, eine Stelle in der Reihe gefunden werden kann, 
von der ab alle Glieder ihrem Betrage nach grösser sind, als die ge- 
dachte Zahl. 

Diese zweite Eigenschaft soll erst durch die späteren Beispiele 
näher erörtert werden; sie schliesst nicht aus, dass die Glieder der 
Reihe von jeder Stelle aus noch oscilliren, d. h. bald grösser bald 
kleiner werden. Wenn aber in der Zahlenreihe überhaupt nur beliebig 
grosse Werthe auftreten, dagegen die zweite Eigenschaft nicht von 
allen Gliedern erfüllt wird, so wird die Variabele unbestimmt unendlich. 

Veränderliche Grössen pflegt man mit den letzten Buchstaben des 
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Alphabetes zu sehreiben: x y z\ Grössen mit festen oder constanten 
Werthen durch die ersten Buchstaben: a & c zu bezeichnen. 

10. Die Hauptgesetze für die Rechnung mit veränderlichen Grössen 
ergeben sich aus den im Capitel 2 für Grenzwerthe aufgestellten Regeln ; 
denn die dort discontinuirlich dem Grenzwerthe sich nähernden Zahlen 
sind als Werthe in der continuirlichen Veränderung mit enthalten. 
Ich \jriederhole hier die Gleichungen mit der der stetigen Veränderung 
angepassten Schreibweise, um einige Specialsätze dai;an zu knüpfen: 

(I) . Lim (^ + y) = Lim (x) + Lim (y) . 

Diese Gleichung besagt : Der Grenzwerth, welchem die Summe zweier 
stetig Veränderlichen zustrebt, ist gleich der Summe aus den Grenz- 
werthen, denen die Summanden zustreben, und umgekehrt. Dieser Satz 
lässt sich auf mehrere Summanden erweitern. 

Sj)ecialsatz: Die Summe oder Differenz zweier unendlich kleiner 
Grössen ist selbst eine unendlich kleine, d. h. nach Null conver- 
girende Grösse. 

(II) Lim {x ' y) = Lim (x) • Lim (y) . 

Specialsatz: Das Product einer endlichen und einer unendlich 
kleinen oder das Product zweier unendlich kleiner Grössen ist selbst 
eine unendlich kleine d. h. nach Null convergirende Grösse. 

Bedeutet m eine Constante und x eine Veränderliche, die nur positive 
Werthe annimmt, so ist 

(IV) . Lim {x""') = (Lim xy. 

Bedeutet h eine positive Constante, x eine beliebige Veränderliche, 
so ist: 

(V) Lim (6*) = 6i'i"»<«^). 

Potenzen mit variabelem Exponenten werden im Gegensatze zu 
Potenzen mit constantem Exponenten „Exponentialgrössen^^ genannt. 

In der Gleichung (III) ist die Bedingung vorausgesetzt, dass 
Lim [y) nicht Null ist. Mit Einführung des Begriffes der stetigen 
Veränderung ergiebt sich aber eine Festsetzung, die es ermöglicht, 
fortan auch Quotienten mit unendlich kleinem Divisor bei 
Rechnungen zu berücksichtigen. Da nämlich die Null nicht 
mehr wie ursprünglich nur durch die Differenz a — a definirt ist, 
sondern ^Is Grenzwerth einer Reihe von Zahlen gedacht ist, so kaun 

der Quotient !°^ j einen bestimmten Werth auch dann noch behalten, 

wenn der Quotient — für beliebig kleine Werthe von y eine Zahl 
darstellt, die sich einem bestimmten (event. .auch bestimmt unend- 

Harnack, Differential- u. Integralreohnung-. 2 
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liehen) Grenzwerthe nähert. Dies ist aber nur dann möglich, wenn 

das Bildungsgesetz der Reihe — gegeben ist , d. h. wenn zu jeder Zahl 

innerhalb der Reihe x die Zahl in der Reihe y bekannt ist, durch 
welche dieselbe dividirt werden soll. Wenn dieses der Fall ist, so 

soll unter dem Quotienten , !°^ ^^ der Werth Lim (— ) verstanden 

werden*). Hat x einen bestimmten endlichen Grenzwerth, so wird die 

Reihe — aus Zahlen bestehen, die ihrem absoluten Betrage nach über 

jede Grenze hinaus wachsen. Hat aber x selbst den Grenzwerth Null, 

so kann die Reihe — entweder einen endlichen, oder einen unendlich 

kleinen, oder auch einen unendlich grossen, auch gar keinen bestimm- 
ten Grenzwerth haben, was nur in jedem einzelnen Falle durch 
Bildung der Reihe zu entscheiden ist. 

Auch für die Gleichungen (I), (H) gilt das Gesetz, dass zur 
Bildung der linken Seite in eindeutiger Weise der Zusammenhang 
zwischen den Stellen der Reihe x und denen der Reihe y gegeben 
sein muss. Dann können die linken Seiten selbst dann noch bestimmte 
Grenzwerthe darstellen, wenn die Grenzen einer oder beider Reihen 
für X und y über jeden Betrag hinaus liegen**). 



Viertes Capitel. 

Begriff und Bezeichnung der Functionen einer Veränderlichen. 

11. Wenn der Werth einer Veränderlichen y durch den Werth 
einer Veränderlichen x derart bestimmt ist, dass sich zu jedem 
Werthe von x ein oder auch mehrere Werthe von y berechnen 
lassen, oder, um nichts über die Art der Bestimmung auszusagen, 



*) An einem einfachen Beispiel möge sich der Anfänger das oben gesagte 
klar machen. Es sei die Reihe y gegeben, in welcher y alle Zahlen von 1 bis 
durchlaufen soll; die Reihe oc bestehe aus den Zahlen 3y — y*, so dass also für 

y = 1 a; =*= -2, für 3/ = - a; = — , für j/ =» — a; = —, . . . y = a; = wird. 

Versteht man nun unter -f-. den Werth Lim — , so wird derselbe, wiewohl 

Lim y y 

y und mit ihm auch x den Grenzwerth Null hat, für jeden Werth von y durch 
^ — =3 — 2/ dargestellt, d. h. die Reihe aus den Quotienten hat den Grenz- 
werth 3. 

**) Die letzte Hälfte dieses Capitels wird an Verständlichkeit gewinnen, wenn 
das Material zu bestimmten Beispielen durch die nun folgenden Untersuchungen 
vorbereitet ist. 
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wenn zu jedem Werthe von x in einem Intervalle zugehörige Werthe 
von y tabellarisch angebbar sind, so heisst y eine Function von x. Man 
nennt y auch die abhängige Variabele, x die unabhängige oder das 
Argument der Function. Die Function selbst heisst im ersten Falle 
einwerthig (oder eindeutig), im zweiten mehrvverthig. (Bei den 
Problemen der Naturforschung, welche von messbaren Grössen handeln, 
hat man es stets mit der durch Beobachtung ermittelten Abhängigkeit 
veränderlicher Grössen, mit Functionen, zu thun.) 

Die Function kann auch nur innerhalb eines bestimmten Inter- 
valles definirt sein; so ist z. B. vermöge der Relation: y^=(a;--l)(3— ic) 

oder y s= + j/(x — 1) (3 — x)^ y eine zweiwerthige Function (wenn 
man auf beide Werthe der Quadratwurzel achtet) von x^ die nur für 
die Werthe 1 ^ a; ^ 3 in reellen Zahlen berechenbar ist *). 

Die Functionen werden classificirt in algebraische und trans- 
scendente. y heisst eine algebraische Function von x, wenn die 
Gleichung zwischen x und y, durch welche y definirt wird, sich auf 
die Form f{Xj y) = bringen lässt, wo f{Xj y) ganz und rational in 
Bezug auf x wie auf y ist. Der allgemeinste Typus einer algebraischen 
Function mit zwei Veränderlichen ist demnach: 

Ä^r + Ar-^ + Ar-^ H h ^n-iy + ^« = 0, 

wobei die Grössen A Polynome beliebigen Grades in x sind, d. h. 
von der Form: 

J. = «0^;"* + a, x^'-'^ + ••• + «»*• (wi und n positiv ganzzahlig.) 

Mit den veränderlichen Grössen sind hierbei nur die Operationen 
der vier ersten Species (Potenzen mit ganzen Exponenten eingeschlossen) 
in endlicher Anzahl vorgenommen. 

Transscendente Functionen sind alle übrigen. Dazu gehören aus 
den Rechnungsoperationen die Potenz mit irrationalem Exponenten, 
vor allem aber die Exponentialfunction, deren einfachster Typus y = a* 
ist, und der Logarithmus y = *log x\ die letzten beiden Functionen 
sind mit unserem bisherigen Zahlbegriff nur berechenbar für positive 
Werthe von a und 6, die zweite ausserdem nur für positive Werthe 
von X, 

12. Nicht minder wichtig sind die aus den Elementen der Geo- 
metrie bekannten trigonometrischen oder specieller bezeichnet 
goniometrischen Functionen. Dieselben sind geometrisch definirt 
als Verhältnisse von Strecken, welche abhängig sind von einem Winkel. 
Um hervortreten zu lassen, dass eine Winkelgrösse stets eine unbe- 
nannte reine Zahl ist, empfiehlt es sich, die Grösse eines Winkels 



*} Die Bezeichnung „Function" hat Joh. Bernoulli (1667— 1748) eingeführt 
(opera omnia t. II, p. 241). 

2* 
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nicht durch Grade, sondern als Verhältniss der Länge des zugehörigen 
Kreisbogens zur Länge des erzeugenden Radius anzugeben. Indem man 
die Länge der ganzen Kreisperipherie, welche, ebenso wie der zum 
Winkel gehörige Bogen, dem Radius, mit welchem sie beschrieben 
wurde, proportional ist, mit 2 r 7t bezeichnet, wobei 7t eine Zahl ist, 
welche, wie in der Geometrie des Euklid gelehrt wird, mit beliebiger 
Annäherung durch Um- oder Einbeschreibung eines Polygones berechnet 
werden kann, so wird jedem Winkel eine Zahl zukommen, die als 
Theil oder Vielfaches von 2 7t den Winkelbogen als Theil oder Viel- 
faches der Kreisperipherie bestimmt. Durch geometrische Untersuchung 
erschliessen wir folgende Eigenschaften der Functionen; 

y = sin X und y = cos x. 

1) GehtiPV. bis ^ so erhält sin a? die Werthev.O bis 1, cos a; von Ibis 

„ ^v. — „ ;r, „ „ sina; ;, „ v. Ibis 0, cos a;v.O bis — 1 

„ icv. % ,; Y" ;? „ sinic „ „ v.Ob. — l,cosa?v. — 1 b.O 

„ ÄJv. — - „ 2jr „ „ siniT „ „ v. — 1 bis Oleosa: v.O bis 1. 

Es liegt hier einer der Fälle vor, wo es gut ist, eine Unterschei- 
dung der Vorzeichen in die geometrische Interpretation aufzunehmen. 

2) sin x^ + cos x'^ = 1. 

3) Wird die Winkelgrösse durch weitere Drehung des einen Schen- 
kels fortgesetzt, so folgt: 

sin (x + 2A;r) = sin x\ cos {x + ^IzTt) = cos x 

{k positive ganze Zahl). 

4) Wenn die Umdrehung in entgegengesetztem Sinne vollzogen 
wird, so soll der Winkel mit negativer Zahl bezeichnet werden; dann 
ist also: 

sin (— x) = sin (27t — a?) = — sin rc 

cos ( — x) = cos (27t — x) = cos X, 
und allgemein: 

sin (x + 2k7t) = sin x] cos (x + 2k7t) = cos x. 

Die beiden Functionen, welche immer zwischen den Werthen + 1 
und — 1 liegen, haben die Eigenschaft, dass sie ihre Werthe repro- 
duciren, sobald die unabhängige Veränderliche um ein ganzzahliges 
Vielfache von 27t vermehrt oder vermindert wird. 27t heisst die Periode 
der Function, diese selbst eine periodische. 
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5) Geometrisch ist zu beweisen, dass: 

sin {x + ^i) = sin x cos x^ + sin x^ cos x 
cos {x + x^) = cos X cos x^ + sin x sin a?!, 
woraus dann folgt: 



sin x — sin iCj = 2 sin 



X — Xi 



cos 



ic + ^1 



cos a: — cos ic, = — 2 sin 



X — a?! 



sin 



X'\- Xi 




Fig-. 1. 

gleichung: 
sin X 



2 2 

6) Die Fläche des Kreissectors BCAM, dessen 

Winkel zwischen und -— liegt, ist grösser als die 

Fläche des Dreieckes ABM und kleiner als die 
Summe der Dreiecke ADM und BBM, 

Es sei der Radius AM = \, der Winkel 
AMC = X, 80 ist AE = sin rc, ME =^ cos x) 

ferner: ^D : ^ Jf = ^ JB : ME, also ^D = -'° ^ : 

' cos a; ' 

demnach folgt für die genannten Flächen die ün- 



> X > sm X cos X oder 



> 



o; 



- > cos X, 



cos rc -- cos a; ' sm a; 

Diese Ungleichung gilt, wie klein man x annimmt; sie gilt auch, 

wenn man x neffativ werden lässt. Der Quotient — . ist so 

° ^ sin a: 

beschaffen, dass sein Zähler und Nenner unendlich klein 
werden können, während der Quotient selbst nach einem 
bestimmten endlichen Werth convergirt; denn für x = wird 

cos X =\. Der Werth , welcher eine obere Grenze bildet, fällt 

cos X ^ - ' 

also mit der unteren Grenze cos x für x = zusammen. Demnach 
wird auch der eingeschlossene Werth gleich 1, d. h. 



Der Quotient 



Lim 



sin X 

X 



X 



sm X 



= L (für X = 0). 



durchläuft die Reihe der reciproken Werthe 



und hat ebenfalls die 1 zur Grenze. 

Aus den beiden Functionen sin und cos bildet man durch Division 
zwei andere, welche auch unmittelbar geometrisch durch Strecken Ver- 
hältnisse dargestellt sind: 



. sin X 

tanff X = , 



COS X 



cotsf ^ = - 



COS X 



sin X 



Mm0 

tang X wird für ^ «= 0, + jr, + 2;r etc., cotg x wird für a; = + -g- , 

-I ^- , + —^- etc.; tang x wächst über jede angebbare Grenze 

hinaus und wird in bestimmter Weise gleich + ^ wenn x nach den 
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Werthen + -^, + -7!^ ' * * convergirt; ebenso cotg a? für a? = 0, +:«?,-• • 

Beide Functionen haben die Periode %, 

Im Vorstehenden ist noch keine zweckmässige Methode zur Be- 
rechnung der goniometrischen Functionen gegeben; nur weil die Be- 
stimmtheit der Aufgabe, zu jedem Winkel seinen Sinus etc. zu finden, 
geometrisch erkannt ist, dürfen wir den Begriff dieser Functionen und 
eine symbolische Bezeichnung für dieselben einführen. 

13. *Aus diesen vier Functionen lassen sich als inverse die cy- 
ciometrischen herleiten. Denkt man sich bei einer Function die 
Werthe von y als zuerst gegeben, so erscheinen die Werthe von x als 
abhängig; es wird dann x die umgekehrte oder inverse Function von y 
genannt. In einer Logarithmentafel kann man den Logarithmus als 
Function des Numerus, aber auch umgekehrt den Numerus als Function 
des Logarithmus betrachten. 

Eine Function kann jedoch auch so geartet sein, dass ihre inverse 
Function nur für vereinzelte Werthe von y definirt ist. Betrachtet 
man z. ß. die Function y = G (x)^ unter G {x) stets die grösste ganze 
in X enthaltene Zahl verstanden, so ist die inverse Function nur für 
die ganzzahligen Werthe 1/ = 0, 1, 2, • • • definirt; zu jedem dieser Werthe 
gehören dann unendlich viele verschiedene Werthe von Xy nämlich zu 
t/ = alle Werthe von x = hi& x = \ (exclusive) , z\k y = \ alle 
Werthe von x = \ bis a; = 2 (exclusive) u. s. f. 

Ist y = sin Xy so bezeichnet die inverse den Arcus (Bogen) x, 
dessen Sinus den gegebenen Werth y hat; sie wird geschrieben: 

X = arc sin y 

(gesprochen arcus dessen sinus «/, oder kürzer arcus sinus y). 
Ebenso aus den übrigen: 

X = arc cos y^ x = arc tg y, x >= arc cotg y. 

Da nun sin und cos nur zwischen — 1 und -f- 1 gelegene Werthe 
annehmen, so ist arc sin und arc cos nur für die in diesem Intervalle 
gelegenen Werthe von y definirt. Da ferner zu demselben Sinus- 
Cosinus -Tangens -Cotangens- Werth verschiedene Kreisbogen, also ver- 
schiedene Zahlen x gehören, so werden die cyclometrischen Functionen 
vieldeutig. Um sie als bestimmte Zahlenwerthe in der Rechnung be- 
trachten zu können, wird eine Festsetzung getroflfen, welche zugleich 
continuirliche Functionen liefert: 

Arc sin y bezeichnet diejenige zwischen — -^ und -f- -^ gelegene Zahl, 

deren Sinus y ist. ( — 1 ^ y ^ L) 

Arc cos y bezeichnet diejenige zwischen und 7t gelegene Zahl, deren 
Cosinus y ist. (— 1^2/^^0 
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Are tang y bezeichnet diejenige zwischen — ^r- und + "^ gelegene 

Zahl, deren Tangens y ist. ( — oo ^ y ^ 4" ^^0 
Are cotg y bezeichnet diejenige zwischen und 7t gelegene Zahl, deren 

Cotaugens y ist. (— - oo ^ y ^ + ^^0 

14. Die algebraischen Functionen und die vier einfachen Gattungen 
der transscendenten : Exponential- und gonioraetrische Func- 
tionen und deren inverse : Logarithmische und cyclometrische 
bilden in mannigfacher beliebiger Zusammensetzung zunächst das 
Object der analytischen Untersuchung. Im Verlauf derselben, die auf 
die wirkliche Berechnung der Functionen und auf die Erkenntniss ihrer 
Eigenschaften abzielt, wird sich herausstellen, dass Exponential- und 
goniometrische Functionen nahe verwandt sind, also auch Logarithmus 
und cyclometrische Function. Ferner wird sich zeigen, dass die Opera- 
tionen der Differentialrechnung, angewandt auf diese Functionen, keine 
neuen liefern, dass dagegen die Integralrechnung neue darstellen und 
berechnen lehrt. 



Fünftes Capitel. 

Geometrische Darstellung der Function; ihre Stetigkeit und ihr 

Differentialquotient. 

16. Die allgemeine Bezeichnung einer impliciten Function ist 
t {^y y) == 0; ®s soll durch dieselbe ausgedrückt werden, dass irgend 
eine Relation, eine Gleichung zwischen x und y gegeben ist; die ex- 
plicite, d. h. nach y aufgelöste, ist y=^f{x). Ausserdem kann eine 
Function zwischen beiden Veränderlichen mit Hülfe einer dritten 
Variabelen, durch einen Parameter, dargestellt sein: x = f {t\ 
y = (p (fj- zu jedem Werthe von t gehört ein Werth von x und t/; auf 
diese Weise sind wiederum Werthe von x und y mit einander ver- 
bunden. 

Der Gesammtverlauf der Function wird mit Hülfe des Cartesischen 
Coordinatensystemes — am einfachsten mit Hülfe des rechtwinkligen 
— durch eine Aufeinanderfolge von Punkten, deren Anzahl beliebig 
vermehrt und deren ununterbrochener Zusammenhang meistens als eine 
Curve gedacht werden kann, versinnbildlicht, indem man jeden Werth 
von X als Strecke auf der Abscissenaxe , jeden zugehörigen Werth y 
als Ordinate senkrecht in dem Endpunkt von x aufträgt. Der End- 
punkt dieser Ordinateustrecke ist der Punkt, welcher dem Werth- 
systeme x, y entspricht. Da wir aber niemals aus unendlich vielen Punkten 
eine Curve erzeugen können, sondern diese stets aus Linien zwischen 
Punkten zusammensetzen müssen, so verschafft man sich thatsächlich 
ein Bild der Function nur in der Weise, dass man beliebig viele, ver- 
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schiedeneu Functionswerthen entsprechende einzelne Punkte construirt 
und die consiruirten Punkte durch gerade Linien verbindet. Dies an- 
genäherte Bild der Function, ein Polygon mit beliebig vielen Ecken, 
wird eine gewisse Uebersicht über den totalen Functionsverlauf geben, 
um so correcter, je mehr Punkte construirt werden; aber in ihren 
einzelnen kleinen Theilen wird diese Darstellung niemals ganz exact 
sein. Besonders wenn die Function in der Nähe eines Punktes geometrisch 
dargestellt sehr geschlängelt ist, d. h. Polygone mit aus- und einspringenden 
Ecken liefert, wird jedes Bild, das wir uns auf diese Weise verschaffen, 
sehr unvollkommen den Verlauf darstellen, und sehr erhebliche Ver- 
änderungen erleiden , je mehr Punkte zur Construction verwandt werden, 
so dass das wahre Bild der Function, hinsichtlich aller ihrer Eigen- 
schaften an jeder Stelle, sich auf diese Weise nicht fixiren lässt. 

Sagen wir aber von einer Function: sie lasse sich an einer Stelle 
exact durch eine Curve darstellen, so sprechen wir damit eine be- 
stimmte Eigenschaft für diese Stelle aus; denn damit nehmen wir an, 
dass, während die Ecken der Polygone beliebig vermehrt werden, auch 
die Richtungen der von jener betrachteten Ecke ausgehenden Polygon- 
seiten nach festen Grenzlagen convergiren. Die analytische Formu- 
lirung dieser Bedingung wird noch in diesem Capitel gegeben werden. 

Wir stellen die Frage: Welche Eigenschaften weist der Verlauf 
der abhängigen Veränderlichen y auf, während die unabhängige x alle 
möglichen Werthe annimmt? Dreierlei ist für die Erforschung jeder 
vorgelegten Function zunächst von Wichtigkeit. 
Erstens: Ist der Verlauf allenthalben ein stetiger oder nicht? 
Zweitens: Welche Besonderheiten kommen unter den Werthen, die 

die Function annimmt, vor? 
Drittens: Welche Werthe erhält dieselbe, wenn die unabhängige 
Veränderliche unendlich gross wird? 

16. Die explicite Function: y = f {x) sei definirt als einwerthige 
Function für ein bestimmtes Intervall von ä; = a bis o; = & , d. h. zu 
jedem Werthe von x soll ausnahmslos ein und nur ein bestimmter 
Werth der Function gehören. Die Function wird zu beiden Seiten 
einer Stelle x in diesem Intervalle stetig genannt werden müssen, wenn 
keine sprungweisen Aenderungen der Functionswerthe vorkommen, in- 
dem man nach der einen oder der anderen Seite von dieser Stelle sich 
entfernt, also die Functionswerthe bildet, welche zu Werthen gehören, 
die beliebig wenig grösser oder kleiner als x sind. In eine für die 
Berechnung geeignete Form gefasst, lautet die Forderung: Für diesen 
Werth von x mms es möglich sein, eine von Null verschiedene endliche Zahl 
h (die erst mit d = nach Null convergirt) ausfindig 0u machen, welche 
die Eigenschaft hat, dass die Differenz der Functionswerthe 

f{x±e.h)-f{x) 
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ihrem absoluten Betrage nach Meiner wird als eine, vorgegebene beliebig 
Meine Zahl d, wahrend eine Veränderliche zwischen den Grenzen 1 
und Null bedeutet. — Denn darnach haben wir um die Stelle o? einen 
Bereich + h fixirt, in welchem die Functionswerthe um weniger als 
die beliebig kleine Grosse 8 von dem Werthe an der Stelle x diflferiren 
und eine sprungweise Aenderung der Function an der Stelle ist damit 
ausgeschlossen. Man kann dieselbe Bedingung in andere Worte fassen: 
Der Werth der Function für ein bestimmtes x muss sich als Grenzwerth 
von fix-^h) und ebenso von f {x — h) herleiten lassen, wenn h unend- 
lich klein wird, d, h. stetig nach Null convergirt; denn wenn dieses der 
Fall ist, so wird zufolge der Fundamentaleigenschaft der einen Grenz- 
werth definirepden Reihe ein Werth von h vorhanden sein, von dem ab 
abs [f{x + Ä) — f {ocy] < d wird und kleiner bleibt, wenn h nach Null 
convergirt. 

So ist z. B. 

sin {x + h) — sin {x) = 2 sin (+ y) cos (^ + "2/* 

Der erste Factor der rechten Seite kann durch Bestimmung von h be- 
liebig klein gemacht werden (denn der Sinus ist kleiner als sein Ar- 
gument), der zweite ist für jedes x endlich; sonach wird das Product 
durch Wahl von h stets kleiner werden können als eine vorgegebene 
Zahl d, woraus her vorgeh t^ dass die Sinusfunction durchweg stetig ist. 
Mit den vorstehenden Betrachtungen haben wir den Begriff des Be- 
reiches oder der Umgebung einer Stelle gewonnen. Wir verstehen darunter 
ein beliebig kleines aber immer noch endliches Intervall zu beiden 
Seiten des Werthes x. 

Da eine im Intervalle von a bis b stetige Function niemals einen 
Werth überspringen kann, der zwischen irgend zwei Functionswerthen 
gelegen ist, so ist es (falls die Function nicht constant ist) möglich, 
an jeder Stelle x einen endlichen Bereich -\- h ausfindig zu machen 
derart, dass abs [/' {x -\- h) — f {x)] gleich einer gewissen vorgegebenen 

Grösse — wird, während abs [f{x + Qh) — fixj] < -^ ist. Denkt man 

sich im Intervalle von. a bis b, in welchem die Function stetig sein soll, 
zuerst von der Stelle a ab dies In tervallÄ nach der einen Seite ermittelt, dann 
sei a'^h=x^J8o giebt es zu der Stelle rz;^ gleichfalls solch ein Intervall Ä,, 
und es sei ^2 = ^1 + ^4; fährt man fort an der Stelle X2 das Intervall h^ zu 
ermitteln, so gelangt man fortschreitend zu einem Punkte % u. s. w. 
Bei diesem Processe muss man schliesslich vermittelst einer endlichen 
Anzahl von endlichen angebbardh Intervallen den Punkt b erreichen, 
resp. durch ein Intervall einschliessen. Denn würde dieser Process, 
dadurch dass die Intervalle h schliesslich unter jede angebbare Grenze 
sinken, sich ins unendliche fortsetzen lassen und also nach irgend 
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einem zwischen a und 6 gelegenen Werthe x oder nach dem Werthe 
h convergiren, so könnte für diesen Punkt x auch die Stetigkeits- 
bedinguhg nicht erfüllt sein, der zufolge sich ein endliches Intervall 

angeben lässt, in welchem abs[/*(iz; — Ä) — /*(ic)] < y • 

Der kleinste unter der endlichen Anzahl von h Werthen, er heisse 
h\ welche auf diese Weise ermittelt sind, liefert für jede Stelle von 
a bis 6 ein Intervall , in welchem die absolute Differenz zwischen den 
Functionswerthen sicherlich kleiner ist als S, Denn zu einer beliebigen 
Stelle Xy welche z. B. im Intervalle a?, bis x^ liegen soll, gehört x +. Ä', 
das höchstens im Intervalle x^ bis x^ sich befindet; nun ist 

abs[/*(a;,) — A^)] < y , 2h^[f{x^) - A^i)] = y > 

abs[/*(^2)~A^ + Ä')]<f, 

also abs \_f{x + 71) — fix)] < d. 

Diese Betrachtung hat gelehrt: Es giebt bei jeder stetigen Function 
einen angebbaren endlichen h Werth, der im ganzen Intervalle von 
a bis 6 für jedes x hinreichend ist, um die Ungleichung f{x + Qh)—f(x)<id 
zu erfüllen, wenn d beliebig gegeben ist. Zufolge dieser Eigenschaft 
nennt man nach Heine jede stetige Function eine in ihrem Intervalle 
gleichmässig stetige. 

Man kann das Resultat dieser Untersuchungen auch so aussprechen: 
Bei einer jeden stetigen Function vollzieht sich jede Aenderung des 
Functionswerthes um eine endliche angebbare Grösse auch nur inner- 
halb eines endlichen angebbaren Intervalles; während bei einer un- 
stetigen Function in einem beliebig kleinen Intervalle eine endliche 
Aenderung stattfindet. 

17. Stellen, an denen das Kriterium der Stetigkeit nicht erfüllt 
ist, werden Unstetigkeits- oder Discontinuitätspunkte ge- 
nannt. So ist z. B. die Function 



y = a^^-—^ (e>l) 

an der Stelle a; = « unstetig, wenn man die Festsetzung trifft: es soll 
der Functionswerth an dieser Stelle so berechnet werden, dass man 
ic = a -|" Ä oder x == a — h setzt, und h nach Null convergiren lässt. 
Im ersten Falle wird derselbe zunächst gleich: 



1 

e 
a 



c^-i 



c'* -f 1 

Für Ä = ist dies ein Quotient, dessen Zähler und dessen Nenner 
in bestimmter Art über jede angebbare Grenze hinaus wachsen; trotz- 
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dem nähert sich derselbe einem festen endlichen Werthe. Denn da 
er jederzeit gleich 

1-6 ^ 

a 



1+ e * 



gesetzt werden kann, so erkennt man, dass schliesslich die Werthe 
des zweiten Factors von der Einheit beliebig wenig unterschieden sind, 



h 



weil e für abnehmende h einen immer kleiner werdenden Bruch 
darstellt. Der Functionswerth an der Stelle x = a ist nach dieser Be- 
stimmung gleich a. 

Setzt man aber a: == a — hj so wird y gleich: 



_ 1 

e 
a 



e * -1 



e' ^ + 1 

für h = der Grenzwerth folglich — a. 

Die Function verläuft also, wenn x von einem Werthe kleiner 
als a beginnend wächst, bis zum Werthe — a, und springt dann 
plötzlich zum Werthe -|- a noch an derselben Stelle, um nunmehr 
stetig für wachsende x abzunehmen ; an der Stelle ä? «=» « hört sie dabei 
auf einwerthig zu sein. Die § 13 bereits genannte Function: y == G{x), 
in welcher unter G{x) die grösste ganze in x enthaltene Zahl ver- 
standen wird, ist, wenn wir sie für positive Werthe von a? == an 
untersuchen, eine allenthalben einwerthige Function, welche an den 
Stellen a;==l, 2, 3, ... unstetig wird, indem die Functionswerthe 
einen Sprung von nach 1 , von 1 nach 2 u. s. f. erleiden. An allen 
anderen Stellen, mögen sie auch noch so nahe an den Unstetigkeits- 
stellen liegen, ist die Function stetig; ja man kann sagen, dass für 
jeden einzelnen Werth von x: G(x + Qh) — G-{x) < d gemacht 
werden kann, durch Wahl von ä (nur sinkt der Werth von h unter 
jede angebbare Grenze herab, wenn x einer Discontinuitätsstelle be- 
liebig nahe kommt: die gleichmässige Stetigkeit hört auf); nicht 
aber G{x — Qh) — G{x) <, d^ wenn x eine der ünstetigkeitsstellen 
ist, woraus mau sieht, dass die erste Ungleichung allein zur Bedingung 
der Stetigkeit nicht hinreicht. 

Als Unstetigkeitspunkte werden aber auch ferner diejenigen Stellen 
bezeichnet, an denen der Functionswerth selbst über jede angebbare 
Grenze hinausliegt, oder an denen er ganz unbestimmt wird, weil auch 
an solchen Stellen der Stetigkeitsbedingung, wie sie oben formulirt 
wurde, nicht genügt werden kann. Bei einer gegebenen Function ist 
es dann wichtig zu untersuchen , wie sie sich in der Nähe solch einer 
Stelle verhält. 
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So wird z. B. y = für x<.(i einen negativen Werth haben, 

dessen Betrag immer grösser wird, je mehr sieh x dem Werthe a 
nähert; sobald x ein wenig grösser wie a geworden, wird der Betrag 
positiv beliebig gross; es findet hier also eine Aenderung von — cx) 
zu + ^^ statt, oder: 

f{a + h) = j^ und f{a — h) = '-^ 

liefern für abnehmende Werthe von h Zahlenreihen, die in bestimmter 
Art (§ 9) posijbiv und negativ unendlich werden. Dasselbe ist zufolge 

der geometrischen Definition bei tang x an der Stelle — erkennbar. 

Dagegen wird die Function y = ( — z: ) ^^ beiden Seiten von a po- 
sitiv beliebig gross. Die Stetigkeit besteht indess für jeden Werth 
vona?, der sich um eine beliebig kleine, jedoch endliche Grösse von a 
unterscheidet. 

Die Functionen: 

y -— — . sin ( — — ) und y « (sin ( n 

^ X — a ^ X — a / ^ X — a \ \x — a /j 

weisen ein völlig unbestimmtes Verhalten auf 5 denn während bei jöder 
derselben der erste Factor mit Annäherung des x bxl a beliebig gross 
wird, oscillirt der zweite Factor zwischen — 1 und + 1, bez. und 
-|- 1, so dass von keiner Stelle, auch noch so nahe bei a, 

/■(« ± Ä) = ^^ sin (± 1^) bez. ^A^-^sm(+|)y 

für unendlich klein werdendes h eine Reihe mit einem bestimmten 
endlichen oder unendlichen Grenzwerthe liefert (weder die im § 6 
noch die im § 9 geforderten Eigenschaften sind hier erfüllt). Die 
Oscillationen der Sinusfunction folgen um so rascher auf einander, je 
näher x dem a kommt; nimmt man a; = a + Ä an und fragt: um wie 
viel h vermindert werden muss, damit die Zahl unter dem Sinus um 
2jr sich ändert, so folgt, wenn man 

setzt, dass 
also 



1 + 2nh 

ist. Die Differenz, das Intervall, in welchem der Sinus bereits alle 
seine Werthe durchläuft, ist also kleiner als 27ch^, so dass die Anzahl 
der Oscillationen des Sinus in beliebig kleinem Bereiche bei a über 
jede angebbare Grenze hinaus liegt; für solch eine Stelle, wo sein Argu- 
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ment unendlich wird, hat der Sinus (und ebenso Cosinus, Tangens 
und Cotangens) keinen bestimmten Werth-, er kann also auch nicht 
stetig an dieser Stelle genannt werden, wiewohl er an jeder noch so 
nahe liegenden Stelle stetig ist. 

Wird eine stetige Function für die Werthe von x in einem 
Intervalle von a bis & nicht unendlich, so giebt es mindestens einen 
Werth von x im Intervalle oder zusammenfallend mit den Grenzen a 
oder 6, für welchen sie einen angebbaren algebraisch (d. h. mit Be- 
rücksichtigung des Vorzeichens) grössten Werth G, und ebenso eine 
Stelle, an welcher sie einen algebraisch kleinsten Werth g annimmt. 
Dieser Satz ist nicht selbstverständlich. Bei einer unstetigen Func- 
tion ist zwar auch, falls die Function endlich bleibt, eine obere 
(und eine untere) Grenze angebbar, die von den Functionswerthen 
nicht überschritten wird; auch kann man die Grenzen so fixiren, dass 
sicherlich die Functionswerthe an einer Stelle diesen Grenzen beliebig 
nahe kommen; aber es braucht dieser Werth nicht wirklich erreicht 
zu werden. Denkt man sich z. B. die Function y = x im Intervalle 
von bis 1 , legt ihr aber an der Stelle x = l den Werth y == statt 
y = l bei, so ist sie eine unstetige Function, deren obere Grenze der 
Werth 1 ist, den sie gleichwohl im Intervalle von bisj (einschliesslich 
der Grenzen) nicht annimmt. 

Für eine stetige Function beweist man den Satz folgendermassen. 
Zerlegt man das Intervall a bis 6 in w Theile, von der Grösse^ 

^ = — ^^^, so ist entweder einer der Theilpunkte eine Stelle, an 

welcher die Function den Werth der oberen Grenze G annimmt , oder 
es ist mindestens für eines dieser Intervalle der Werth G obere Grenze; 
d. h. die Functionswerthe kommen dieser Grösse beliebig nahe; 
dieses Intervall erstrecke sich von ic^ bis rc^+i. Man wähle d' < d 
und theile dieses Intervall in ünterabtheilungen von der Grösse d\ 
Entweder trifft man dabei auf die Stelle mit dem Maximal werthe, oder 
in einem Intervalle x^t- bis Xf^-^i ist G die obere Grenze. Theilt man 
nun dieses Intervall weiter in Strecken von der Grösse d" < d' u. s. f., 
so gelangt man entweder durch einen endlichen Process zu der Stelle, 
an welcher der Maximalwerth G vorhanden ist, oder man gewinnt 
eine unbegrenzt fortsetzbare Reihe von wachsenden Grössen: 



•^/^f *^/n' ) *^n"y 



... 



welche eine Stelle X definirt. Der Werth der stetigen Function f 
an dieser Stelle kann sich von dem Werthe 6r nicht unterscheiden, da 
eine stetige Function die Eigenschaft hat, dass der Werth an jeder 
Stelle als Grenzwerth benachbarter abgeleitet werden kann (§ 16); 

A^A*)? fi^fi')} A^/u") . . . 

ist die Reihe, durch welche f{X) definirt wird. Die Werthe dieser 
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Reihe nähern sich aber beliebig dem Werthe O; folglich kann auch 
f{X) nicht um eine endliche Grosse von G verschieden sein, es ist 
f(X) = G. 

Ebenso findet man eine Stelle, an welcher der Functionswerth mit 
der unteren Grenze g zusammenfallt. 

18. Bei einer Function , die nicht auf ein endliches Intervall von 
X beschränkt ist , wird es jedesmal von Wichtigkeit sein , ihr Verhalten 
für ein unendlich gross werdendes x zu prüfen, d. h. zu untersuchen: 
welchen Grenzwerth besitzt die Reihe der Functionswerthe, gebildet 
für beliebig grosse Werthe von x? Der Grenzwerth ist entweder ein 
bestimmt endlicher, oder bestimmt unendlicher, oder ein unbestimmter, 
je nach den Eigenschaften, welche die Reihe aufweist. 

Beispiele hierfür sind: 

(«) Lim(a + 1),^,^^^^ = a, Lim (-^) = (wenn m > 0), 

(/}) Lim(:r'»)a,=+» == + cx>(w > 0), Lim *log(^)ar=+oo = oo(h > 1). 
jLim(sin Ä;)fürar=±Qo unbestimmt (aber endlich), 
\Lim(Ä? sin a;)fttrar=+<» (unbegrenzt unbestimmt). 

19. Da durch die Forderung der Stetigkeit zu beiden Seiten einer 
Stelle auch das unendlich gross Werden der Function in der Umgebung 
dieser Stelle ausgeschlossen ist, so gelten für die Eigenschaft der Stetig- 
keit die folgenden allgemeinen Sätze: 

a) Die Summe (DiflFerenz) zweier (oder mehrerer) stetiger Functionen 
ist selbst eine stetige Function. 

Denn sind g){x) und if(x) stetig, so ist es immer möglich ein Inter- 
vall h ausfindig zu machen, so dass 

B,hs[g){x + h)— g){x)] < y *> abs[^(a; + ä) — tp(x)] < y S. 

Daraus folgt, dass: 

Bhs[{q){x ±h)± t(x ± h)} - {g){x) + ^(a;)}] < d. 

b) Das Product zweier (oder mehrerer) Functionen ist selbst eine 
stetige Function, denn es ist: 

ahs[(p{x + h) • tlj{x + ^) "~ 9i^) ' ^(^)] 
= abs \(p{x + Ä) {if{x + h) ^ t{^)} + ^(^) {^(^ + Ä) — 9(^)}] • 
Wird das Intervall h so bestimmt , dass 

2khs[t(x + Ä) — tl^{x)] < £, abs[g)(a: + A) — 9'(^)] < ^> 
so wird: 

B,hs[g)(x + h) if{x + h) — (p{x) ^(a?)] < e. ahs[q){x+h) + ^(^)]- 
Dieser Ausdruck rechts kann aber, da y und ^ in der Umgebung der 
betrachteten Stelle bestimmte obere Grenze/i haben, immer kleiner 
gemacht werden als eine beliebig kleine vorgegebene Zahl, durch eine 
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entsprechende Äuuahmc von € und daraus folgender Bestimmung 
von Ä. 

c) Der Quotient zweier stetiger Functionen ist, mit Ausnahme der 
Stelle, an welcher der Nenner verschwindet, selbst eine stetige 
Function. 

Denn es ist: 

_ , r ^joo) {y(a;±/t) — y(a;)} — tpjx) {tff(x±h) -tpjx)} "I 
~ L ^{x)^{x±h) J* 

Der Zähler dieses Ausdruckes kann, wie eine der vorigen gleiche Be- 
trachtung zeigt, so klein gemacht werden als man will, während der 
Nenner endlich bleibt. 

Converffirt aber in dem Bruche , , , der Nenner für aj^a nach 

Null, während der Zähler einen endlichen Werth erhält, so wird der Werth 
des Quotienten entweder bestimmt unendlich, d. h. unstetig, oder auch 
unbestimmt; für jeden dieser Stelle noch so nahe gelegenen Werth 
von X jedoch ist er stetig. 

Convergirt auch der Zähler nach Null, so ist unter dem Werthe von 

-^^ an dieser Stelle x = a der Grenzwerth der Beihe zu verstehen, 

welche man erhält, indem x eine coutinuirliche Zahlenreihe durch- 
läuft, welche a zur Grenze hat. Ob der Quotient alsdann einen be- 
stimmten Werth bekommt, und ob er eine stetige F^nction auch an 
dieser Stelle ist, d. h. ob er denselben Werth für x > sowohl wie < a 
erhält , muss nach besonderen Methoden entschieden werden. Der wich- 
tigste Fall dieser Art wird in den folgenden Paragraphen untersucht 
werden ; aus seiner Losung wird eine allgemeine Methode hervorgehen. 

d) Ist u = q){x) eine stetige Function von x, und y=sf(u) eine 
stetige Function von Uy so ist auch y eine stetige Function 
von X. 

Denn damit 

e^ys[f(g>{x+h)) -^ fig>(x))] < d 

werde, muss die Aenderung von x so bestimmt werden, dass 

[g)(a; + Ä) — 9;(i»:)] < € 

wird, wobei s die Grösse bezeichnet, bei welcher für die stetige Function 
f die Forderung 

abs [f(u + €) — f{u)] <S 

erfüllt ist. Ein solcher Werth h lässt sich aber der Voraussetzung nach 
angeben. 

20. Nachdem die ausgezeichneten Stellen in dem Verlaufe einer 
Function ermittelt sind, sucht man ein Maass festzustellen für die Art, 
wie die Function ihre Werthe ändert ^ wenn die unabhängige Variabele 
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vermehrt oder vermindert wird. Die mathematische Präcisirung diesea 
Maasses bildet den Kern der Differentialrechnung. 

Man betrachte zwei Functionswerthe, welche zu zwei verschiedenen 
Werthen des Argumentes: x und x -{- h.x {l^x ist Bezeichnung des 
Zuwachses von x und soll nicht etwa ein Product darstellen) gehören, 
und bezeichne die entsprechenden Werthe der Function mit y und 
2/ + Ay, so ist Ay berechenbar aus der Gleichung: 

(I) Ay = f{x + £^x) — f{x). (Aa; kann > oder < gewählt werden). 

Die rechts stehende Differenz gieht die Grösse der Veränderung für y 
an, wenn die unabhängige Veränderliche vom Werthe x "bis zum Werthe 
X '\' h.x gewachsen ist. 

Diese Aenderung von y soll mit der von ^r verglichen, d. h. es 
soll gemessen werden, um wie viel mal sie grösser oder kleiner als 
Aic ist. Zu dem Zwecke ist der Quotient zu bilden: 

Der rechts stehende Differenzenquotient gieht ein Maass für die durch- 
schnittliche (mittlere) Grösse der Veränderung in dem Intervalle von x 
bis X -\- Ax, Denn er sagt aus, wenn bei der Aenderung des x um 
die Einheit die Veränderung des y den in der Gleichung (II) ange- 
gebenen Werth betrüge, so würde, falls die Function sich gleich- 
massig in dem Intervalle änderte, also zu gleichen Werthen von 
Ax stets gleiche Werthe von Ay gehörten, der Zuwachs gleich Ay 
sein. Der Differenzenquotient besitzt folgende Eigenschaften: Voraus- 
gesetzt dass f eine stetige Function von x ist, ist auch der 
Differenzenquotient bei irgend einem endlichen Werthe von Ax eine 
stetige Function von X] unter der gleichen Voraussetzung ist er aber 
auch zweitens eine stetige Function von Ao;, so lange wir uns auf 
endliche aber beliebig kleine Werthe von Ax beschränken (siehe die 
vorige Nummer). 

Indem wir nun ein Maass nicht für ein willkürliches Intervall, 
sondern für eine Stelle der Function zu bestimmen suchen, müssen 
wir Aa;, die Grösse des Intervalles , nach Null convergiren lassen. Der 
Quotient auf der rechten Seite wird dann unendlich gross, falls nicht 
auch sein Zähler f{x -{- Ax) — f(x) in eine Reihe von Zahlen aus- 
läuft, welche die Null zur Grenze hat (§ 10). Indem wir aber dieses 
voraussetzen, betrachten wir eine Stelle, in deren unmittelbarer Um- 
gebung die eindeutige Function stetig verläuft. Welche Bedingungen 
müssen erfüllt sein, damit nunmehr der Quotient: 

f{x + Ax)-f{x) 
Ax 
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für immer kleiner werdende Werthe von Aa; eine stetige Folge von 
Zahlen liefert, welche einem bestimmten Grenzwerthe: null, endlich 
oder unendlich gross zustrebt? Das Durchlaufen des Intervalles 
An? im positiven oder negativen Sinne lässt sich wiederum so aus- 
drücken, dass wir Ar» als festen (beliebig kleinen aber endlichen) 
Werth denken, und eine Zahl einführen, welche sich continuirlich 
zwischen den Grenzen — 1 und + 1 bewegt; dann handelt es sich um 
die Existenz eines Grenzwerthes von: 

fjx + QUiX) — fix) 
OAx ' 

wenn von — 1 nach Null, oder von + 1 Dach Null convergirt. Die 
Grenzwerthe, welche sich in beiden Fällen ergeben, können verschieden 
sein; im ersten Falle nennen wir den Differenzenquotienten rückwärts, 
im zweiten vorwärts genommen. Wir fassen den letzteren ins Auge: 

Der besondere Werth Null wird als Grenz werth auftreten; falls sich 
zu jeder noch so kleinen Zahl d eine Zahl Ax finden lässt, so dass 
der absolute Betrag dieses Quotienten für jeden Werth von kleiner 
ist als d. Dabei kann der Zähler sein Vorzeichen beliebig wechseln, 
d. h. f{x + 0Aa;) kann bald grösser, bald kleiner werden als f(x)j 
oder in anderen Worten : Die Function f{x) kann , falls Null der Grenz- 
werth des Differenzenquotienten ist, in der Umgebung der Stelle x 
beliebig viele Oscillationen in Bezug auf die x-Axe besitzen*). 

Soll aber der Grenzwerth ein endlicher oder bestimmt unendlicher 
werden, so muss, da der Nenner des Quotienten für +1^0^O 
nur positiv ist, auch der Zähler bei gleichem Vorzeichen von stets 
dasselbe Vorzeichen haben, d. h. 

f(x + Aa;) ist entweder nur > oder nur < f{x). 

Die Function wächst nur oder nimmt nur ab im Vergleich zu dem 
Werthe an der Stelle x, während x wächst ; sie besitzt in beliebig kleinem 
Intervalle keine Oscillationen mehr in Bezug auf diesen Werth. Diese 
Bedingung ist eine nothwendige. Aber damit die Reihe der Differenzen- 
quotienten einen endlichen Grenzwerth hat, muss vielmehr die Be- 
dingung (nothwendig und hinreichend) erfüllt sein, dass 

wird, wobei d eine beliebige Zahl bedeutet. 

Diese Ungleichung lässt sich auf folgende Weise interpretiren : 

*) Die Schwankungen (Unterschiede der Ordinaten) sind, wie ich nur bei- 
läufig anmerke, von der zweiten Ordnung unendlich klein (Gap. 7), z. B. die 

Function x^ sin — hat an der Stelle x=^0 den Differentialquotienten 0, denn es ist 

£(2 + «-«2ll_Ltar«.ini-l-0. 



.^P^±4^^]- '-[»*!] 



Lim 

Harnaok, Differential- u. Integralrechnung. 
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Bezeichnet man den numerischen Unterschied der zu den Werthen 
Ax und QAx gehörigen DiflFerenzenquotienten als die Schwankungen 
dieses Quotienten im Intervall Arr, so spricht diese ÜDgleichuDg aus: 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz eines 
bestimmten endlichen Grenzwerthes besteht darin, dass sich zu jeder 
noch so kleinen Zahl d ein endliches Intervall Ax ermitteln lässt, in 
welchem die Schwankungen des DifFerenzenquotienten kleiner wer- 
den als d. 

Damit ist aber gesagt^ dass in der Umgebung jeder 
Stelle, an welcher die stetige Function einen bestimmten 
endlichen Grenzwerth des Differenzenquotienten besitzt, 
der Differenzenquotient nicht nur eine stetige Function 
von Ax bei jedem endlichen Werth von Ax ist, sondern 
diese Eigenschaft auch beibehält für Ao; = 0. 

Hat der Diflferenzeuquotient die Eigenschaft im Intervall Ax^ 
während nach Null convergirt, nur zu wachsen, oder nur abzunehmen 
(mit andern Worten; lässt sich an einer Stelle ein Intervall Ax ermit- 
teln, in welcheni der Differenzenquotient keine Maxima oder Minima 
mehr besitzt), so ist ein Grenzwerth vorhanden entweder endlich oder 
bestimmt unendlich (§ 6. Zusatz). Die Möglichkeit keines bestimmten 
Grenzwerthes ist sonach dadurch allein gegeben, dass der Differenzen- 
quotient an einer Stelle in noch so kleinem Intervalle unendlich viele 
Maxima und Minima bekommt, deren Unterschiede sich nicht beliebig 
verkleinem lassen. In diesem Falle nennen wir den Differenzenquo- 
tienten nicht mehr stetig einschliesslich desWerthes Aa; = 0. 

Wir können Zähler und Nenner der obigen Ungleichung geometrisch 
folgend ermassen deuten: 

Stellen wir uns die Function y = f{x) unter dem Bilde eines 

Polygones mit beliebig vielen 
Ecken vor, indem wir die Werthe 
von X und y als Strecken eines 
rechtwinkligen Cartesischen Co- 
ordinatensystems interpretiren, so 
erkennen wir: 

I. Die Differenz Ay giebt den 

Höhenunterschied zweier 

Punkte P und P^ an, welche 

zu den Werthen x und 

X -{- Ax gehören. 

II. Der Differenzenquotient ist 

^*** ^* gleich der trigonometrischen 

Tangente des Winkels, den die Sehne PPi mit der Abscissenaxe bildet; 

er misst die mittlere Stärke der Steigung. 
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Die Gleichung der Sehne als einer Graden , welche durch die Punkte 
P und Pj geht, wird, wenn | und r^ die Coordinaten irgend eines 
auf ihr gelegenen Punktes bedeuten : 

rj - fix) ^ f{x+Ax)-m ^ 

{ — X Ax 

Der Punkt mit der Abscisse g = a; + © Aa:, welcher auf dieser Graden 
liegt, hat die Ordinate: 

V = m + e {f{x+Ax) - fix)} . 
Andererseits gehört zur Abscisse x + QAx die Polygonecke 

Mithin ist 

e {f{x+Ax)-fix)} - {f{x+6Ax) - fix)} 

TTTT' 

gleich der Differenz MTT — M TT = TTTT'. Nennen wir -g^ das Maass 

der Abweichung des Functionswerthes von der Geraden an dieser Stelle 
im Intervall Ax^ so lehrt uns die obige Ungleichung, welche die 
zuerst genannte Bedingung in sich schliesst: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung eines bestimmten 
endlichen Grenzwerthes für den Differenzenquotienten besteht darin, 
dass sich zu jeder noch so kleinen Zahl d ein Intervall Ax ermitteln 
lässt, in welchem die Abweichungen von der Geraden ihrem absoluten 
Betrage nach kleiner werden als tf*). 

Die andere Interpretation der Ungleichung erhält man, indem 
man den Winkel, welchen die Sehne PP^ mit der Abscissenaxe bildet, 
mit «', ebenso den Winkel zwischen PTT und der Abscissenaxe mit 
a' bezeichnet, so ist 

, , X ,/ f(x+Ax)--f{x) f{x+QAx) — f{x) ^ js 

tanga - tang« = ^^ ^ ^; eAo; < ^> 

d. h. es muss sich ein Intervall Ax ermitteln lassen, in welchem die 
Unterschiede der Winkel er', «" beliebig klein werden. Alsdann nähern 
sich die Polygonseiten einer festen Grenzlage und die Function ist an 
dieser Stelle unter dem Bilde einer Curve zu denken; d. h. eines geo- 
metrischen Gebildes, welches an der Stelle eine bestimmte Richtung 
hat, so dass der Verlauf an dieser Stelle mit beliebiger Annäherung 
durch eine bestimmte Gerade dargestellt wird. Die Bedingung für die 
Existenz eines Grenzwerthes ist also geometrisch gesprochen nichts 
anderes als die Bedingung für die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine Curve. (§ 15.) 

Dagegen wird der Grenzwerth in bestimmter Weise unendlich 
gross, wenn das Maass der Abweichung von der Geraden PP^ stets 

*) Die Abweichungen können dabei fortwährend ihr Zeichen wechseln, d. b. 
eine Curve kann in jedem noch so kleinen Intervalle in Bezug auf ihre Tangente 
unendlich viele Oscillationen haben. 

8» 
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positiv oder stets negativ über jeden Betrag hinaus wächst oder tg a 
unendlich wird (§ 24a). Völlig unbestimmt aber wird er, wenn die 
Abweichung weder Null noch in bestimmter Weise unendlich wird, 
sondern zwischen verschiedenen Grenzen oscillirt. 
Dieser Grenjswerth^ definirt durch die Gleichung: 

(III) ^ = Lim /(^±^^bl^ oder kürzer: Um f-^-^^l^J^ , 

vorwärts genommener Differentialquotient der Function, an der Stelle x 
genannt, giebt ein Maass für die Äenderung der Function an der Stelle^ 
während x wächst. 

Ebenso giebt der rückwärts genommene Differentialquotient 

(Illa) 4^- = Lim ^^'"'^^^l - ^^^^ oder kürzer : Lim /^^-^^i~ ^^^ 1 
^ ^ ^^ 0=0 — eAa; j^^Q -Ax 

ein Maass für die Äenderung derFundion an jener Stelle, während x abnimmt. 
Statt der Gleichungen (III) kann man auch für den Fall, dass -^- 
endlich ist, schreiben: 

Ax dx ~^ ^ 

wobei d eben jene mit Ax nach Null convergirende DiflFerenz zwischen 
den Gliedern der aus den Differenzenquotienten gebildeten Reihe und. 
ihrem Grenzwerthe bedeutet. Hierbei ist zu bemerken, dass zu einem 
noch so kleinen endlichen Werthe von d sich jedesmal ein endlicher 
Werth von Ax ermitteln lassen muss, welcher diese Gleichung be- 
friedigt, weil der Ditferenzenquotient eine stetige Function von Ax ist; 
es braucht aber nicht dasselbe Ax bei allen Werthen von x in einem 
Intervalle bei gegebenem d zu gelten (siehe den folgenden Paragraphen). 
Die Gleichung 

Ay = AX'^ + Ax'd 

\ ^ dx ^ 

sagt dann aus: je kleiner Ax gewählt wird, um so genauer ist die 
zugehörige Äenderung der Function gleich dem Producte aus Differen- 
tialquotient mal Ax, so dass dasselbe für die Stelle selbst das Maass 
des Wachsthumes präcise bezeichnet. Auch sieht man eili, was schon 
anfangs gesagt wurde, dass die Existenz bestimmter endlicher Werthe 
für den vor- und für den rückwärts genommenen Differentialquotienten 
zugleich stets die Bedingung der Stetigkeit der Function an dieser 
Stelle involvirt. 

21. Je nachdem der vorwärts genommene Differentialquotient 
positiv oder negativ ist, wächst die Function an dieser Stelle mit 
wachsenden Werthen von x oder nimmt ab; und je nachdem der rück- 
wärts genommene Differentialquotient positiv oder negativ ist, nimmt' 
die Function ab oder sie wächst mit abnehmenden Werthen von x. 
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Die Unterscheidung des vor- und des rückwärts genommenen Differen- 
tialquotienten wird aber bei einer stetigen Function in den meisten 
Fällen, die späterhin betrachtet werden, unnöthig, denn es besteht 
der Satz: 

Wenn in der beiderseitigen Umgehung einer Stelle, an welcher f{x) 
stetig ist, hei jedem Werthe von x ein Intervall Ax ermittelt werden 
Jcann, so dass die Unterschiede der Dijferenzenquotienten dieses Inter- 
valles gebildet für alle Werthe zwischen und Ax ihrem absoluten 
Betrage nach Meiner bleiben als eine beliebig Meine Zahl. 8^ so ist der 
vorwärts genommene Differentialquotient eine stetige Function von x 
und der Werfh des rückwärts genommenen ist mit ihm identisch. 

Zu beiden Seiten einer Stelle x trage man das Intervall + h ab. 
Die Grösse h ist beliebig klein, jedoch endlich gedacht; sie repräsentirt 
die beiderseitige Umgebung. Die Bedingung besagt alsdann, dass die 
Differenz 

^^^ r fix±h+Ax) - f{x±h ) f(x±rjh + QAx) - f(x±rih) 1 

I 4^ X k) t^ X I 

kleiner bleibt als d, mögen und rj alle Werthe von bis 1 an- 
nehmen. Diese Bedingung kann in die Worte gefasst werden: Der 
Differenzenquotient ist eine a4:etige Function beider 
Variabelen h und Aa;; oder er ist eine gleichmässig stetige 
Function von h und Ax. (Die Begründung dieser Benennung siehe 
Cap. 9.) 

Der vorwärts genommene Differentialquotient, gebildet von f{x) 
an der Stelle x, werde mit fi{x) bezeichnet, so kann (zufolge der 
Voraussetzung) Ax immer so klein gewählt werden, dass 

(1) f, {X+ h) = /-(^ ± fe + A^j - fi^ ± fe i + s. 

Ebenso ist für den Differentialquotienten an der Stelle x: 

(2) /; (x) = /•(^±fe + AaO-A^±fe) _j_ g^ 

und es ist von Bedeutung, dass zufolge der Voraussetzung im ganzen 
Intervall derselbe Werth von Ax ausreichend ist bei gegebenem 
Werthe von d. 

Demnach wird sich auch die Differenz /^(äJ+A) — A(^) von 

r f{x±h + Ax) -' f(x±h) _ f(x±h + Ax ) - fix±h) -] ^ ^ 
L Ax Ax J 

um weniger als 2d unterscheiden. 
Mithin ist 

^hs [f,{x±h) — f^(x)] <2d, 

d. h. der vorwärts genommene Differentialquotient ist in der Umgebung 
der Stelle x stetig. 
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Um nun auch den zweiten Theil der Behauptung zu beweisen, 
bezeichne man den rückwärts genommenen Differentialquotienten an 
der Stelle x mit f^ioo), so ist er definirt durch die Gleichung: 

(3) /•3(^)- ^^"-.!tl~^ -^ + ^. 

wenn a mit nach Null convergirt. Setzt man aber nach Gleichung 
(1) in fiix—h) für h den Werth QAx, so folgt: 

(4) f,{x-6A^) = A^)-A^-eAa.) _j_ g 

Man erkennt aus dieser Gleichung, dass der Quotient 

f{x—QAx) — f(x) 
— BAx 

einem festen Grenz werthe zustrebt, der gleich f^ix) ist, folglich ist, 
was zu beweisen war. 

Der Satz von der Gleichheit der vor- und rückwärts genommenen 
Differentialquotienten bleibt auch an den Stellen richtig, an welchen 
/i W positiv oder negativ über alle Grenzen wächst; falls nur f^ {x — lyÄ) 
und f\{x-\-rih) für iy = in demselben Sinne unendlich gross werden. 
Denn wachsen die Quotienten 

f{x-r ih+Q A x ) — fix—7jh) fix+rjh + BAx) - fix+rjh ) 
QAx ' QAx ' 

wie auch rj und.0 uach Null convergiren, beide im nämlichen Sinne über 
jeden Betrag, so werden auch, wenn man in dem ersten Quotienten 
r^h z= QAx, im zweiten rj = setzt, 

nx)-fix^QAx) ^^j f(x+Ax) -^ fix) 
GAo; Ax 

in demselben Sinne bestimmt unendlich. Der rückwärts genommene 
Differentialquotient an der Stelle x ist also mit dem vorwärts genom- 
menen identisch. 

Die Function, welche den vor- und rückwärts genommenen Dif- 
ferentialquotienten von f{x) darstellt, nennt man nach Lagrange 
(1736 — 1813) die erste Derivirte oder nach Grelle die erste Ab- 
leitung von f und bezeichnet sie häufig mit f{x). 

Es sind also 

dx dx ' v / 



*) Dass aus der Stetigkeit des vorwärts genommenen Diiferentialquotienten 
zusammen mit der von f{x) ohne weitere Voraussetzung die Identität von f^fx) 
und fi{x) gefolgert werden kann, siehe Integralrechnung § 92. 
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nur verschiedene Bezeichnungen fiir eine Grösse, die zu berechnen ist 
aus der Form: 

Lim Z(^±A^W(?) für Aa; =. . 

22. Der Differentialquotient hat, wie schon oben angedeutet wurde, 
gleichwie der Differenzenquotient, eine einfache geometrische Bedeutung. 

Wenn nämlich der Quotient -r^, während Ax immer kleiner wird, einem 

bestimmten Grenzwerthe zustrebt und sich also (Fig. 2, S. 34) die Gerade 
PPx einer festen Grenzlage nähert, so heisst diese Grenzlinie die Tangente 
des durch die Function dargestellten Gebildes. Man muss dieses als die 
Definition der Tangente an eine durch eine Gleichung definirte con- 
tinuirliche Punktreihe betrachten: Grenzlage der Secante gelegt 
durch zwei beliebig nahe Punkte. Demnach haben wir noch 
den Satz III, ableitbar aus II: 

III. Der Differentialquotient ist gleich der trigonometrischen Tan- 
gente des Winkels, den die berührende Gerade (Tangente) im Punkte 
P der Curve mit der Abscissenaxe bildet; er misst die Neigung der 
Curve in diesem Punkte zur Abscissenaxe. 

Es wird die Bemerkung , nicht überflüssig sein, dass eine con- 
tinuirliche Punktreihe, welche wir Curve nennen, jn zweierlei Weisen 
definirt werden kann. Entweder geometrisch, durch einen Bewegungs- 
mechanismus (wie der Kreis durch Drehung einer festen Strecke) 
oder analytisch durch eine Functionalgleichung zwischen den Co- 
ordinaten. In beiden Fällen muss ein Existenzbeweis für die Tangente 
erbracht werden, und erst wenn dieser geführt ist, soll streng genom- 
men das Gebilde eine Curve heissen. Bei der geometrischen Definition 
liefert die Kinematik den Existenzbeweis, bei der analytischen ist der 
Nachweis in der Differentiirbarkeit der Function enthalten. 

23. Mit Berechnung des Differentialquotienten ist die Aufgabe 
gelöst, die Tangente in jedem Punkte jedweder Curve, deren Gleichung 
gegeben ist, zu construiren. Dieses Problem gab die Veranlassung zur 
Ausbildung der Differentialrechnung, deren Grundlagen in den auch 
heute noch gebräuchlichen Bezeichnungen zuerst Lei bnitz (1646 — 1716) 
im Jahre 1684 veröffentlicht hat in einem Aufsatze von wenigen Seiten : 
„Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nee 
fractas nee irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi 
genus^*, erschienen in der Zeitschrift: Acta Eruditorum zu Leipzig. Unab- 
hängig von ihm hatte schon Newton*) bei der Bearbeitung mechanischer 



•) Die Inschrift auf dem Grabmale Newton's in der Westminsterabtei zu 
London lautet: H. S. E. ISAACÜS NEWTONÜS, EQÜES AÜRATÜS, Qül ANIMI 
VI PRÜFE DIVINA PLANET ARÜM MOTÜS FIGÜRAS, COMETARüM SEMI- 
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Probleme durch Jahre hindurch dieselbe Rechnungsweise ausgebildet, 
die er seit Anfang der siebziger Jahre in seinen Briefen wiederholt 
erwähnt und angedeutet hat, bis er sie schliesslich 1687 in seinem 
Hauptwerke: ,,Philosophiae naturalis principia mathematica" als das 
unentbehrlichste Hülfsmittel zur Erforschung messbarer continuirlicher 
Erscheinungen bekannt gab*). Newton führte dabei den Begriff 
der Veränderlichen ein, indem er die unabhängige Variabele als 
Maasszahl der Zeit sich dachte. Für die Rechnung mit stetig ver- 
änderlichen Grössen stellt er gleich anfangs den Satz auf: ;, Grossen 
welche in einer gegebenen Zeit sich beständig der Gleichheit nähern 
und einander vor dem Ende jener Zeit näher kommen können , als 
jede gegebene Grösse, werden endlich einander gleich^; was nur 
eine Einkleidung des Fundamentalsatzes § 5 ist. Interpretirt man die 
abhängige Veränderliche als Maasszahl einer Strecke, welche ein be- 
weglicher Punkt durchläuft, so giebt der DiflFerenzenquotient die 
mittlere Geschwindigkeit an, mit welcher eine endliche Strecke durch- 
laufen ist, während der Differentialquotient die Geschwindigkeit an 
jeder Stelle misst. 

2i. Geometrische Zusätze und Erläuterungen. 

a) Wenn der Differentialquotient für einen endlichen Werth von 
PO und y in bestimnater Weise unendlich ist, so ist die Tangente der 
Curve an dieser Stelle der.Ordinatenaxe parallel. 

b) An Stellen, wo die vor- und rückwärts genommenen Differen- 
tialquotienten verschieden sind, ändert sich die Richtung der Tangeute 
discontinuirlich ; die Curve bildet eine Ecke. 

c) An Stellen, wo die Function einen Sprung erleidet, kann sie, 
falls sie sich nach einer Seite continuirlich fortsetzt, auch nach dieser 
Seite einen Differentialquotienten besitzen. 

**) d) An Stellen^ wo die Fundionswerthe bei contimiirlichmi 
Wachsthum unendlich gross geworden sind^ muss auch der Differential- 

TAS, OCEANIQÜE AESTÜS. SUA MATHESI FACEM PRAEPERENTE, PRIMUS 
DEMONSTRA VIT. RADIORÜM LÜCIS DISSIMILITÜDINES , COLORÜMQÜE 
INDE NASCENTIÜM PROPRIETATES , QUAS NEMO ANTE YEL SÜSPICATÜS 
ERAT, PERVESTIGAVIT. NATÜRAE, ANTIQÜITATIS, S. SCRIPTÜRAE SEDÜ- 
LÜS, SAGAX, FIDÜS INTERPRES DEI 0. M. MAIESTATEM PHILOSOPHIA 
APERÜIT, EVANGELII SIMPLICITATEM MORIBÜS EXPRESSIT. SIBI GRA- 
TÜLENTUR MORTALES TALE TANTÜMQÜE EXTITISSE flüMANI GENERIS 
DECUS. 

Natus XXV. Decemb. A. D. MDCXLII; obiit Martii XX MDCCXXVI (nach 
jetziger Jahreszählung 1727). 

*) Nach seinem Tode erschien erst 1736 die Schrift: ,,MethoduB fluxionura 
et serierum infinitarum, cnm ejusdem applicatione ad curvarum georaetriam". 

**) Dieser Satz kommt im 10. Capitel zur Anwendung und kann zunächst 
beim ersten Studium übergangen werden. 
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quotienty wenn ein solcher vorhanden ^ unendlich gross sein, falls nicht 
die unabhängige Variahele ebenfalls unendlich gross wird. Es ist dies 
der Fundamentalsatz für die Theorie der Asymptoten, daher ich auf 
seinen Beweis besonders eingehe. 

Erstlich: für x^= a werde f{a) = cx), d. h. f{a — 8) bilde für 
abnehmende Werthe von d eine Reihe, deren Glieder von einer Stelle 
ab stets dasselbe Zeichen haben ^ und grosser sind als eine beliebig 
grosse Zahl. Damit der Differentialquotient ein bestimmter werden 
könne, setzen wir überdies voraus , dass von einer Stelle ab die Glieder 
nur wachsen. Alsdann wird beijedemWerthe von S der Differenzen- 
quotient ^ "^ — ~" i~~ grösser Werden als eine beliebig grosse 

Zahl, indem man h dem d beliebig nahe bringt, weil dadurch /"(a+Ä — 8) 
stets mit gleichem Zeichen grösser als jede vorgegebene Zahl gemacht 
werden kann. Lässt man nun 8 und mit ihm h nach Null convergiren, 
so wird auch dieser Grenz werth — Differentialquotient an der Stelle a 
— über jeden Betrag hinaus wachsen. 

Werden aber zweitens f{x) und x gleichzeitig in bestimmter Weise 
unendlich gross, so besteht der Satz*), dass für jeden endlichen Werth 
von h 

Lim f^''+\- M .^ Lim ^M für a; = oo 

h X 

falls überhaupt ein bestimmter endlicher Grenzwerth für den ersten 
Quotienten bei irgend einem bestimmten Werthe von ä vorhanden ist; 
dabei nehmen wir für den folgenden Beweis an, dass Ä > ist, und 
dass f(x) in bestimmter Weise positiv unendlich wird, so zwar, dass 
von einer Stelle ab die Werthe von f{x) stets wachsen. Sei der Grenz- 
werth der linken Seite gleich K, so ist 

wobei € eine Grösse bedeutet, deren Betrag durch Wahl einer unteren 
Grenze für x {x > g) beliebig klein gemacht werden kann; oder: 

Kh — €h< f(x + Ä) — f{x) <Kh + 6h. 

Substituirt man für x die Werthe: x, x -^ h, x -\- 2h, .. .a? -f- (w — \)h 
und addirt die entstehenden Gleichungen, so kommt: 

nKh — nah < f(x + wä) — f{x) < nKh + nah 

oder der absolute Betrag von 

[f{x + nh) — K(x + wÄ)] — lf{x) — Kx'\ < nah. 

Um das Argument der Function in allgemeinster Weise unendlich 
werden zu lassen, setze man: 

x = Xq-^ phy wobei < a?Q < h, p eine ganze positive Zahl. 

•) Cauchy, Cours d'Analyse alg^br. Cap. 2. Der Satz ist erweitert worden 
von Stolz: Ueber die Grenzwerthe der Quotienten. Math. Annalen Bd. XIV. 
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Ferner sei w +i^ = ^9 so wird, wenn wir die Ungleichung durch 
Xn + rh dividireu und beachten, dass -. — 5- < 1 ist: 

f(Xo +ph) — K(Xo +ph) 



[^ Xo + rh J Xo + rh 



Der Betrag des zweiten Quotienten der linken S^ite kann, welchen 
Werth auch Xq zwischen Null und h haben mag, durch Wahl einer 
unteren Grenze für r kleiner gemacht werden als eine beliebig kleine 
Grösse d, denn es ist 

fiph)<f{x,^ + ph)<f{h+ph), 

jph < XQ-\-ph < A+J9Ä, 
also ist: 

f{ph)^K{h+ph)<f{x, + ph)^K{x, +ph) < fQi+ph)-Kph. 

Bezeichnet man also mit P den grösseren der absoluten Betrage der 
äusseren Glieder dieser Ungleichung, so hat man r so zu wählen, dass 

rh 

wird, dann ist auch sicherlich der Betrag von 

fjxp +pk) — Kjxp +ph) 
XQ-^-rh 

kleiner als d, also: 



"» r^s^ - -s] < • + » 



Da € durch Wahl von p, d durch Wahl von r beliebig klein werden, 
so ist: 

Lim-^^ = ^ (füra;=oo). 

X 

Der Werth von K ist also von h ganz unabhängig. 

Leitet man demnach den Differeniialquotienten an der Stelle 
0? = 00 durch stetigen Uebergang aus dem Differenzenquotienten her, 
indem man 

fix + h)- fix) 

zuerst für ic = 00, sodann für Ä = bestimmt, so ist sein Werth 
ebenfalls gleich K. Lässt man aber in diesem Ausdrucke zuerst Ä=0 
sodann rz; = 00 werden, bildet man also den Werth: Lim f(x) für 
iP == c» — unter f {x) die Ableitung von f(x) verstanden, vor- und 
rückwärts genommen identisch — so kann, vorausgesetzt, dass sich 
für diesen Limes ein bestimmter Werth durch stetigen Uebergang 
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überhaupt ergiebt*), dieser Werth von dem vorigen nicht verschieden 
sein; denn es wird später {§ 37) bewiesen werden, dass unter dieser 
Annahme für jeden endlichen Werth von x die Gleichung besteht: 

wobei eine Zahl zwischen und 1 bedeutet. Hat nun f {x) für 
X = oo einen bestimmten Grenzwerth H, so heisst das, es lässt sich eine 
untere Grenze für x ausfindig machen, so dass für alle Werthe ober- 
halb dieser Grenze f (x) = H + d , wobei d eine beliebig kleine Zahl 

ist. Desgleichen ist ) — / w = K +^} und s durch Wahl von 

X beliebig klein. Es wird also jederzeit ein x angegeben werden 
können, so dass 

K±a^H±«d). 

Lässt man x beliebig wachsen, so muss K = H werden. 

Mithin ist bewiesen: Wenn eine stetige Function f{x) von 
einer Stelle ab continuirlich wächst und für o; = cx) eben- 
falls oo wird, so ist falls: 

h 
für irgend einen Werth von h gleich K wird, dieser Werth 
K gleich Lim ii^- er stellt den Differentialquotienten für 

^ = oo dar und wird auch gleich Lim f (a?), vorausgesetzt, 
dass auch f (x) eine stetige Function von x ist. 

Es kann aber auch der Werth von K in bestimmter Weise unend- 
lich gross werden, dann wird auch Lim '^ in bestimmter Weise 

unendlich. Denn nun ist durch Wahl einer untern Grenze für x, 
wenn man mit K eine beliebig grosse Zahl bezeichnet: 

f{x + h)-f{x)>Kh, 

folglich, wie vorhin: 

Xo + rh ^ "* Xo-\-rh 



*) Die Function f{x) ^ a? -| sin (o;*) wird für a; =. oo in bestimmter Weise 

sc 

unendlich. f\x) = 1 , sin (a;*) + 2 cos (a;*) wird für x^oo unbestimmt. 

h h 

wird für a; = oo bestimmt gleich 1. Dieser Werth ist auch als der Werth des 
Differentialquotienten der Function an der Stelle a? = oo zu betrachten. 
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Der numerische Betrag der rechten Seite kann durch Wahl von r 
beliebig vergrössert werden, denn zu jedem noch so grossem vorge- 
gebenen Werthe K lässt sich der Betrag des zweiten Quotienten ver- 
möge r beliebig klein machen; also wird auch 

Xq + rh 
von einer Stelle ab stets grösser sein als eine gegebene Grösse, d. h. 

Lim -f-^ == oo für a; = oo. 

X 

Beispiel : 
■ (1) m = lg {X). Lim J£(5+^«M. = 1 Lim lg(l +|) = 0, 

für rc = -(- oo, 
also ist auch Lim ^^ = 0. Im nächsten Capitel wird gezeigt wer- 
den, dass die Ableitung des Logarithmus gleich — ist, so dass in 

X 

der That auch Lim f {x) = ist. 

(2) fix) = a« Lim ^""^^^~^'' = -^^^ Lim a* = oo (a > 0) 

für rc = + oo. 

Lim — = oo für o; = + c». 

X ' 

" e) 'SLdXf(x) i\Xrx=oo einen endlichenbestimmten Werth, so wird: 
Lim ^ h r^ ^ ^^^ jedem endlichen Werthe von h. Dieser 

Werth ist auch als Werth des DiflFerentialquotienten an der Stelle 
a;=oo zu betrachten; er stimmt mit dem Werthe Lim [f {x)\ überein, 
falls f (x) überhaupt durch continuirliche Aenderang einen für o; = co 
bestimmten Grenzwerth bei beliebig wachsendem x annimmt. 

f) Der Diflferentialquotient kann unbestimmt werden an allen Stellen 
einer stetigen Function, wenn z. B. die Differenz fix-^ Ax) — f{x) 
überall in beliebig kleinem Litervalle Ax Zeichenwechsel erleidet ohne 
dass der Betrag des Diflferenzenquotienten x) — t{x )_ ^^^^ j^^jj 

convergirt; es ist dies ein Fall, wo die Function auf Grund der 
Formel, nach welcher sie berechnet werden soll, unter dem Bilde einer 
Curve nicht fixirbar ist, weil die Einschaltung von immer mehr Punkten 
zwar die Polygonecken schliesslich unmessbar, dagegen die Polygon- 
seiten messbar verschiebt. 

g) Bei unseren Vorstellungen über die Bewegungsvorgänge in der 
Natur werden keine ünstetigkeiten vorausgesetzt, weder in Bezug auf 
die Orte, die der bewegte Körper annimmt, noch in Bezug auf die 
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Richtung und Grösse seiner Bewegung. In gewissen Erscheinungen 
(unter dem Einflüsse von Stössen) vollziehen sich aber die Aenderungen 
so rasch, dass wir den Vorgang wie einen discontinuirlichen auffassen. 
Die Stetigkeit der Function ist in präciser Weise zuerst von 
Cauchy (1789-1857) (Analyse alg6br. 1821) definirt worden, dem 
man überhaupt die Begründung der Differentialrechnung in der Form, 
wie dieselbe im Vorstehenden entwickelt ist, zu verdanken hat. Durch 
Riemann ist man auf stetige Functionen aufmerksam geworden, die 
innerhalb eines beliebig kleinen Intervalles unendlich viele Stellen 
haben, an denen der vor- und der rückwärts genommene Differential- 
qucJtient unbestimmt werden. Das erste Beispiel einer stetigen Function, 
die in keinem Punkte einen bestimmten Werth des Differentialquotienten 
weder vor- noch rückwärts besitzt, hat W ei erst ras s gegeben (mitge- 
theiltindem Aufsatze von DuBois-Reymond Journ. f. Math. Bd. 79). 
Die Function erscheint hier als Grenze einer Reihe von Functionen, 
deren Werthe schliesslich beliebig wenig unterschieden sind, während 
für die Werthe der Differentialquotienten das gleiche nicht stattfindet; 
dieselben variiren vielmehr zwischen beliebig grossen positiven und 
beliebig grossen negativen Werthen. 



Sechstes Capitel. 

■N 

Die Bereohniing des ersten Differentialquotienten der einfachsten 

Functionen. Allgidmeine Regeln. 

26. Ich werde zuvörderst die Functionen behandeln, welche in 
§ 4 definirt wurden und die man als die elementaren Functionen 
bezeichnet. 

I. Die algebraischen, deren einfachster Typus y = af», deren allge- 
meinster die implicite Function : J.q y** + Ä^ y^-^ -| An-i y + -4« = 

ist, in welcher ÄqjA^ - - * An Polynome beliebigen Grades in x sind. 

II. Die transscendenten und zwar: 

a) die Exponentialfunction y = a^ und die goniometrischen : sin x, 
cos X, tang x, cotang x) 

b) der Logarithmus y = "log x und die cyclometrischen : aresin x, 
arccos x, arctang Xy arccotg x. 

Das nächste Ziel der Untersuchung ist: aus den Eigenschaften 
dieser Functionen zweckmässige Methoden ihrer Berechnung zu ge- 
winnen; denn mit Ausnahme des Falles y = a;"*, in welchem m eine 
positive oder negative ganze Zahl ist, wobei die Berechnung durch 
Ausführung einer m- maligen Multiplication geleistet wird, sind wir 
bisher auf das Verfahren der Einschliessung in Grenzen oder geo- 
metrische Betrachtungen angewiesen. Das umfassendste Problem wird 
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durch die implicite algebraische Function gestellt, deren Behandlung 
jedoch noch weitere allgemeine Betrachtungen vorangehen müssen. 

26. Für die Bildung der ersten Differentialquotienten, und zwar 
bei positiven oder negativen Werthen von Ax, bedarf man folgender 
allgemeiner Regeln: 

1) Der Differentialquotient einer Constanten ist gleich Null. 

2) Der Differentialquotient einer Summe von Functionen ist gleich 
der Summe aus den Differentialquotienten der Summanden. Denn ist: 

y = fi('>^) + f2(.x) + f3(.^) • • • + /-H 

SO wird : • ^ 

y + Ay = f^(x + Ax) + f^(x + Ax) ]rfn(^ + Aa;), 

also: 

Ay _ fiix + Axy — ftJx) . ft(x) + Ax) — filx) _ , fn(x+Ax) — fn(x) ^ 
Ax Äx ~' Ax ' Ax 

Nach dem Satze I § 10 folgt also: 

Folgesatz: Zwei Functionen, die sich nur um eine additive Con- 
staute unterscheiden, besitzen dieselben Werthe des Differentialquo- 
tienten. 

3) Ist y gleich dem Producte zweier Functionen: 

so wird: 

Ay q> {x + Ax) • ijj ix + Ax) — q> (x) ' ip {x) 



Ax Ax 

Der Ausdruck rechts lässt sich für jeden endlichen Werth von Ax 
ersetzen durch 

CjkX £^X 

Sind tp und V stetig und besitzen sie an der Stelle x bestimmte Wertbe 
des Differentialquotienten, so wird, wenn Ax nach Null convergirt, nach 
Satz II § 10: 

Ä = '-^^-^ - <p(x) fix) + tixWix). 

Dieses Gesetz lässt sich auf eine beliebige bestimmte Anzahl von 
Factoren ausdehnen. 

Folgesatz: Bedeutet a eine Gonstante, so ist, wenn y = af{x\ 

4) Ist y = ^^, so ist an einer Stelle, wo ^ {x) nicht gleich Null, 



Ay = 
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vp{x + Ax) (p(x) tp (x) q> (x + A x) — q) (x) ijf {x -{- A x) 



'tlf{X'\-Ax) tff (äü) '^ (x) iff (x + A x) 

oder: 

i 

Nach Satz III § 10 wird demnach: 

dy 'tpjx) ' (p'(x) — (p(x) • tlf'jx) 

dx i> (^))* 

Folsresatz: Ist t/ = — 7 — so ist: -^^ = — , / ^;„ ■ 

5) Zusammengesetztere Functionen lassen sich zweckmässig in der 
Form auffassen: y^=f{u), wobei u selbst eine Function von x be- 
deutet (z. B. y = (arc + 6)*" ist aufzufassen unter der Form: y == w"*, 
wobei M = ax + &, oder y = sin (a;') ist y = sin (w), wo m = x^). Als- 
dann wird; wenn x um Ao; vermehrt wird, sich zunächst t« ändern; 
wir bezeichnen die Grösse der Aenderung mit At«, so ist: 

Aj, = AV + A«) - /H also ^ = A«* + A«)-m _ 

f{u + Au) — fju) Au 

Au Ax 

Ist u eine stetige Function von x, und f eine stetige Function von u^ 
so convergirt, wenn Aa? Null wird, auch Au nach Null (§ 19 d). Der 
Grenzwerth des ersten Factors rechts ist, wie seine Form zeigt, nichts 
anderes als die erste Ableitung der Function f gebildet nach u als der 
unabhängigen Variabelen, der zweite ist der DiflFerentialquotient von w 
nach X. Folglich ist: 

dy _ df(u) du 
dx du dx 

27. Die expliciten rationalen algebraischen Functionen. 

1) y = x"^. 

a) m eine ganze positive Zahl. — 00 < o; < + ex?. 

Für a? == + 00 wird auch der Functionswerth seinem absoluten 
Betrage nach unendlich gross; für jeden endlichen Werth von x ist 
die Function stetig und besitzt einen endlichen Werth des Differential- 
quotienten; denn es ist, wie durch Ausmultipliciren gefunden wird: 

(a;±Aa?r — a?"* ^ ±ma^^Ax+C^ (± Ax)^+C^ (± Axy h Cm (± Axf 

±Ax ±Ax 

Die Coefficienten C sind endlich, von x und m, nicht von Ax abhängig; 
auf ihre nähere Bestimmung kommt es hier nicht an. 
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Lim (^+^^)"'-»'" = wa-rn-i _|_ c^ Lim (+ Aa;).+ C3 Lim (+ Axy ■ • ■ 

also für Aa: = 0: -r^ == jf = mr»'"~S insbesondere ist: -~^ = 1. 

ao; dx ' ax 

Als DiflFerentialquotient an der Stelle a; = cx) ist der Werth Lim(mx"*-^) 
für a? = oo zu betrachten. 

ß) m eine ganze negative Zahl. — <x> < x <. -{- oo. 

y = Ofn = -J- {(l = — m > 0). 

HCl 

Für ä; = wird der absolute Betrag des Functions werthes unendlich. 
Nach dem eben bewiesenen Satze 4) ist: 

, 1 



dy (x^) fix^-^ n 



mx^-^. 



dx dx x^^ a;'"^^ 

Der DiflFerentialquotient wird an der Stelle x = ebenfalls oo, während 
für fl? = + oo die Function y und ihr Differentialquotieut nach Null 
convergiren. • 

2) y = a^ iT*" + <^\ ^'""^ + «2 ^~* . . . + am-i a? + Ow = A, 

m ganzzahlig > 0. Für jeden endlichen Werth von x wird nach Satz 
2) und 3): 

-|J = ma^x^-^ + (m — 1) a, a;^-^ .j ^^_^ _ ^^ 

unabhängig zufolge Satz 1) von der additiven Gonstante a,n> 

Ist y = [ax -^ hy^ s=z u"**^ u = ax -{- b, so wird nach Satz 5) der 
DiflFerentialquotient berechnet, ohne dass das Binom ausgeführt zu 
werden braucht: 

^»L = 4». . 4!L = ,„„m-i a^ma (az + &)•»->. 

dx du dx \ I y 

3) Die gebrochene rationale Function: 



y 



m und n ganzzahlig > 0. Für jedes endliche x, an einer Stelle wo 
B nicht gleich ist, wird 

dy dx dx 

dic^ B« 

Anwendung der DiflFerentiation zur Ableitung des binomischen 
Satzes für ganze positive Exponenten: 
Setzt man: 

(1) (1 + a:)»» = 1 + C\ a: + Cj ir2 + C3 ÄJ» H Cm x"^ 
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und sucht die C dieser Gleichung zu bestimmen , so erhält man durch 
Diflferentiation : 

(2) m (1 + x)^-^ = Ct + 2(72 o; + 3(73 ir^ -I ^^m x'^-K 

Multiplicirt man beiderseits mit 1 -\- x und ordnet nach Potenzen von 
Xy so kommt: 

(3) m(l + x)r-==C,-{-x {2C, + C,) + x'' {3C, + 2C,) + ..> 

+ x"'-^ (mCm -{-{m — 1) Cm-i) + x"^ mCm^ 
Vergleicht man die rechten Seiten der Gleichung (1) und (3) so folgt : 
m = C^, m(7t =2(72+ ^n niC2 = ^G^ + 2C^. . . 
... . mCm-i = mCm + {ni— 1) C^^i, 
oder: 

r ^ n m{m — l) p _ w (m - 1) (w — 2) 

C,=W, 02 = 2 ' ^3 = 2T3 **' 

p w (m — 1) (m — 2) . . . (m — h) 

. . • C/jfc = ^-j == ntk 

(fc! = 1 . 2 . 3 . . . fc, in Worten: fc-Facultät), 

28. Die Exponentialfunction. 

1) 2/ = a*. (a > 0, — cx) < ic < + cx)). 

Ist a > 1, so wird die Function für o: = + cx) selbst positiv unendlich 
gross, für X = — 00 dagegen 0; ist a < 1 so ist y für aj = + 00 
gleich 0, für a? = — 00 positiv unendlich gross. Für alle Werthe 
von X hat y einen positiven Werth und besitzt einen Diflferential- 
quotienten. Es ist: 

^ = Lim ^-^r-~-- = «" Lim ''-^ (A a; > 0) 

dx Ax Ax ^ ^ ' 

und es ist zu zeigen, dass sich der Factor von a* einem bestimmten 
endlichen Grenz werth nähert, wenn, Ax nach Null convergirt. Die 
Bedingung, dass Zähler und Nenner die Null zur Grenze haben, ist 
erfüllt. Man setze, um die Rechnung bequemer zu führen: 

a^«^ - 1 = d, Ax = «log (1 + d), so ist "" """^ = = 



ö ist positiv beliebig klein, wenn entweder a > 1 und Ax > oder 
a <i l und A;r < 0, dagegen in den andern Fällen negativ beliebig 

klein. Der Ausdruck wird für -^ = m gleich 



1 



"'•'^ [0 + iT] 



Harnack, Differential- a. Integralrechnung. 
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Nun muss gezeigt werden, dass {}-{-—) einen bestimmten endlichen 

Grenzwerth erhält, wenn m die continuirliche oder auch jede discon- 
tinuirliche Zahlenreihe durchläuft, deren Grenzwerth über jeden Betrag 
hinausgeht. Die Untersuchung ist so zu führen, dass dabei zu- 
gleich eine zweckmässige Methode zur Berechnung dieses Werthes ge- 
wonnen wird. 

Lassen wir m zuerst die Reihe der ganzen positiven Zahlen durch- 
laufen, so ist stets nach dem eben bewiesenen Binomialsatze : 

-' + i + 0-i)iT + ('-i)0-i)li +■■■+« 

= 2Jn + Ii. 

Wir verstehen dabei unter £„ die Summe der n ersten, unter R die 
Summe der letzten Glieder vom {n + l)ten an gerechnet, so dass also: 

2J = (l - l-)(l - ^). . (l -^Lni_) > .5 

wird, und S (m -{- 1 — n) Glieder umfasst, 

^ ^^V^ mJ n+1 ^ \ W/V m J (w + l)(n + 2) «^ 

+ (l _ M . • • ('l - — — ^) - 

' V m/ \ w / (n + 1) • • • w 

Ist m eine beträchtlich grosse Zahl, so kann man sich dein Wertbe 

von (l + — ) beliebig annähern, wenn man blos die n ersten Glieder 

der Reihe summirt, wobei diese Anzahl n viel kleiner sein darf als m. 

Denn weil in den Ausdrücken für JB und S die Differenzen 1 , 

1 u. s. f. positive echte Brüche sind, so ist der Rest R sicher 

kleiner als der Werth, welchen man erhält, wenn man statt dieser 
Differenzen überall 1 setzt; und um so mehr ist 

•^ < w! [^ + l^rpr + "(n+Tj« + * * + (n + l)m'-n J = 

k in + 1 — n 



1 ^ U + 1/ 



n + 1 

um so mehr noch: 

1 1 1 n+i 



li< 



nl 1 nl n 

w + 1 



Berechnung des ersten Differentialquotienten. 51 

Also ist für jedes positive ganzzahlige m: 

(l + ir = 2; + (<i^), («<m+l). 

Halten wir nun den Werth von n fest, und lassen die Zahl m immer 

mehr wachsen , so werden sich die Brüche — , — , • • • , welche 

in 2n vorkommen, immer mehr der Null nähern, d. h. Z« nähert sich 
dem Grenzwerthe: 



Der Fehler, welcher begangen wird, wenn der Werth von f 1 -j j 

für m = oo dieser Summe gleich gesetzt wird, ist positiv und kleiner 
als -T — -^— > wird also durch Wahl des n beliebig klein. Daher 
erhält man, für ein beliebig grosses m: 

O + ir^i + T + lr + i + i + ^y-^i^f-*) 

d. h. je mehr Glieder dieser Summe man addirt, um so mehr nähert 
man sich einem bestimmten Werthe, der mit e bezeichnet wird; man 
findet 6 = 2,7182818. .. 

Die Zahl e ist irrational, d. h, sie wird weder durch einen Deci- 
malbruch mit endlicher Stellenzahl, noch durch einen periodischen 
Decimalbruch vollständig dargestellt. Der Beweis dafür ist einfach: 

Wäre 6 = y; wo a und h ganze Zahlen sind, so fände man durch 

Multiplication der Reihe mit h\: 

oder, wenn alle ganzzahligen Werthe der rechten Seite auf die linke 
gebracht werden, und dann die ganze Zahl der linken Seite mit G 
bezeichnet wird: 

^""y+r + (5+1) (6+2) ■! < h+i '^ ijb+if '^ 

Diese Gleichung ist unmöglich, denn der Werth der rechten Seite ist 

kleiner als -^, also ein echter Bruch**). 

Ist m keine ganze Zahl, sondern liegt sein Werth zwischen den 
Zahlen n und n + 1 eingeschlossen: 



*) Euler: lutroductio in analysin infinit. I §. 115. 

**) Her mite hat bewiesen, dass die Zahl e auch nicht Wurzel einer alge- 
braischen Gleichung von beliebig hohem Grade mit rationalen Coefficienten sein 
kann. Sur la fonction exponentielie. Paris 1874. 

4* 



so ist 



also 
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(• + ir > (' + ir > (' + iT-, )'. 

oder 

Es convergirt aber (^1 -\ — j ebenso wie (l -| — -j— ) nach dem Werthe 

e, während [l-] j und ^1 -| nrr/ bei beliebig' wachsendem n die 

1 zur Grenze haben; die obere und untere Grenze nähern sich dem 
Werthe e, also ist auch für dieses m 

Lim (I -j ) = e. 

Endlich wenn m negativ ist, so setze man m = — /it; es ist 

Also : 

Lim(l+A)'» = Lim(l + ^J-^Lim(l + -^) = e.l. 
Mithin wird, wie auch Ax nach Null convergiren mag: 



- = a* • Lim — r = a'^ • Lim 



dx Ax 



■'" [(■ + m 



Daraus erkei>nt man, dass die Exponentialfunction, deren Basis e selbst 
ist, die Eigenschaft hat, sich bei der Differentiation unverändert zu 
reproduciren; es ist 

— }^— = ^, weil *log e = l. 

Die Irrationalzahl e heisst die Basis des natürlichen Logarithmen- 
Systems; der Logarithmus in Bezug auf diese Basis wird kurz mit l 
bezeichnet. 

29. Die goniometrischen Functionen. 

a) y = sin x. ß) y = cos x. 

Wiewohl wir diese B^unctionen bisher nur geometrisch definirt haben 
für alle endlichen Werthe von x^ so lässt sich doch ihr Differential- 
quotient vermittelst der im §, 12 mitgetheilten Sätze angeben. 
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A • / I A ^ • 2 Sin I - - - ) cos I X H ) 

■1 N Ay 810 (ic + Aic) — sinoj V 2 / \ ' 2 / 

^ Ax Ax Ax 

dy T . \ 2 / , . / , Ax\ 

-~- = Lim - — V Lira cos ( ^ + - , j = cos x. 

ax Ax ^ ' 2 / 



2 



_ . /Aa;\ . / I Aa;\ 

A / I A \ 2 sin l-^;— I sin 107 H r—) 

, /i. Ay cos (a; + Aa;) — cosa; V 2 / \ ' 2 / 

"^ Aa; Aa; Aa; 



dy r . \ 2 / f . • / , Aaj\ 



c2 sm X . (2 cos x 

^ cos a; - 3 sm a; — ^ — 

X , sin a; dy dx dx 

?) y = iianff X = , , - = — ^— — 

*^ ^ o cosaj' aa; cosa?* 

dy 1 

dx cos äs' 

dcosx c2 sin a; 

, sm X — 5 cos as — ^ 

jtN , cosa; dy dx dx 

0) y = cotff X = .— , -T^ = : — i 

^ *^ ® Bin a; ' aa; sinaj* 

dy^^ 1__. 

dx sina;* 

Alle diese vier Functionen sind nebst ihren DiflFerentialquotienten für 
unendliche Werthe von x völlig unbestimmt. An allen Stellen, wo 
die letzten beiden Functionen unendlich werden, werden auch die 
Differentialquotienten unendlich. 

30. Die inversen Functionen: der Logarithmus und die 
cy ciometrischen. 

Allgemeine Regel: Ist x = f(y) und -=^s=/*'(y) berechnet, 

a y 

so folgt, wenn y = (p{x) die inverse Function (§. 13) darstellt, dass 

ll = ,,' (a;) = ^. Denn es ist: ^-^ = Lim t^- = Lim (l : ^^). Man 
ax ^ ^ ^ f (y) dx Ax V At// 

berechnet also q)' (x) für irgend einen Werth von x, indem man in 
den Ausdruck jrj~s den entsprechenden Werth von y substituirt; be- 
sonders zu beachten sind die Stellen, an denen f (y) = wird. 

1. 2/ = ^log X. Inverse Function: x = a^ . (a > 0.) 

^ = = — • — == - «log e. 

dx a^ia ^ la x ^ 

2, a) 3/ =8 aresin x. Inverse Function: x == sin y. 

dy 1 1 



dx cosy yi 



X 



« 
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Die Quadratwurzel ist positiv, weil nach der Festsetzung (§. 13) 

— 2^2^=+^' ^'^^ ^^^ 2/^0. 

ß) y z=z arecos x. Inverse Function : x = cos y. 

dy ^ i_ ^ 1 

dx sin 2/ —Vi- x^ 

Die Quadratwurzel ist positiv, weil ^ y ^ ä, also sin y ^ 0. 
y) y = arctang x, Inverse Function : x = tang y. 

dy ^ i 

^^ = cos y^ = r-T— T* 
dx ^ 1 + oj* 

d) y = arccotg x. Inverse Function : x = cotang y. 

dy „• ./i 1 



sm y^ = 



dx ^ i-{-x^ 

In den beiden ersten Functionen bilden die Werthe + 1, an denen die 
Definition der Functionen aufhört, besondere Stellen; in den beiden 
letzten läuft x von — oo bis + oo und die Functionen sind wie ihre 
Differentialquotienten auch an diesen Grenzen endlich. 

Logarithmus und cyclometrische Function sind transscendent; ihre 
Differentialquotienten aber sind algebraisch. 

31. Wir können endlich auch die explicite irrationale Func- 
tion: y = x"^, in welcher m eine beliebige reelle Zahl bedeutet, x aber 
positiv ist, und die Wurzel stets positiv genommen wird, differentiiren. 
Denn es ist, wenn auf beiden Seiten der Gleichung y = x^ der natür- 
liche Logarithmus genommen wird: 

l(y) <=z ml{x). 

Differentiirt man diese Gleichung und beachtet dabei, dass auf der 
linken Seite y eine Function von x ist, so folgt nach der Regel 5) 
§ 26: 

-^ = — also : ~r^ = — w = m x"^~^, 

y dx x ' dx X ^ 

Mithin gilt für jeden Werth von m die Gleichung: 

* 
Bemerkenswerth ist, dass falls < m < 1 die Function an der Stelle 

X = endlich, an der Stelle rr = -{- cx) unendlich gross wird, während 
ihr Differentialquotient an der ersten Stelle unendlich gross, an der 
zweiten endlich gleich Null wird. Die implicite algebraische Function 
siehe Capitel 10. 

Bei allen in diesem Capitel behandelten Functionen ist es gleich- 
giltig ob Ao; positiv oder negativ gewählt wird; d. h. alle diese Func- 
tionen haben an jeder Stelle gleiche Werthe des vor- und rück- 
wärts genommenen Differentialquotienten; jede besitzt eine abgeleitete 
Function. 
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Siebentes Capital. 

Die höheren Differentialquotienten der ezplioiten Funotionen. 
Unendlioh kleine Grössen versohiedener Ordnung. 

32. Die erste Ableitung einer Function oder der erste Differential- 
quotient ist, wie die Rechnungen des vorigen Capitels zeigen, selbst 
wieder eine Function der Variabelen. Für die lineare Function 
y z= ax -{- b ist der vor- und rückwärts genommene Differentialquotient 

^ esss a constant, und diese ist die einzige stetige Function mit con- 

stantem Differentialquotienten, wie in der Integralrechnung Capitel 1 
bewiesen werden soll. Demnach lassen sich von jeder neuen ab- 
geleiteten Function unter den gleichen Voraussetzungen und nach den 
nämlichen Kegeln weitere Ableitungen bilden, deren Berechnung sich 
jedesmal aus der vorhergehenden ergiebt. Bezeichnet y=f{x) die 
ursprüngliche Function, ferner 

_ = Lim ^ = rix), 

eindeutig und bestimmt für jedes x ihre erste Ableitung, so erhält 
man, falls f {x) stetig ist und / (^+ ^ für Aa? == einem be- 

stimmten Grenzwerth sich nähert: 
die zweite Ableitung: f'{x) == Lim f'i<^+^f-f(«» für Aa; = 0, 

die dritte Ableitung: r{x) = Um r(a:+A^rgj-rW für Aa;=Ou.s.f. 

Es sind aber die höheren Ableitungen, ebenso wie die erste, unmittel- 
bar vermittelst der ursprünglichen Function definirbar. Denn es wird 

für Arc^ 0: 

f (x) = Lim -^ — *—^ — ^-^^-^ , 
' ^ ^ Ax ' 

fix :f Ä) = Lim r(a=+h+Ax)-f(x+h] ^ 
fihof"ix)==Um,=o Lim^«=o -^^^+*+M_t/L«'+ä^.- A?+Ax)+A^)_ 

Diese zweifache Grenzbestimmung lässt sich noch einfacher voll- 
ziehen. Im nächsten Capitel (§ 37) wird bewiesen werden, dass der 
Differenzenquotient einer stetigen Function q){x) 

qp {x + Ax) — q>(x) 

Ax 
stets gleich gesetzt werden kann dem Werthe der Ableitung gebildet 
für eine Stelle x -^ Q Ax im Innern des Intervalles von xhis x -{- Ax, 
(es bedeutet eine Zahl zwischen und 1), vorausgesetzt, dass für 
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das ganze Intervall eine Ableitung (vor- und rückwärts genommen 
identisch) existirt. Da dieses bei der stetigen Function 

q> {X) = fix + h) - fix) 

zutri£Pt, so kann man setzen: 

also 

fix + h + Ax) — fix + Ax) - f(x+h )+f(x) ^f'(x-\-h+e Ax)^ f'ix+ OAx) ^ 

hAx h 

Lässt man zuerst Ax, sodann h nach Null convergiren^ so erhält man 
denWerth f\x). Es soll nun gezeigt werden, dass es immer gestattet 
ist, in dem Quotienten der linken Seite h^=Ax anzunehmen, und so 
gleichzeitig h mit Ax verschwinden zu lassen. Aus der Substitution 
h = Ax folgt: 

fix + 2 Ao?) — 2 fix + Ax) + fix) f'(x + Ax + eAx)- fix + O Ax) 



(Aa;)2 Ax 

Man gebe der rechten Seite die Form: 

r(x + Ax+eAx)-f'(x) n O. fi^ _ /;faH-eA_a;)-jr('^) r. 
Ax{i + Q) '^^-r^) QAx '^' 

Man kann nun Ao; so klein wählen, dass sich 

nx+Ax( l + Q ))-r( x) , f(x+QA x)^ r(x) 
Aa;(l+0) 0Aa: 

von dem Werthe r'{x) um weniger als die beliebig kleine Grösse d 
unterscheiden. 

Demnach wird: 

f(x+2Ax)—2r{x+Ax)+fix) ^ /v/. X , ,^ 2^9) 

also die neue Definition: 



r'r^\ T;m /'(a? + 2Aa?)-2/'(a;+A j;: 



Desgleichen erhält man, falls /^'{x) vor- und rückwärts genommen 
gleich bleibt und eine bestimmte Ableitung f'\x) besitzt, für f"'{x) 
die Definition vermittelst der ursprünglichen Function: 

r" (X^ = Lim A^+3Aa;)-3/'(a;+2Aa;) + 3m+Aa;)--/'(a;) 

weil: 

r"(x^ = Lim T im ^ oc+h +2Ax)-2f(x+h+Ax)+fix+h) _ Ax+2 Ax)--t fix+ Ax)+f(x) 

' ^ ^ h=oJx=o A^' ^£! 

7h 
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Nach dem angeführten Satze wird nämlich der Quotient der rechten 

Seite gleich 

/' {x+ '• 2Ax+Qh)-2f { x+Ax+Qh)+f'{x-\-eh) 

(Axy 

und auch gleich 

= r(x+Ax+riA x+Qh)^ r(x+vAx+eh) ^ ^q < i? < 1). 

Man erkennt ebenso wie früher, dass man h = Ax annehmen und 
beide gleichzeitig nach Null convergiren lassen kann. 

Es ist nicht schwer die allgemeine Gleichung dieser Art durch 
Schluss von n auf n -{- 1 zu beweisen. 

33. Diese neuen Ausdrücke sind zwar zu einer Berechnung der 
höheren Ableitungen minder geeignet als die zuerst gebildeten; sie 
lassen aber, was für die Theorie von Wichtigkeit ist, dieselben als 
Grenzwerthe höherer Differenzenquotienten erkennen. Euler (1707 — 
1783) hat in seinem Werke: Institutiones calculi differentialis, Petrop. 
1755, folgende zweckmässige Darstellung hierfür gegeben. Bezeichnet 
man die Werthe der Function y = f{x)^ welche zu den Argumenten 

X, X -{- Axj X + ^Ax • • • a; + wAa? gehören, bezüglich mit 

so erhält man die Reihe der ersten Differenzen: 
y^ — y = Ayj y.^ — y^ = Aj/i, y^ — y^== Ay^- ^ -yn — yn-i-^ ^Vn-i- 
Aus diesen bildet man eine Reihe der zweiten Differenzen: 
Ayj - At/ = A2y, Ay^ — Ay^ = A^y,, A2/3 -^ A%j^ = A'^tj^ • • • 

Ayn-i — Ayn-2 = A2y„_2, 
und so fort der dritten: 
A^yi — A^!/ = AHj, A'^y^ — A^y^ = A^y^, A^y^ — A^y^ = A^y,^ • • • 

A2y„_2 — A2y„_3 = A^yn^B, 
bis zur w*®° Differenz: 

Stellt man sich die Aufgabe, die höheren Differenzen durch die ur- 
sprünglichen Functionswerthe auszudrücken, so findet man: 

t 

^'y = (^2 — ^1 ) — (^1— y ) = ^2 — ^y I + y =/(« + 2Aa;)— 2/"(a;+Aa;)+/'(a;), 

^^={(^3-^2)— (y2-yi)}-{(y2— 3/i)-(yi— y)}=y3— %2+%i-y 

= Aa; + 3 A x) — 3 /"(a; + 2 A «) + S/Ca; + A a;) - /"(x), 
woraus hervorgeht, dass f"{x) = Lim -r-^» f"{^) = I^™ ä ' "* ^' ^' 
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Dadurch wird für die höhereu Differentialquotieuteu die Bezeichnung 
motiviri: -r-^, -^ u. s. w.: allgemein — ^ = Lim — ^• 

Man kann auch von den Werthen der unabhängigen Variabelen 
höhere Differenzen bilden, aber man erkennt, dass dieselben Null 
werden. 

Denn aus den Werthen 
a;, = a; + Aa;, X2 = x -\- 2Aa;, x^== x -\- 3A^ • • • a;« = o; + wAa; 
folgt : 

X* ~~~ X ^^^^ tJk X y Xn "— Xt ~— fad 3/| ) Xo """ 3/9 '^^ ta ü/O • • • »VJI """" Xjn 1 — " faA Xn 1 , 

also Ax^ ~ Ax = A'^x = 0, A^a?, — A^x = A'^x = 
Ax^ — Afl?, = A^a?! = 0, A^fl?2 ^ A^a;, = A^:c, = 
Ax.^ — AaJj = A^a?2 = 0, 



Die höheren Differenzen der unabhängigen Variabelen sind also 
Null, weil die Werthe derselben um gleiche Grössen wachsend gedacht sind. 

Dasselbe ist der Fall, wenn die Function y dem x proportional 
wächst, also y == an? + 6 ist. 

Da nach der obigen Bestimmungsweise die Differentialquotienten 

-^=r(-),S=r(.),-g^=rHu.s.w. 

die Bedeutung wirklicher Brüche haben, so kann man von ihnen auch 
zu den Gleichungen zwischen den Differentialen übergehen: 

dy = f(x)'dx, cPy = r(x)'dx\ d^y=r'{x)^dx^'"d''y=f''{x)'dx^. 

Freilich steht nun auf jeder Seite solch einer Gleichung eine ver- 
schwindende Grösse, so dass sie dem äusseren Anscheine nach keinen 
andern Inhalt hat, als die selbstverständliche Identität = 0. Jedoch 
bewahrt sie einen bestimmten Inhalt, wenn die Entstehung derselben 
im Sinne behalten wird. Denn dann sagt sie aus: die n^® Differenz 
A^y an der Stelle x wird um so näher gleich dem Producte von Aa;* 
mit dem bestimmten Werthe f^{x), je kleiner Ax gewählt wird, so 

dass der Grenzwerth des Quotienten — ^, den wir mit — — bezeichnet 

Aaj*»' dx"" 

haben, gleich f'^{x) ist. Aho eine Gleichung stoischen unendlich Meinen 
Grössen hat einen bestimmten Inhalt^ wenn sie als Relation wünschen 
den Grenewerthen stetig veränderlicher Grössen interpretirt werden hann, 
Bemerkenswerth ist nun weiter, dass in den obigen Gleichungen 
das Differential dx in wachsenden Potenzen vorkommt, so dass wir 
unendlich kleine Grössen verschiedener Ordnung zu unterscheiden ver- 
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mögen. Nennt man dx unendlich klein von der ersten Ordnung, so 
ist dx^ von der zweiten, dx^ von der dritten, dx"^ von der w*®"* Ord- 
nung unendlich klein. Das Verhältniss zwischen zwei unendlich kleinen 
Grössen n**' und m*®*^ Ordnung {n > m) ist selbst unendlich klein von 
der n — m^^ Ordnung: dx^: dx"*^ = dx^~^. Der Zähler convergirt 
so zu sagen viel rascher nach Null als der Nenner; ist w == m, so ist 
der Quotient endlich, gleich 1. 

34. Dieses Maass des ünendlichklein-werdens lässt sich allgemein 
aussprechen: Zwei Grossen werden von derselben Ordnung unendlich 
Mein, wenn ihr Quotient einen endlichen Werth erhält. Die Ableitungen 
f {x)y f" {x), f"{x) u. s. w. besitzen im allgemeinen für irgend welches 
X endliche Werthe; es sind in folge dessen die Differentiale dy, d^y, 
d?y • • •, ebenso wie die ihnen entsprechenden Potenzen von dx^ unend- 
lich klein bezüglich von 1., 2., 3. • • • Ordnung. Will man die Ord- 
nung untersuchen, nach welcher eine Function, von der bekannt ist, 
dass sie für a; = a verschwindet, an dieser Stelle unendlich klein wird, 

so hat man den Quotienten — zu bilden, und zu bestimmen, für 

welchen Werth von r derselbe endlieh wird. Erst die Untersuchungen 
des nächsten Capitels liefern für die Berechnung solcher Quotienten 

— eine allgemeine Methode. Dabei kann es eintreten, dass die Ord- 
nung des Unendlichklein-werdens durch eine gebrochene oder auch 
irrationale Zahl ausgedrückt werden muss, wie, um das einfachste nur 
zu nennen, hQ\f{x) —rc** an der Stelle x = (), wenn n irgend welche 
positive Zahl ist. Selbst das ist möglich, wie hier nur erwähnt werden 
soll, dass sich gar keine Zahl ermitteln lässt, sondern nur eine Grenze 
für r, unterhalb welcher der Quotient Null, oberhalb welcher er unend- 
lich gross wird. Das einfachste Beispiel dieser Art ist f{x) = äj* • lg (x), 
(a > 0), in welchem a solch eine Grenzscheide der Werthe r bildet*). 
In den Anwendungen der DiflFerentialrechnung auf Probleme der 
Geometrie und Mechanik kann man immer zwei Wege einschlagen: 
entweder man geht von Gleichungen zwischen Differenzen quo tienten 
aus und von diesen über zu Differential quotienten; oder man geht 
von Gleichungen zwischen Differenzen aus und von diesen über zu 
Differentialen. Das letztere entspricht der unmittelbaren An- 
schauung häufig besser. In diesem Falle kann man sich die Rechnung 
von vornherein dadurch erleichtern, dass man schon in der Gleichung 
zwischen den noch endlich gedachten Grössen alle die Glieder fortlässt, 
welche, bei dem üebergange zu Differentialen, von höherer Ordnung 



*) Cauchy, Snr les divers ordres des quantitds infiniment petites. Exer- 
cices de math^matiques. Tome I. 
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unendlich klein werden, als ein Glied, mit welchem sie in derselben 
Summe vorkommen. Ist z. ß. 2/ == a;**, (w positiv ganzzahlig), so ist 

alle Glieder der rechten Seite werden von höherer Ordnung unendlich 
klein als das erste, also ist Ay =^ nx^—^Ax eine Gleichung, die für 
endliche Werthe zwar nicht exact ist, für unendlich kleine jedoch den 
richtigen Werth dy = hx^-'^ • dx darstellt. Schon in der elementaren 
Stereometrie kommt diese üeberlegung zur Geltung, wenn bei der 
Cubatur der durch Ebenen begrenzten Körper der Satz bewiesen wird, 
dass das Volumen einer durch parallele Ebenen begrenzten Schicht 
wie das eines Prismas berechnet werden kann, falls die Anzahl der 
parallelen Ebenen unendlich wird. In der That unterscheidet sich das 
Volumen einer Schicht von dem eines Prismas mit gleicher Grundfläche 
um eine Grösse, welche von der zweiten Ordnung unendlich klein wird, 
wenn jenes selbst bei beliebig fortgesetzter Theilung als unendlich 
klein von erster Ordnung betrachtet wird; was man am einfachsten 
Beispiele der dreiseitigen Pyramide, durch directe Berechnung dieser 
Differenz als Function der Schichthöhe, leicht nachweisen kann. Daraus 
folgt dann, dass die Summe aus den Grenzwerthen der Prismen iden- 
tisch ist mit der Summe aus den Grenzwerthen der abgestumpften 
Pyramiden, wodurch die Rechnung von vornherein erleichtert ist. 

35. Die höheren Diflferentialquotienten, gebildet für die im vorigen 
Capitel behandelten expliciten Functionen, liefern folgende Werthe : 

I. y = x"^, -^ = mx^-^^j -~^ = m (m — l) x"^-^ • • • 

AX = ^ (^ __ 1) (^ _ 2) . . . (m — w + 1) a;"*-^ 
dx 

Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so wird — — constant. 

IL 1) y = a', |f=a«Za,3=«'(Za)^..., = a-(ia)». (a>0.) 

Insbesondere für w = ^ wird — - = e*. 

2)y = sin x. -^ = cos ;r = sin \x + y), 

^ — sin ä; = cos \x + -^J = sin (rc + jt) , 

= cos (rc + ä) = sin \x -|- ^) • 



d^y 
dx' 



= — cos X 



d^y . / , nn\ 



dx 

^^l = cos (* + t) = '•'^ V^ + i ) 
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(3) y = cos X. 



dy 



sm X 



dn 



= -(- + Y)-ii=eo3(. + ^*> 



SO wird 



dx - " ^— \ ' 2/ a^x?" 

Ist y gleich einer Summe von Functionen: 



^ _ ^ W + ^/aW _^ d«/i(a;) 



c2äj" 



da;** 



dx"^ 



dx"" 



z^ B. 






d« 



l—X 



dx"" 



oder explicite 

_^ ^ ?^ r L L (~ir ] 

Ist y gleich dem Producte zweier Functionen: 



+ 



d^ 



1 n 



i + fl? 



da;« 



y = 9(a?) • ^(oj) = y • ^, so ist ;^ = 9'.. ^ + g).^' 



dx 






da; 
Allgemein, wenn — ^ mit g)<*> und die Binomialcoefficienten (§. 27) 



dx' 



mit rik bezeichnet werden: (w^ = 1) 



doc' 



q)ll;i^) 



* = 



Denn nimmt man an, diese P^ormel sei für irgend einen Werth von 
n erwiesen, so folgt durch Differentiation: 

d X i™*? 



*=Ü 



A:=n 



*=n 



„ V 



= >j^' ^Ar 9^«+^-*) ^^*> + >'Wa 9(«-*) ^(*+l). 

Schreibt man das erste Glied der ersten und das letzte der zweiten 
Summe gesondert: 

d-+V , ... V 



^ — 



Jfc=n— 1 



* = t=U 

so erkennt man, dass sich je zwei Glieder der beiden Summen ver- 
einigen lassen, derart dass: 

~A = <P'"+"V' + (w, + no) <p<»)^(i) + («2 + «,) (p(-i)^(2)-| 

dx^ 
Es haben aber die ßinomialzahlen die Eigenschaft, dass tik + fik-i 
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= (n -f- l)iki ^1^0 kann diese Summe nach der obigen Bezeicbnungs- 
weise geschrieben werden: 

womit erwiesen ist; dass das angenommene Gesetz, falls es für irgend 
ein n richtig ist, auch für die folgende Zahl, mithin für alle folgenden 
giltig bleibt; seine Giltigkeit ist aber in der That für w = 2 und 
n == 3 direct erkannt worden. 

Nach dieser ßegel erhält man folgende Darstellung für: 

4) y = tang X. Setzt man y • cos a; = sin iz:, so wird, y^") bedeutet — =^, 
y cosx + y cos (rc + y) = sin (x -f y) 

y" cos X + 2y cos (^ + y) + y cos (x + ^) = sin (ic + ^) 
y'"cos a; + 3j/" cos (a; + y) + 3y' cos (^ + y ) + y cos (a; + ^) = 

= sin(a:+^) 

y^'»^ cos X -^ n^ y(«-i) cos (^ + ^) + n^ y^'*-^) ^os (a; + -~) + • • • 

+ w*y(«-*)cos (a;+ ^)+...ycos(a;+ ?^) = sin (rr+ ^). 

Die Berechnung des w**° Differentialquotienten y^*») aus der letzten 
Gleichung erfordert also die Berechnung aller vorangehenden Ablei- 
tungen aus den vorangehenden Gleichungen; die aufgestellte Formel 
für y^**^ heisst dieses Umstandes wegen eine Recursionsformel. Die 
Wertbe aller Ableitungen sind endlich bis auf die Stellen, wo cos a; = 0. 

5) y = cotang Xy y sin a; == cos x, 

yt»») sin X + w,y<«-i) sin {x + -f ) + W2«/("-2) (^ + y) • • • 

. . . n*y(«-*> sin (a;+ ^) . . . y sin {x+f) = cos (:r+ *^). 
III. 1) y = -log., fl^i^log., g = ^i«log., g=+y«loge, 

g == (^ l)n-X . ^ alog ,. (a>0.) 

2) j/ = aresin a;. (— 1 ^a; <; + 1, - * ^ y ^ + |.) 

Aus der Gleichung: y == V7==5 oder y yi _ a:» = 1 folgt, indem man 
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sie nochmals differentiirt und beachtet^ dass auf der rechten Seite eine 
Constante steht: 

r 

y" ViZr^^ — y^== =0 oder y\{\ — x'') ^ y x^O. 

Wird diese Gleichung nach der Productregel behandelt, so erhält man 
nach n maliger Differentiation: 

oder: 

(1 - x'^) 2r+^ = (2w + 1) y(H-i)a? + w^^- 

Dies ist ebenfalls eine Recursionsformel zur Berechnung sämmtlicher 
Ableitungen; dieselben werden an den Stellen x^=l unendlich. 

Q\ _ « ' d^y cT* (aresin rc) 
o) «/ a= arccos a: == — — arcsm x. — ^ = ^^ • 

4) y = arctg iz: (— f ^ y ^ + f )• 

Aus der Gleichung -^ = . , , oder y (1 -{- x^) = 1 folgt: 

j^(n+i) (1 4.a;2) + 2niy(«>a; + 2w2y«-^> = 0, 
oder: 

y(n+i)(i _j_ a;2) = — 2wa;y('*) — w(n — 1) «/<«-*). 

und endlich 5) , für y = arccotg x := ^ — arctg x wird : 

d^y d (arctg a?) 

da;** "" ds^ 

36. Für die cyclometrischen Functionen sind sonach nur Recur- 
sionsformeln gewonnen; solche Formeln wird man für jede zusammen- 
gesetzte Function durch Anwendung der Productregel erhalten. Man 
kann aber auch die Aufgabe stellen ^ independente Formeln zur 
Berechnung der w*«** Ableitung zu bilden, d. h. solche, welche nicht 
erst die Berechnung aller vorangehenden Ableitungen erfordern*). 

Als Beispiel dafür, wie eine independente Darstellung erhalten wird, 
diene y =* arctg x, was sich in folgender besonders einfacher Weise 
behandeln lässt. 

Es ist: 
^ ^ HF^ = ^^^ y^ = cos y . sin (y + y) 



*) Die hierauf bezüglichen Sätze eind in dem „Compendiam der höheren 
Analysis von Schlömilch, Bd. ir*, und Hoppe: „Theorie der höheren Differen- 
tialquotienten** ausführlich erörtert. 
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also: 



y = y [— sin y sin (j/ + y) + ^^s y cos (y + y)J = t/' cos (2y + ^) 

= cos y2 sin 2 (y + ^) , 

y" = y' [— 2 cos y sin y sin 2 (y + y) + 2 cos y^ sin 2 (y + y)j 

= 2y' cos y cos (Sy + ^) = 2 cos y^ . sin 3 (y + y). 
Durch Schluss von w auf w + 1 weist man nach, dass allgemein : 

y(«) = w — 1 ! cos y" sin ^ (y + y) (0! = 1). 



Achtes Capitel. 

Der Mlttelwerthsatz und die Berechnung der Functionen durch 
unendliche Reihen. Allgemeine Sätze über Fotenzreihen. 

37. Schon §. 21 wurde gezeigt, dass die Werthe der ersten Ab- 
leitung einer Function Auf schluss geben über die Art des Wachs- 
thumes, indem sie an jeder Stelle erkennen lassen, ob dasselbe im 
positiven oder negativen Sinne erfolgt. Nunmehr soll nachgewiesen 
werden, dass auch die Werthänderung der Function in einem Intervalle 
von endlicher Ausdehnung durch die Werthe der ersten Ableitung 
gemessen werden kann. Zu dem Zwecke beweise ich zunächst den 
Hülfsatz: Wenn eine eindeutige Function, deren vor- und rückwärts 
genommene Differentialquotienten in einem Intervalle von x = a bis 
X = h an jeder Stelle übereinstimmen, an den Endpunkten dieses 
Intervalles gleiche Werthe besitzt, so muss im Intervall mindestens 
eine Stelle vorhanden sein^ an welcher die erste Ableitung Null mrd"^). 
Denn entweder hat die Function überall den gleichen Werth, dann 



*) Solch eine Function lässt sich geometrisch darstellen durch einen Curvenzug 

von der Form: y 

j>^^ j» 



^ 




Fig-. 3. 



Sie kann aucli Stellen haben, an denen die Tangente der Ordinatenaxe parallel 
liäuft. Der Satz behauptet, was die geometrische Anschauung leicht erkennen 
lasst: Es existirt im Innern mindestens eine Stelle mit horizontaler Tangente, 
wenn die Endpunkte gleich hohe Ordinaten haben. 
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ist sie constant, also der Differentialquotient allenthalben gleich 
Null. Oder die Function erreicht an mindestens einer Stelle im 
Innern des Intervalles ihren grössten oder ihren kleinsten Werth 
(§. 17). Sie kann auch mehrmals den Wechsel einer Zu- und Ab- 
nahme erfahren, ein solcher ist aber jedenfalls erforderlich. Ist x^ 
eine solche Stelle, sowird in ihrer unmittelbaren Umgebung /"(i»! — h) — f{Xi) 
das gleiche Vorzeichen wie f(Xi -\- h) — f{oc^) besitzen. Zufolge dessen 

sind also die Quotienten /^'-"Z^lzi/M und 1^^1+J^^rißB.l ^on 

verschiedenem Zeichen, wie klein man auch den Werth von h wählen 
mag. Beide Quotienten erhalten aber denselben Grenzwerth, denn 
rückwärts und vorwärts genommener Differentialquotient sind der Vor- 
aussetzung nach identisch; eine positive und eine negative Zahlenreihe 
kann aber nur dieselbe Grenze haben, wenn diese Grenze Null ist, 
also wird an dieser Stelle f(x^) = 0. 

Dieser Satz dient zum Beweise des Mittelwerthsatzes: Ist 
f{x) eine im Intervalle von a bis b eindeutige Function, deren vor- und 
rückwärts genommene Differentialquotienten im Intervalle allenthalben den- 
selben bestimmten Werth haben, so lässt sich immer ein zwischen a und 
b gelegener Werth x^ ausfindig machen^ so dass der Differen0enquotient: 

Bezeichnet man nämlich den Werth des Differenzenquotienten mit JT, 
so dass: 

im - Kb] - [/•(«) - Ka] = 0, 
und bildet man die Function: 

qp (X) = [f(b) - Kb] - [fix) -Kx], 
so wird dieselbe ebenso wie f{x) stetig verlaufen, desgleichen allent- 



*) Geometrisch: 



O 




x=a 



x = h 



Fig-. 4. 



Eß giebt im Innern eine Stelle, an welcher die Tangente parallel ist der Ver- 
bindungslinie der Endpunkte. Auch hier kann der Fall eintreten, dass die Ab- 
leitung unendlich wird; d. h. dass die Tangente an einer Stelle parallel der Ordi- 
natenaxe läuffc. 

Harnaok, Differential- u. Integralrechnung. 5 
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halben denselben vor- oder rückwärts genommenen DiflFerentialquotienten 
besitzen , ausserdem aber twc x = a und für a: = 6 denselben Werth, 
nämlich annehmen. Folglich muss es im Intervalle einen Werth x^ 
geben, für welchen q>{x^) == wird. 
Es ist aber: 

^' {X,) ^ [f {X,) ~ K\ = a, 

d. h. 

Einen zwischen a und h gelegenen Werth x^ kann man stets 
durch die Form ausdrücken : a?! = a + (6 — a\ wo einen positiven 
echten Bruch bezeichnet^ so dass sich die Gleichung des Mittel werth- 
satzes auch schreiben lässt: 



m 

b 



^Ja) _ ^ (^ ^ e (j _ ^))^ < < 1. 



Folgesatz: Ist der vor- und rückwärts gebildete Differential- 
Quotient allenthalben im Intervalle gleich Null^ so ist die Function in 
diesem Intervalle stetig und 0war constant Denn alsdann ist, wenn 
X einen beliebigen Werth im Intervalle bezeichnet 

iM^C») = f (o + (aj _ aj) = 0, d. h. fix) =f{a). 

(Siehe auch Integralrechnung Capitel 1.) 

38. Der Mitt^lwerthsatz lässt sich nun mit successiver Benutzung 
der weiteren Ableitungen in einer Form darstellen, welche die Grund- 
lage des wichtigsten Theoremes der Differentialrechnung bildet. 

Es sei f{x) eine von a bis b eindeutige Function, deren Ableitungen : 
f {x)f f\x).,.f^^^(x) in demselben Intervalle durchaus stetig (und also 
auch endlich) sind, während die w*® Ableitung f^{x) nur die Eigen- 
schaft zu erfüllen braucht, dass sie vor- und rückwärts gebildet an jeder 
Stelle denselben Werth erhält, so untersuche man zunächst den Quo- 
tienten: /"(&)- /'(«)-(&-"«)r(«) dessen Werth wieder mit K bezeichnet 

werde. Es soll die Frage beantwortet werden, ob sich K vermittelst 
der höheren Ableitungen ausdrücken lässt. Aus der Gleichung 

m - m -Cb-a) f{a) ~ K(b - a)^ = 
geht hervor, dass: 

V ip) = m - m -{i-x) r {x) - (& - xf k 

eine stetige Function mit bestimmtem Differentialquotienten ist, welche 



*) Der Beweis des Satzes, der auch das Theorem von Rolle (1662—1719) 
genannt wird^ ist nach Serret: Cours de calcul difPtSrentiel et integral. T. I. 
dd. IL, pag. 17 ff. gegeben. 
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für o: = a und {iir x = b verschwindet. Also muss es ein x^ geben, 
so dass 

«p'c^i) = - rc«,) + n^i) -Q>- a^i) r'(^i) + 2(& -x,)k^ o, 

d. h. 



K = 



r («,) 



2 

Sonach besteht die Gleichung: 

m = m + (6 - «) f'(!») + ^— /-(a + (& - a)) < e < 1. 

Fährt man in gleicher Weise fort und setzt: 

m - m - («• - «) r(«) - ^-^r^ r'(^) - ^^' ^ = o, 

so bestimmt sich der Werth yon K aus der Gleichung: 

so dass: 

f(b) = /-(o) + (6 - a)r (a) + ^~=~-r~r{a) + ^^t^V"'(« + e (6 - «). 

Die Grösse 2! wurde von vornherein in den Nenner aufgenommen, 
damit die aus der DiflFerentiation hervorgehende Gleichung für K eine 
möglichst einfache Form gewinne. So setzen wir nun für ein be- 
liebiges n etwas allgemeiner: 

fib) =/•(«) + (6 - «)/•'(«) + '•^^f r '(«)+•• • ^^=Sr ^"' («) + -^ -^' 

wobei p irgend welche Zahl bedeuten soll, und fragen, ob sich K durch 
Werthe der w*®" Ableitung ausdrücken lässt. 

Wiederum wird 
q,{x) = m - fix) -{b-x) fix) - ^±^ fix) 

n — V. ' ^ ^ p 

eine stetige, überall endliche Function mit bestimmtem Differential- 
quotienten, die für x = a und x = h verschwindet. Also muss 

werden, oder, da x^ von 6 verschieden sein muss: 

K-i^i^fM - "-'•::';,-" ''"V-(»+e(6-»)). 

5* 
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Sonach i»t: 

m -/•(«) + (»- «) r(«) + ^^T~ f" (<•)+■•■ *-^r f" («> + 



+ "-4^'i,7''"f- (» + «<*-)) 



Das letzte Glied bekommt eine besonder^ einfache Form, wenn p = n, 
oder |) = 1 gesetzt wird ; es ist 



I. m=m+{h-a)na) + ^^ r («) + • • • ^-^V /""-u«) + 

oder: 

II. /•(6) = /-(a) + (6-a) r(«) + ^"-^V'(«)+---^^"f^ /■"-'(«) + 

In den beiden Gleichungen bedeutet nicht den nämlichen Werth, 
es ist auch zunächst nur von Wichtigkeit zu wissen, dass in beiden 
Fällen ein Werth für zwischen und 1 existirt*). 

39. Durch die aufgestellten Formeln wird die Aufgabe gelöst, die 
Werthe einer Function für ein gegebenes Intervall ihres Argumentes 
X wirklich zu berechnen, wozu bisher ausser der Einschliessung in 
Grenzen selbst für die elementaren Functionen : x'^ (bei beliebigem w), a*, 
*log X (für positives a), und für die goniometrischen und cyclometrischen, 
noch kein Verfahren gelehrt wurde, wiewohl wir auch ohne dieses 
ihre Eindeutigkeit und Stetigkeit erkennen, ja selbst alle ihre Ab- 
leitungen durch die gleichen ßechnungszeichen angeben konnten. Als 
wirklich ausführbare Bechnungsoperationen stehen nur die beiden: die 
Summation und die Multiplication und zwar an positiven oder negativen, 
ganzen oder gebrochenen, also rationalen Zahlen zur Verfügung — 
die irrationalen müssen mit beliebiger Annäherung durch rationale 
ersetzt werden — und diese beiden Operationen vermögen wir nur in 
endlicher Anzahl mit einer bestimmten Menge von Zahlen auszuführen^*). 



*) Die erste Formel ist von Lagrange: Theorie des fonctions analytiques 
(1797) entwickelt worden, die in der zweiten enthaltene Abänderung hat Cauchy: 
Exercices de mathämatiques T. I. pag. 29 gegeben. Später sind noch allgemeinere 
Formen für das letzte Glied nach der Methode, welche hier befolgt wurde, von 
Schlömilch gebildet worden. 

**) Subtraction ist Summation mit negativen, Division ist Multiplication mit 
gebrochenen Zahlen. 
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Demnach ist allein die Berechnung der rationalen algebraischen Function : 

als gelöst zu betrachten. Jede andere Function für einen beliebigen 
Werth von x berechnen^ heisst eine Methode angeben^ nach welcher man 
fortgesetzte Summationen oder Multiplicationen auszuführen hat, deren 
Ergebniss mit um so grösserer Annäherung den gesuchten Werth dar- 
stellt j je häufiger nach Vorschrift der Methode die Operationen ausgeführt 
werden. 

Es müssen sich also die elementaren Functionen f{x) entweder in 
der Form von Summen, deren Summanden Potenzen des Argumentes 
X sein können, oder in der Form von Pactoren, welche das Argument 
ebenfalls in Potenzen enthalten können, darstellen lassen. Wenn sie 
auf diese Weise berechnet sind, können sie selbst zur Berechnung 
complicirterer Functionen benutzt werden. Die Anzahl solcher Sum- 
manden oder solcher Factoren wird freilich, analog der Darstellung 
einer irrationalen Zahl, unendlich gross werden, denn sonst Hesse sich 
jede Function auf die Form einer rationalen algebraischen bringen; 
aber es wird die Aufeinanderfolge so geartet sein, dass schon eine 
endliche Summation oder Multiplication hinreichend ist, um einen Werth 
zu erzielen, dessen Unterschied von dem gesuchten Functionswerthe 
nachweislich kleiner ist als eine beliebig kleine Grösse. Die Berech- 
nung der Zahl e giebt hierfür ein Beispiel; die unendliche Suriimen- 
oder Productformel heisst dann eine convergente*). 

Die Eigenschaft der Convergenz irgend welcher unendlichen Reihe 
wird analytisch folgendermassen ausgedrückt: 
Seien 



• • • 



die Glieder der unendlichen Reihe, welche nach irgend einem Gesetze 
unbeschränkt fortgesetzt werden können, so müssen die Summen, welche 
man erhält, indem man zuerst n Glieder, sodann w + 1? w + 2, . . . 
n -^-Ic Glieder addirt: 



*) Es ißt wichtig, dass der Anfänger sich diese Forderung der Berechenbar- 
keit einer Function klar mache ; also den wesentlichen Unterschied zwischen einer 
rationalen Function und allen anderen Functionsbezeichnungen ^, log^ sin, cos. 
Letztere sind nur als Symbole zu betrachten, durch welche die Abhängigkeit 
einer Zahl von einer andern ausgedrückt wird, deren Eigenschaften man zwar 
kennt, so dass die Art der Abhängigkeit vollständig definirt ist (durch Umkehr 
einer Rechnungsoperation, oder durch geometrische Definitionen) für deren Be- 
rechnung aber noch kein festes Gesetz vorliegt. 
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Sn = Wi + ^2 + • • • ^n, 

Sn+1 = ^1 +%+••• "Wn + Un+l , 

Sn^k = Wj + ^2 + • • * H~ ^» + **»+! + • • • UnJ^ 

eine Folge von Zahlen mit bestimmtem endlichen Grenzwerthe bilden. 
Dazu ist erforderlich: erstlich dass keines der Glieder S, also auch 
keines der Glieder u über jeden Betrag hinaus wächst, zweitens dass 
zu jeder noch so kleinen Zahl d eine Stelle n angegeben werden kann, 
so dass der Betrag der DiflFerenz: S» — ^n+* für jeden Werth von k 
kleiner werde als d. Diese DiflFerenz ist aber nichts anderes als die 
Gesammtheit aller Glieder, welche auf das w*® folgen; es miLSS sonach: 

abs (Wn+l + «^n+2 + Un+k) < * 

werden^ für jeden Werth von k lediglich durch Wahl von w. 

Bezeichnet man diese DiflFerenz: Sn+k — Sn = t^n+i • • • Mn+* niit 
Bny k und analog: Sn+k — Sn+i mit JB^+i, k u- s. w., so erkennt man, 
dass falls abs [12«, *] für jeden Werth von k durch Wahl von n kleiner 
als d wird, auch der Betrag von Un+i, *> Jßn+2; * • • • für jeden Werth 
von k sicherlich kleiner als 2d bleibt. Denn es ist: 

abs (JBn+i, *) = abs [(Sn+k — Sn) — (S«+i — Sn)] 

abs (JBn4.2, t) = abs ({Sn-^k — Sn) — {Sn+2 — Sn)] U. S. W. 

und umgekehrt, wenn iJ„,(» JB„4.i,oo • • • kleiner als d sind, so werden 
auch die DiflFerenzen: 

■B«; oo — Hn+ki OD = Wn+l + t*n+2- * * + ^n+fc 

für jeden Werth von k kleiner als 2d, 

Nennt man also die Gesammtheit aller Glieder vom n + 1*®° ^^ 
-Bn; <x> oder kürzer jB„, den Rest der Reihe von der w*®" Stelle ab, so 
kann man die Convergenzbedingung auch folgen dermassen formuliren: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Convergenz 
einer unendlichen Reihe besteht darin, dass sich zu jeder noch so Meinen 
Zahl d eine Stelle n finden lässt, von der ab die Beträge der Beste der 
unendlichen Reihe: i?», i?n+i» Rn-^i, • • • kleiner bleiben als d. 

Dazu ist also jedenfalls nothwendig erforderlich, dass die Beträge 
der Glieder in der unendlichen Reihe schliesslich abnehmen und die 
Null zur Grenze haben, aber diese Bedingung allein genügt noch nicht. 
Eine unendliche Reihe, welche nicht convergirt, wird entweder einen 
ganz unbestimmten Werth haben, wenn die Reihe der Summen S 
zwischen beliebigen Werthen oscillirt, oder einen bestimmten posi- 
tiven oder negativen unendlichen. In beiden Fällen heisst die Reihe 
divergent. 

40. Die in §. 38 entwickelten Formen liefern nun eine Darstellung 
der einfachen Functionen in Form unendlicher Potenzreihen. 
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Denn nimmt man an, es sei der Werth der Function und aller ihrer 
Ableitungen an der einen Stelle a bekannt, und es werde der Punc- 
tiouswerth für irgend ein anderes x gesucht, so ist zufolge dieser 
Gleichungen, (statt b setze man x): 

fix) = fia) + (« - a)na) + ^^ f"{a) + • ■ • ^^^ /■«->(«) + B, 



B = (^)_V»(„ + e(.-a)), oder = ^^^V»(«+e (.-«)). 

Auf der rechten Seite sind alsdann alle Glieder bekannt, bis auf das 
letzte, in welchem der unbekannte Bruch vorkommt. Kann man 
aber nachweisen, dass dieses letzte Glied R, gebildet für beliebig 
wachsende Werthe von n, eine Zahlenreihe durchläuft, deren Grenze 
die Null ist, so wird man mit Vernachlässigung dieses letzten Gliedes 
den Werth von f{x) mit beliebiger Annäherung durch Summation be- 
liebig vieler Glieder aus der unendlichen Reihe erhalten : 

fix) = fia) + ix- a)f'ia) + ^^ fia) + ^^ fia) + • • • in inf. 

Diese Reihe heisst nach ihrem Entdecker die Taylor 'sehe*); sie lehrt: 
Kennt man den Werth einer Function und aller ihrer Ableitungen 
an einer einzigen Stelle, so kann man den Functionswerth für jede 
andere Stelle x ^ a berechnen, wenn in dem Intervalle von a bis x 
die Function nebst ihren Ableitungen , soviele man auch bilden mag, 
stetig verläuft, ohne unendlich zu werden^ und wenn Lim (JB) für n = oo 
Null wird, 

41. Die Prüfung der ersten Voraussetzung ist scheinbar complicirt, 
weil alle Ableitungen der Function im Intervalle von a bis x auf ihre 
Endlichkeit und Stetigkeit zu untersuchen sind; sie vereinfacht sich 
jedoch durch den Satz: Wenn die w*® Ableitung einer Function vor- 
wärts und ebenso rückwärts gebildet, in einem Intervalle von endlicher 
Ausdehnung durchweg bestimmt und nur endlich ist (stetig braucht 
sie dabei nicht zu sein), so müssen alle vorhergehenden Ableitungen, 
sowie die Function selbst in diesem Intervalle stetig verlaufen ohne 
unendlich zu werden. Denn ist z ein Werth im Intervalle von a bis 
rc, so sind die Werthe der vorwärts gebildeten Ableitung f^{z), und 
der rückwärts gebildeten g)^{z) definirt durch die Gleichungen: 

Daraus folgt durch Subtraction; 

fn-i (^ _f. /j) _ fn-l (;2. _ Ä) = Ä (/•« (^) + ^n (^)) -\- h {d + 8'). 



•) Taylor (1685—1731) stellte in seinem Hauptwerke: Methodus incremen- 
torum directa et inversa 1715, diese Reihe auf, aber ohne Berücksichtigung des 
Restgliedes. Mac Laurin (1698 — 1746) entwickelte in seinem Werke: A treatise 
of fluzions (1742) die Reihe für den speciellen Werth a » o. 
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Wenn nun f^ und qp» durchweg endlich sind, so ist im Innern des 
Intervalles an jeder Stelle 

Lim [/"«-i {z + h) — f^-\z — h)] = 0, für h = 0, 

also ist die Function zu beiden Seiten dieser Stelle stetig. Sie bleibt 
dabei durchweg endlich: denn ist M der grösste Werth, den Z"" zwischen 
= Xq und Xq -{- h erhält, m der kleinste, so ist im ganzen Intervalle 
von Xq bis Xq -j- h der Ausdruck 

fn-^i^z) — f'^'^ix^ — {z — Xq) m grösser als 0, 

weil er für is == Xq gleich Null ist und seine Ableitung f"" {z) — m 
stets > bleibt; dagegen ist: 

/*"-' W - /""-'K) — {^ — ^o) ^< 0, weil f»{0) - Jf < 0. 

Zu jedem Werthe von z wird also ein echter Bruch gehören, so dass 

fn-i (^) „ /^«-i(^j = (^ _ ^^) [m + e ( Jf _ m)] , 

d. h. zu jedem z gehört ein endlicher Werth von f^~^{z). Mit An- 
wendung des gleichen Beweisverfahrens folgt dasselbe für alle vorher- 
gehenden Ableitungen, sowie für f(z) selbst. 

Bei der Bestimmung des Grenzwerthes von R ist bisweilen fol- 
gender Satz dienlich: Wenn die Werthe der w*^" Ableitung auch für 
w == oo in einem Intervalle endlich bleiben, so ist Lim R gleich Null. 
Denn in dem Producte: * 

(a;-ar x-a x-a x-a 



^. x — a 
n— 1! 1 



• • • irni = (a; — a) p 



ist p = — ' T, also p^ = ^^ — • -^ -^ ' ' • ^: —^ , 

^12 n— 1' ^ l-n— 1 2n — 2 n— 1-1' 

mithin p^ < \ ^V ) , weil n — l -^k {n — Ä) , da ja Ä ^ w — 1 , 

(X — tt \ n— 1 



X — a 



Ist nun X — a eine endliche Grösse, so wird ,y mit wachsenden 

yn — 1 

Werthen von n ein Bruch, welcher auf immer höhere Potenzen er- 
hoben die Null zur Grenze hat. Im vorliegenden Falle wird also die 
erste und zweite Voraussetzung in die eine zusammengefasst: Eine 
Function, für welche in einem Intervalle die w*^ Ableitung auch für 
n = (X) endlich bleibt, lässt sich in diesem Intervalle durch eine Potenz- 
reihe berechnen. Aber dieser Satz ist nicht umkehrbar, weil Lim R 
auch Null werden kann, ohne dass die w*® Ableitung für ^ = 00 end- 
lich ist, wie die folgenden Beispiele zum Theil lehren. 
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42. Die Exponeiitialreihe: y = /'(a?) «== 6*. 

Für a? = ist f(x) und alle seine Ableitungen bekannt; denn es 
ist f*{x)==e^^ also /*„(0) = 1. Dieselben sind für alle endlichen Werthe 
von X stetige Functionen, und die w*° Ableitung bleibt auch für n = oo 
stets endlich. Demnach convergirt die Tay lor'sche Reihe und es ist: 

e^ = l + f +fy + fr+'''f!"' ^^ infinit. — cx> < o; < + oo.*) 

Ist allgemeiner j/ = a* (a > 0), so setze man y == e"^^ und es wird: 

1 , xla , (xla)'^ . MaV . (xla)^ , • ' n -t 

«^ = 1 + -7- + -2!- + ^-sT + • • • Hfc! "• ^" ^°^^'*^- 

— 00 < :r < -f" 00. 

• 

43. Die goniometrischen Reihen. 

y = sin X. — ^ = sin fx + ^^ ist endlich für jedes endhehe 

Argument. Demnach convergirt die Taylor 'sehe Reihe, und da 

f (0) = sin (0) = 0, r (0) = sin (^) = 0, f*{Q) = sin ('^) = 0, 

/•'(0) = sin(|-)=:l,r'(0) = sinf^) = -l,P(0) = sin(^)=l, 
SO ist: 

ÜT X^ X^ X^ /*•* * I *■ 

sin ^ = - -- 3, + - - ^ . . . (- l )* . ^^^— , 00 < r« < + 00. 






y = cos a;. — ^ = cos (iC 4- -^j. 

/• (0) = cos (0) = 1, r (0) = cos (^) = -1, /-^CO) = cos (^) == 1, 

r(0) = cos (f) = 0, r(0) = cos (^) = 0, r(O) = cos f^) = 0, 

cos^ = l-g + f;-S---(-l)*S--- ~oo<.;< + cx>. 

Die vorstehenden Reihen geben die Möglichkeit, die trigonometrischen 
Tafeln für sin und cos jeder Zahl zu berechnen; will man von der 
geometrischen Definition des Sinus und Cosinus ganz absehen, so sind 
diese Reihen als Definitionen dieser Functionen zu betrachten. Die 
bisher benutzten Eigenschaften derselben müssen sich direct aus diesen 
Reihen entwickeln lassen. 



*) Die Reihe selbst ist zuerst von Newton aufgestellt worden, ebenso die 
Reihen für sin und cos; als Basis der Exponentialfunctionen wurde die Zahl e, wie 
schon erwähnt, von Eu 1er eingeführt. 
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44. Um dieses nachzuweisen^ ist unabhängig von den bisherigen 
Betrachtungen zu zeigen ^ dass die definirenden Beihen convergiren 
und stetige Functionen von x sind. Zu dem Zwecke beweisen wir 
folgende 

Allgemeine Sätze über Potenzreihen*). 
I. Wenn in einer Potenisreihe: 

die Coeffkienten «o, a^ . . . a« . . . alle einerlei Vorzeichen haben und 
für einen bestimmten positiven Werth X von einer bestimmten Stelle 
ab die Gliefler abnehmen und nach Null convergiren^ derart dass der 
Quotient zweier auf einander folgender Glieder Meiner ist als eins, und 
für n = oo höchstens gleich eins wird^ so convergirt die Reihe für alle 
positiven Werthe von x, die Meiner sind als X, 

Da der Quotient -^^ X von einer bestimmten Stelle ab kleiner 

n 

als 1 (höchstens gleich 1) wird, so wird sich, wenn x < X gewählt 
ist, ein echter Bruch a angeben lassen, so dass: 

also ist: 

an+iX < ccanf an^^x^ < a^an ' ' ' an+koc^ < ^an . . . 
folglich : 

oder : 

anX'^ + a„+ia:»+i . . . an+*a'*'^* < anX"" • j—-a 

Die rechte Seite stellt eine positive endliche Grösse dar, welche durch 
Wahl von n beliebig klein wird, woraus das Behauptete folgt. 

Für a = 1 ist diese Schlussweise nicht mehr anwendbar; es be- 
darf also jedesmal einer besonderen Untersuchung, ob eine Reihe in 
dem Falle, dass der Quotient zweier auf einander folgender Glieder 
dem Grenzwerthe 1 zustrebt, noch convergirt oder nicht. 

Wenn dagegen für einen Werth x das Verhältniss zweier auf 
einander folgender Glieder von einer Stelle ab stets grösser ist als 1, 
mag er auch für w = oo gleich 1 werden, so wird für diesen, sowie 
für alle grösseren Werthe die Reihe keine bestimmte endliche Summe 
haben, d. h. divergiren, weil von dieser Stelle ab die Glieder wachsen, 
und folglich auch der Rest der Reihe nicht nach Null convergirt. 



Abel: Untersuchungen über die Binomialreihe. Grelle J. B. 1. S.311. 
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Das Convergenzintervall der Potenzreihe ist also im allgemeinen 
durch die Bedingung: 

Lim — ^i^ X < Ij oder x < Lim — — (n = oo) 

gegeben. 

IL Die Summe (Differenz) zweier convergenter Reihen ist selbst 
eine convergente Reihe, deren Glieder aus der Summe (Differenz) der 
Glieder beider Reihen besteht. 

Ist f(x) = «0 + ^1^ + 0^20?' -{- . • . ttn-lX"^"^ + jR„, 

so zwar, dass durch Wahl eines bestimmten n, B sowohl wie IC 
kleiner werden, als eine noch so kleine Zahl, so ist 

f{x) + qp(^) = (^o + ^o) + K ±^i)^+ • • • (an_i + &„_i)a;~-^ + -Rn + B\ . 
Da nun bei allen Werthen von Xy für welche beide Reihen convergiren, 

Lim {Rn + Rn) = 
wird, so erhält man für die algebraische Summe die unendliche Reihe : 

f{x) ± (p{x) = (ao + ho) + (a, + l^)x + («2 ± 62)^^ H 

Allgemeiner noch wird: 

f(x) + (p{x) = («0 + 60) + (»1 ^ + h^X) -f («2^^ + &2^'^) H ; 

falls die Reihen bezüglich für x und af convergiren. 

IIL Eine unendliche Potenzreihe, deren Glieder für irgend einen 
Werth von x verschiedene Vorzeichen haben, convergirt, wenn sowohl 
die Glieder mit positivem als auch die mit negativem Zeichen, für sich 
gesondert summirt, endliche Werthe liefern. 

Denn nach dem Satze II stellt solch eine Reihe die Differenz der 
Werthe zweier convergenter Potenzreihen dar. Diese Bedingung ist 
für die Convergenz einer Reihe, deren Glieder verschiedene Vorzeichen 
haben, nicht noth wendig; ist sie erfüllt, so heisst die Reihe eine un- 
bedingt convergente. Bedingt convergent heisst sie, wenn sie 
einen endlichen Werth besitzt, ohne dass die Vereinigung der positiven 
oder der negativen Glieder allein eine endliche Summe liefert. Eine 
Potenzreihe convergirt unbedingt, wenn der absolute Werth der Quo- 
tienten zweier auf einander folgender Glieder von einer Stelle ab kleiner 
ist und für n = 00 auch kleiner bleibt als eins. Denn alsdann erfüllt 
die Reihe, auch wenn man allen Gliedern das gleiche Vorzeichen giebt, 
die im Satze I als hinreichend erwiesene Convergenzbedingung. 

Daraus erkennt man: eine bedingte Convergenz kann nur dadurch 
zu Stande kommen, dass das Verhältniss zweier auf einander folgender 
Glieder seinem Betrage nach kleiner ist als eins, aber f ür w = 00 
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gleich eins wird; und hieraus folgt weiter;^ Convergirt eine Potenz- 
reihe für einen bestimmten Werth X von x . nur bedingt, so convergirt 
sie unbedingt für jeden numerisch kleineren Werth von x] während sie 
für einen grösseren Werth divergirt. 

Denn für einen kleineren Werth bleibt der Betrag des Quotienten 
kleiner als eins, für einen grösseren Werth wird er grösser als eins; 
die Glieder der Reihe nehmen dann in ihrem Betrage nicht ab, sondern 
wachsen. 

IV. Jede Foten^reihe ist innerhalb des Intervalles, in welchem sie 
unbedingt convergirt, eine stetige Function der Variabelen, 

Bedeutet f{x) den Werth der unendlichen Reihe: 

für welche, da x ein Werth im Innern des Convergenzintervalles sein 
soll : 



abs 



[^ '] < ■' 



so muss gezeigt werden, dass Lim [f{x + ^) — fi^)] = 0, für d = 0. 
Man setze: 



so ist 



abs t{^) < ahs ünX"^. • t—^ (0 < a < 1). 



Mithin kann man lediglich durch Wahl einer unteren Grenze für w, 
if {x) sowohl wie ^(^k + tf), also auch den Betrag der Differenz 
"^ (^ it ^) — ^ (^) kleiner machen als eine noch so kleine Grösse €, 
weil das Glied anSC^ mit wachsenden Werthen von n beliebig klein 
wird. Man hat, wenn X den grössten Werth des Intervalle« für x 

bezeichnet, n so zu wählen, dass a„ < — ^ wird*). Demnach wird 

f{x ±8) — fix) = (Pix + d) - q>ix) + 6. 
Da nun q)ix) eine ganze rationale Function von x darstellt, die wie 



*) Zufolge dieser Eigenschaft, dass für dasselbe n, 'tp{x) sowohl wie 
il>(oo±d) kleiner werden als e, heissen die Potenzreihen in gleichem Grade 
oder gleichmässig convergente. Abel hat zuerst im oben angeführten Auf- 
satze darauf aufmerksam gemacht, dass aus der Stetigkeit der Reihenglieder nicht 
ohne weiteres auch die Stetigkeit der Reihe folgt. Die gleichmässige Convergenz 
lehrt auch, dass die unendliche Reihe in ihrem ganzen Convergenzintervalle mit 
beliebiger Annäherung durch dieselbe ganze rationale Function ersetzt werden 
kann. Man bezeichnet daher nach Weierstrass die durch die Potenzreihe dar- 
gestellte Function als eine solche, welche den Charakter einer ganzen rationalen 
Function hat. 
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früher gefunden stetig ist, so wird mit abnehmendem Werthe von d 
die Differenz f{x + *) — f{x) kleiner als eine beliebig kleine Grösse, 
d. h. f(x) ist eine stetige Function. 

Der Satz gilt auch für den Fall, dass an den Grenzen des Convergenz- 
intervalles für X die Reihe (bedingt oder unbedingt) convergirt: es wird 

Um f(X ^ d) = f{X). (FüriJ = 0.) ^^ < 1. 
Denn es wird hier: 

n;{X-d) = an (^~^T X^ + an+^ ( ^ ~ ^ X+'X^+i + . • . 

Haben die Glieder in ^(X) alle einerlei Vorzeichen (z. B. das positive), 
so erkennt man ohne weiteres, dass: 

ebenso wie -«/^(X) lediglich durch Wahl von n kleiner gemacht werden 
kann, als eine beliebig kleine Grösse e. 

Sind aber die Glieder in iP{X) von verschiedenem Zeichen, so be- 
darf es noch einer besonderen Untersuchung. Dieselbe wird durch 
den folgenden Hülfsatz vermittelt: 

Bezeichnet man durch ^q ^j ^2 • • • ^m • • • ^^^^ unendliche Reihe von 
beliebigen Grössen und ist die Grösse: 

Pm = h -\- tl -j- ' ' ' im 

bei allen Werthen von m stets algebraisch kleiner als eine bestimmte 
Grösse O, dagegen grösser als ^, so ist 

wenn 8^ a^, , . positive abnehmende Grössen bezeichnen. 
Es ist 

^o=i>oi h =P\ — 2>o» ^2=i>2 — Pi «• s. w. 
also : 

^=«0^0 + ^1 (Pl — Po) + «2 (P2 — l>l) + . . . fm (Pm " Pm-l) , 

oder: 

^=Po (*0 — *l) + P\ («I — ^2) + • • • Pm-l {Sm-1 — Sm) +Pmem. 

Da die Differenzen {sq — «j), {s^ — «2) • • • positiv sind, so ist der 
Werth dieses Ausdruckes kleiner als: 

dagegen grösser als: 

9 i^O — ^1 + ^\ — ^2 ' ' ' -' ^m + ^m) = gBf^. 
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Angewandt auf den vorliegenden Fall, in welchem ( — y~J> ( — ^y ' ' ' 

eine Reihe von positiv abnehmenden Grössen bezeichnen, ergiebt dieser 
Satz das Resultat: der Betrag von 

^ (X — d) ist kleiner als ( — ^— ) • M, 
unter M den numerisch grössten Werth verstanden, in der Reihe 
an X«, a„ X« + an^i X«+i, a« X»» + a„+i X«+i H an+ibX«+* u. s. w. 

Da die Reihe f{X) convergent ist, so lässt sich eine Stelle n finden, 
von der ab der Werth von M kleiner wird als eine beliebig kleine 
Grösse e, woraus das Behauptete hervorgeht. 

V. Die unendliche Potenzreihe toird differentiirt , indem man die 
ReiJie aus den Differentialquotienten der einzelnen Glieder bildet. 
Die aus der Reihe: 

f(^x) = ao + ttjO? + «2^^ + • • • a«ic'* + • • • 
abgeleitete : 

a, + 2a2X + 3a^x^ -[-... nanX^—^ -[-... 

convergirt sicher für alle Werthe von x, welche innerhalb des Con- 
vergenzintervalles der ursprunglichen Reihe liegen. Denn das Intervall 
der abgeleiteten Reihe wird nach dem Kriterium bestimmt aus der 
Gleichung: 

abs Lim ^-— < 1 , oder abs x < abs Lim " • ^- • 

Da nun Lim -^ == Lim (l — r i) = ^ wird für w == oo, so folgt: 

a 

abs X < abs Lim 



«n+l 



Um nun den Differentialquotienten der stetigen Function f{x) zu 
bestimmen, bilde man zunächst den Differenzenquotienten; wir wollen 
denselben z. B. rückwärts nehmen, um möglichen Falles auch die obere 
Grenze des Convergenzintervalles zu berücksichtigen: 

f (x — Ax) — f(x) q>(^x — Ax) — q>(x) , fl>(x — Ax) — ip(x) 

— Ax —Ax ' —Ax 

Bei einem noch so kleinen aber endlichen Werth Ax hat dieser in 
Ax stetige Ausdruck einen endlichen bestimmten Werth. 

Bezeichnet man die unendliche Reihe a, -\- 2a2X -{- ••• nanX!^"^'*- 
mit x{^)) den Rest mit Rn{x), so erhält diese Gleichung die Form: 

Hält man den Werth von Ax fest und lässt n beliebig wachsen, so 
ändert sich auf der rechten Seite zwar der Werth von 0. Da aber 
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das Restglied einer Potenzreihe die Eigenschaft hat^ dass von einem 
bestimmten n ab JBn(^) beliebig klein wird für alle Werthe zwischen 
X und X — Ax, so folgt, weil auch der letzte Quotient mit wachsenden 
Werthen von n beliebig klein gemacht werden kann: 

f(x^Ax)^f (x) ^^^_^ 2a^(x — BAx) + 3a^{x - OAxY -\ 

Denn weil die stetige Function %{x) dem Dififerenzenquotienten im 
Intervalle von % bis i» — Ax beliebig nahe kommt, so muss es 
(vergl. S. 29) auch eine Stelle geben, wo beide gleich sind. Der 
Differentialquotient f (x) geht aus dem Differenzenquotienten durch 
stetigen Uebergang für Ax = hervor. Die rechte Seite aber ist, 
so lange sie überhaupt convergirt, nach Satz IV eine stetige Function 
der Variabelen a; — 0Aa;, folglich wird für Air = 0: 

f{x) = a, + 2a2X + 3a^x'^ +•••(% — l)an-ix^~^ + • • •; 

was zu beweisen war. Der rückwärts genommene Differentialquotient 
der unendlichen Poteuzreihe ist eine stetige Function von x. Für den 
vorwärts genommenen erhält'man in derselben Weise die nämliche Reihe. 
4:5. Wendet man diese Sätze auf die Reihen an: 

/M /*.3 /r5 't' /r^'*"i"^ 

/pt ^i /gß a;^" 

^ - 2! + 4! - 6! + • • • (~1)~ • 2^j + • • • = COS X, 

so erkennt man, dass jede dieser Reihen unbedingt convergirt, und 
zwar für alle endlichen Werthe von x^ denn es ist 

^^^ [Sri ' In^-Yl] = ^^« [2tr:(-S+T)] = 0' 

abs - . : -- — —. = abs t_ ,, ^ =0. (w = ex.) 

Souacb sind die durch die Reihen dargestellten Functionen für alle 
Werthe von x stetig. Ferner wird 

1) dßmx ^ x^ . X* 



X 



2n 



-^???^ = _ ^ 4_ ^ _ ^ . . . f _ 1> . ^"'-' . . . 

dx 1 » 3! 51 ^ ^ 2w— 1! ' 

d. h. gleich — sin x. 
Sodann folgt aus den Reihen: 

2) cos ( — rc) = cos o?, sin ( — ä;) = — sin rc , cos (0) = 1 , sin (0) = 0. 

Entwickelt man, da die Gleichungen 1) lehren, dass alle Ablei- 
tungen endlich und stetig bleiben auch für n = oo, cos (x + y) gemäss 
der Taylor'schen Reihe nach Potenzen von y, so folgt: 
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, , V , dcoax . y^ d^cosx . y^ d^cosx . y^ d^cosx , 

\ ^ i^J ' ^ rfa; ' 2! dx* ' 3! aa;^ ' 4! dx^ ' 

= C0& X — y sm X — ^t ^^^ a; + f^ sin a? + |^ cos a: + • • • 

= cosa;(l -| + ||_ + ...)-sma:(j/--fj + |; ), 

d. h. 

3) cos (x -\- y) = cos x cos y — sin a? sin «/. 

In gleicher Weise findet man: 

sin (x -{- y) = sin x cos y -{- cos a? sin y. 

Damit ist das Additionstheorem, welches die Basis unserer früheren 
Berechnungen bildete, unabhängig von der geometrischen Betrachtung 
bewiesen. 

Aus der Gleichung 3) folgt, wenn statt y — y gesetzt wird, 
zufolge der Gleichung 2) : cos {x — J/) = cos x cos y '\- sin x sin y. 
Nimmt man x = y an, so ergiebt sich der Satz : 

4) 1 = cos x'^ -}- sin rc^. 

Es erübrigt noch die Periodicität der beiden Functionen zu zeigen. 
Zu dem Zwecke bemerke man an der Beschaffenheit der Glieder beider 
Eeihen, dass sin x unjä cos x positiv bleiben, wenn x von bis 1 
wächst, woraus hervorgeht, dass innerhalb dieses Intervalles sin x eine 
von an wachsende, cos x eine von l an abnehmende Function ist, 
denn der Differentialquotient der ersten Function ist positiv, der der 
zweiten ist negativ. Da nun bei Berücksichtigung der Anfangs- 
glieder : 

sm 1 > 1 - - + ^ - ^, cos 1< 1 - ^ + ^ - g^ + ^, 

SO folgt, dass 

sin 1 ^ cos 1 > 1^ + (ij - iy) + (ij - |j), 



also sin 1 > cos 1 . Mithin muss zwischen und 1 ein Werth liegen^ 
für welchen sin a; = cos a? ist. Bezeichnet man diesen Werth mit 

-r^ (< 1)> SO ist zufolge der Gleichung 4) 

sm — ^ = cos -- :n: = + -r- ^2 • 

4 4 . '2 

Da nun: 

cos 2x = cos 5?^ — sin x^, sin 2x = 2 sin x cos x, 
so wird: 

cos Y ;r = 0, sm -r- ;r = 1 ; 
ferner: 

cos 7t = — 1, sin ;r = 0; cos 2;r = 1, sin 27t = 0. 
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Darnach wird: 

cos (x + ^) = — sin X, sin yx + ^j == cos x, 

cos {x -j- tt) == — cos x^ sin (a; -f- 7t) = — sin x^ 
cos (x -\- 27t) = cos OJ, sin {x -{- 27t) = sin a:. 
Die Zahl 2jr ist die Periode. Der Verlauf der Functionen zwischen 
-^ und -^ lässt sich noch folgendermassen bestimmen: 

Es ist: 

cos (x + ^) = (cos X — sin x) -- J/^, 

sin (a; -f- -^) = (cos rc + siii ^) y K2 . 

So lange ^ < x? ^^^ *^^® Differenz cos o; — sin rz; immer positiv, daher 
ist im Intervalle a? == ~ bis a; = ~, cos x eine vom Werthe - y2 bis 

zum Werthe Null stetig abnehmende, sin x eine vom Werthe - y^ bis 

zum Werthe Eins stetig wachsende Function. Die Zahl 7t, welche 
hiernach rein arithmetisch detinirt ist, wird bei den cy ciometrischen 
Reihen berechnet werden. Damit sind die wesentlichen Eigenschaften 
der Functionen unmittelbar aus den sie definirenden Potenzreihen er- 
kannt. Fortan soll unter sin x^ cos x stets nur eine symbolische Dar- 
stellung der betreffenden Potenzreihe verstanden werden; aresin x, 
arccos x sind dann als die inversen Functionen definirt. 

4:6. Die Binomialreihe. 

y = f(^x) = (1 + x)"". 0? > — 1 . m beliebig, y stets positiv. 

Pur a; = ist der Werth von y und aller Ableitungen bekannt; denn 
es ist 

fn(^x) == m (m — 1) (m -- 2) . . . (m — w + 1) (1 -f .t)^-«. 
Diese Ableitungen sind stetige Functionen, so lauge a? > — 1; also: 

H^ninX'' {l -\- 0:r)"^-«, oder R == w« nx"" (1 ~ ey-^ (1 + © a?)*""**; 

m(m — \) (m — 2) . . . (m — w+ 1 ) 
^ t= . . 

nl 

Es ist zweckmässig, die zweite Form des Restgliedes zu betrachten. 
Da X > — 1, so ist (1 -j- Sic) für alle Werthe von wie erforderlich 
eine positive Zahl. Man setze: 

1W = ^' (1 + ea;)-» . o; = i;, 

Harnaok, Differential- u. Integralreehnung-. 6 
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so ist: 

12 k ti— 1 

{m—l)z (m—2)z {m — k)z (m-(w— l))£r ^ 

= m • — i — • — - — • • • — T — • • • ^ • jij, 

1 2 k n — 1 

Die Factoren E und m sind endlich. Das Produet wird sicher die 
Null zur Grenze haben, wenn seine Factoren von einer Stelle ab echte 
Brüche sind und für w = cx) echte Brüche bleiben. Denn ist O der 

numerisch grösste der Brüche zwischen — r — und -~^^^-^-L ^^ so 

ist das Produet dieser Factoren absolut genommen kleiner als 6?"""*; 
solch eine Potenz hat aber die Null zur Grenze. Hingegen wird das 
Produet sicherlich über alle Grenzen wachsen, falls die Factoren von 
einer Stelle ab grösser als eins werden und bleiben. 

Da nun aber mit wachsendem n der Betrag von ^"~ _ y— ^ dem 
Betrage von js beliebig nahe kommt, so muss der Betrag von kleiner 
als eins sein; also ^ 

für a? > ^\^l^^ < 1, oder (1 — 0)ä: < I + 0:^, d. h. a: < 1, 

für X <0 ^l'^Q^ >-l; oder (l~ e)x > — l -^ Ox, d.h.a;>-l. 

Resultat: Wenn — 1 <a;< + l, so ist für jedes m die positive 
Function (1 + x)'^ mit beliebiger Annäherung aus der unendlichen 
Summe zu berechnen: 

Der Fehler, welchen man begeht, wenn man die Reihe beim w*®** 
Gliede abbricht, ist höchstens gleich dem Maximalwerthe des Rest- 
gliedes : 

w„a?'*(l + a?)"*"-" oder mnX^^ 
je nachdem x < oder > 0. 

Man erkennt aus der vorstehenden Betrachtung, dass (mit Aus- 
nahme ganzzahliger und positiver Werthe von w, bei welchen die 
Reihe abbricht) für a? > + 1 oder < — 1 die Reihenglieder ihrem 
Betrage nach über jede Grenze hinaus wachsen, so dass die Reihe nicht 
mehr convergirt. 

Die Grenzfälle : a; = + 1 o^^^r •— 1 erfordern eine besondere Be- 
trachtung, die sich vermittelst der Restbestimmung, da man den Maxi- 
mal werth für (1 — 0)"~S (1 + 05?)"*""** berücksichtigen muss, nicht 
ohne weiteres erledigen lässt. Zunächst ist deutlich, wenn die Reihe 



*) Newton in den Briefen für Leibn^tz vom 18. Juni u. 24. October 1676. 
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für diese Grenzen überhaupt convergirt, so muss sie bezüglich den 
Werth 2"^ und 0"* darstellen ; denn so lange die Potenzreihe convergirt, 
ist sie eine stetige Function von x und muss also denselben Werth 
annehmen, wie die stetige Function: (1 + rc)"*, mit der sie für alle 
Werthe von x innerhalb dieser Grenzen übereinstimmt. 

Ist m > und a; = — 1, so erhält die Reihe die Form: 
^ __ w , m{m—i) m{m — i){m — 2) . ^v„ m{ni— 1) , , .(m—n+l) 

In dieser Reihe werden die Glieder von einer Stelle ab, nämlich wenn 
w > m, alle dasselbe Zeichen bekommen. Die Summe von 2, 3, . . . 
n -}- 1 Gliedern wird aber: 

w— 1 (w— l)(w~2) (m— l)(m— 2)( m— 3) , i\n (w— l)(m— 2)...(w— n) 

T"' 2! '■ 3! '"'^ ^ nl 

Hier wird jedes Glied seinem absoluten Betrage nach schliesslich kleiner 
als das vorhergehende;, man hat also eine Reihe von Zahlen mit einerlei 
Vorzeichen, von denen jede folgende kleiner ist als die vorhergehende. 
Diese Zahlenreihe besitzt also eine bestimmte Grenze und diese Grenze 
ist zufolge der obigen Bemerkung Null. 

Für a; = + 1 erhält man die Reihe : 

^ , w , m{m—l) . m(ni-^l){ni — 2) , m{m — i)(w — 2) .. . (w — n-f-l) 
1 -f- Y -f 21 ' 3! ' n\ 

— ^ 

Hier werden die Glieder von einer Stelle ab ihr Vorzeichen wechseln; 
die Reihe convergirt aber, und zwar unbedingt, weil nach dem vorigen 
Ergebniss die Reihe convergirt, auch wenn man den Gliedern allen 
dasselbe Vorzeichen giebt. Die Reihe stellt den Werth 2"* dar. 

Ist m = — /tt < , so kann f ür a; = — 1 die Reihe nicht con- 
vergiren, denn es wird (1 — 1)-'" = oo. Demnach kann für a? «= -j- 1 
die Reihe, wenn überhaupt, nur bedingt convergiren. Man erhält: 

1 — i^ J- lt^£+}} _ ft(ft+l)(f^ + 2) ^_isn fl{fl+i)i(l + 2)..,((i+n-l) 
1 "• 2! 31 "*^ ^ * Wl 

Diese Reihe, in Welcher die Glieder wechselnde Vorzeichen haben, 
kann nicht convergiren, wenn (i — 1 > 0, |u > 1 ist; denn alsdann 
wachsen die Beträge der Glieder unaufhörlich. 

Ist aber /tt — 1 < 0, so nehmen die Beträge der Glieder ,unauf- ^ 
hörlich ab, und werden dem früheren Ergebniss zufolge Null; (man 
setze ft — 1 = — m). 

Eine Reihe, deren Glieder alterniren, abnehmen und die Null mr 
Grenze haben, convergirt aber stets. 

Denn bezeichnet man die Summe der Reihe von der n*®" Stelle 
ab mit: 

Rn =*= (Un — Wn+l) + (W»+2 — Mn+s) • • • 

6* 
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oder: 

B==Un — (Wn+1 — Un-2) — (Wn-3 — U^-a) . . . 

SO ersieht man; Bn ist positiv aber kleiner als Un- Mit wachsenden 
Wertheu von n hat es also, ebenso wie Un, die Null zur Grenze. 
Die Binomialreihe: 

convergirt also unbedingt bei allen positiven Werthen von m auch für 
die Grenzen + 1 ] dagegen muss bei negativen m, w > — 1 sein, damit 
die Reihe auch für x = -\-l convergire und zwar bedingt. 

Wiewohl die Convergenz der Reihe beschränkt ist, so kann sie 
doch dazu benutzt werden, um eine beliebige Wurzel aus einer be- 
liebigen Zahl auszuziehen; denn ist a die gegebene Basis, m = — 

ein rationaler Bruch, so bestimme man eine Zahl b^ möglichst nahe 
an a und setze: 

a^={¥- {b^ - a))« = bP (l - -^~y , 

so l'ässt sich das Binom entwickeln. 

47. Die logarithmische Reihe*). 

y = f(x) = 1(1 -{-X), 30 ist f (X) = '-=^'^-1^^, X>~1, 



(— 1)"--^ .r" 1 , ,v„ 1 (1-er 



Das Restglied in der »weiten Form convergirt nach Null, wenn 

*^« [t^] <i,d.h.-l<x< + l. 

Die erste Form des Restgliedes zeigt, dass die Reihe noch cou- 
vergent bleibt für x = 1. 
Es ist also 

imd insbesondere: 



l{2) «l-l + l-i + l 



*) Nie. Mercator (Logarithmotechnica 1668) und Jacob Gregory (1636 
— 1675) (Exercit. geometr. 1668); letzterem verdankt man in demselben Werke 
die Beihe fCir arctg a. 
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Die letzte Reihe liefert ein Beispiel für eine blos bedingt convergeute 
Reihe; denn die Reihe 

1 + ^ + — + - + —A 

oder auch die Reihen: 

convergiren nicht, wiewohl ihre Glieder abnehmen und nach Null con- 
vergiren, vielmehr wächst die Summe dieser Reihen über jeden Betrag 
hinaus; denn es ist: 

•2 2' 3'4-^2' 5'6"'7"f'8"^2'''* 

^ + ^ + • • • -gnW > I «• «• ^•*)- 

Um brauchbare Reihen für die Berechnung des Logarithmus jedweder 
positiven Zahl zu erhalten, setze man in die gefundene Reihe — x 
statt Xj so wird: (x < 1) 

also : 



111 

•) Die oben stehende divergente Reihe ^ +-^+~^+-i • • • heisst die bar- 

A «j 4c 

moniscbe Reihe. Für spätere Anwendungen ist es wichtig au bemerken, dass 
die Reihe 

1 + 1 + 1 + 1 + 1... 

für alle Werthe fi > 1 convergirt. Denn gruppirt man ebenso wie oben 

1«1 



2^ 3^ 2-" 2^*^^ ^ 



1 + 1 + 1+1<4.1=|^-L_V 

1.1, i_^8.-= ( ^ y 

BD siebt man^ dass die Summe von beliebig vielen Gliedern der Reihe kleiner 
bleibt, als die Summe einer entsprechenden Anzahl von Gliedern in der geo- 
metrischen Progression des echten Bruches ^ • 
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und da -K — 12' im angenommenen Intervalle nach Null convergirt, 
so ist: 

Substituirt man nun: 

7-^ — = — ~ also X = -r: — i — a > , 
i — x z 2z-\-a ' 

so wird: < ;2f < oo, 

Z. B, ;8? = 1, a = 1. 

m - 2 [I + i (:-)* + i (i)' + 1 ©' + • ■ •] 

^ ==» 2, a = 1. 

Um von den natürlichen Logarithmen, mit der Basis e, zu den 
gewöhnlichen mit der Basis 10 überzugehen, berechne man, weil 
loiog a = *üa : ^10 die Zahl: 

l (10) = 1(2) + ?(5) == 2,302 585 092 9 ... , 

so hat man, alle Werthe mit jy^ = 0,434294481 9 ... zu multipliciren. 

fc(lü) 

48. Die cyclometrische Reihe: y==arctg<r. 
Für die cyclometrische Function f(x) = arctg x wurde im § 36 
eine independente Darstellung der w**" Ableitung gegeben: 

fn(^x) ^n — Ucos j/« sin n (y + ~) = (f.p^T sin n (arctg a; + y ) 
Da nun für a; == auch y = ist, so folgt, dass für diesen Werth : 
/•2(0) = 0, f'{0) = 0, P{0) = . . . P'(0) = 2fc - 1! sin y ;r = 0, 

p{0) = 1, P{0) = — 2!, P{0) == 4!, /'ä^+HO) = 2Ä;! sin —±^ 

= (- 1)*2A;!. 
Das Restglied R wird nach der ersten Formel gleich: 



2 ''- 



n 

n— IIa;" « ^ -^ i / ^2 \2 



2* 



n!(i+0«^)^ si^^(^^^*gÖ^ + f) = -i(f+w) sinn(arctgea;+f). 

Der erste Factor convergirt nach Null, der dritte hat einen endlichen 
Werth. Der mittlere wird für w = cx> nicht unendlich, wenn der Quo- 
tient in der Klammer für alle Werthe von gleich oder kleiner als 
1 ist, d. h. wenn x^ < 1. Demnach ist: 
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arctga== -f -^ + ^. . • (- 1)* 1^:^^^ • • • - 1 < a: ^ + 1. 

Diese Reihe liefert zu jedem echten Bruchwerthe von x den zugehörigen 
Bogen zwischen — — und + -^. Der Arcus, dessen Tangente den 

Werth + 1 hat, ist gleich — ; also lässt sich diese für die Perioden 
der goniometrischen Functionen wichtige Zahl durch die Form berechnen: 

Die Convergenz der Reihe ist eine sehr langsame, d. h. man muss 
viele Glieder summireu, um einen einigermassen angenäherten Werth 
zu erhalten*); für die Berechnung von tc kann man stärker conver- 
girende Reihen bilden. Ist x ein Bruch, klein genug um rasch den 
Werth von g) =* arctg x nach der obigen Reihe angenähert zu finden, 
so bilde man tang (m^), unter m eine ganze positive Zahl verstanden, 

die so gewählt sei, dass mg) nahezu gleich ^, also mtp — ^ ein sehr 

kleiner Bogen wird; dadurch wird auch tgymq) — ^) == ^T^^~ ein 

kleiner Bruch, also ist mw — ^ = arctg ißr-?——] niit rascher Con- 
vergenz aus der Reihe zu berechnen. 

Für x = \, m = 4 wird tg 2g, = .j|*^ = ^^, tg4<p =Jg 

tg4(y— 1 1_ 

l + tg4 9 239' 

also **) : 






=4arctg 1 - arctg4= 4 [| - | • (1)' + 1 (j/ - 1 (|)' _] 

_r_L_l(_Ly + l(J_Y 1 

L239 3 \239/ ' 5V239/ J 

7t = 3,141592653 . . . 

Um für Werthe der Tangente, deren Betrag grösser als 1 ist, den 
zugehörigen Bogen zu berechnen, beachte man, dass, für 



*) Durch Addition einer ungeraden Anzahl von Gliedern in der obigen Eeihe 
erhält man eine obere^ durch Summation einer geraden Anzahl eine untere Grenze 
des gesuchten Werthes. Sollen z. B. die beiden Grenzen nur noch in der Uten 

DecimalBtelle differiren, so müsste man y • lO^o Stellen summiren. 

**) Zuerst aufgestellt von dem Engländer Machin, der jt auf 100 Decimal- 
Btellen berechnete 1706. (Siehe Klügel: Math. Wörterbuch: Cyclotechnie.) Xjm 
n auf 10 Stellen genau zu erhalten, genügt es hier 15 Glieder der ersten und 8 
Glieder der zweiten Reihe zu summiren. 



1_ 
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und für 

-|<9'<0, tg(--|--9,) = ,^. 

Demnach wird, indem man tg q) = x setzt, + ^ = arctg x + arctg 
(o; ^ 0), also 

, , 7t .1 ,31 (1 1,1 1, ) 

Damit sind wir zu einer Reihe mit wachßenden Potenzen von — 
oder mit absteigenden von x gelangt. 

49. In den Reihen für sin x und arctg x kommen nur ungerade 
Potenzen von x vor, in der für cos x nur gerade (einschliesslich 
der Null). Die beiden ersten Functionen sind dadurch als unpaare, 
die andern als paare gekennzeichnet. 

Eine unpaare Function f(x) lässt sich allgemein durch die Eigen- 
schaft definiren, dass f(x) = — f{ — x) , bei einer paaren ist f{x) = 
/*(— x). Daraus folgt, dass eine unpaare Function, falls sie an der 
Stelle X =^0 stetig ist, dort den Werth Null haben muss ; weiter folgt 
durch Differentiation, dass alle ihre Ableitungen ungerader Ordnung 
paare Functionen sind, die Ableitungen gerader dagegen unpaare. 
Diese letzteren müssen an der Stelle Null deshalb ebenfalls alle ver- 
schwinden. Bei der paaren Function dagegen werden alle Ableitungen 
ungerader Ordnung auch unpaare Functionen und bekommen für x =^ 
den Werth Null. 

50, Die Entwickelung der Taylor 'sehen Reihe beruht auf der 
Bildung der w*^" Ableitung. Damit ist zugleich die Grenze ihrer An- 
wendbarkeit ausgesprochen; denn wird für eine Function der allgemeine 
Ausdruck dieser zu compHcirt, so verliert diese Methode an Brauch- 
barkeit. Aus der für aresin x aufgestellten Recursionsformel ist es 
z. B. nicht schwer, die Werthe der Ableitungen an der Stelle x = 
allgemein zu berechnen, aber für die Bildung des llestgliedes ist die- 
selbe nicht geeignet*). Man wird daher vor allem bestrebt sein müssen, 
die Frage nach der Convergenz einer Potenzreihe und nach derEnt- 
wickelbarkeit einer Function lediglich aus den Eigenschaften der 
Function selbst, nicht wie es im vorstehenden geschehen ist auch aus 
den Eigenschaften aller ihrer Ableitungen, zu beantworten. Sodann 
aber wird man einsehen, dass eine Potenzreihe, welche man auf irgend 
welche Weise für eine Function in einem Intervall gewonnen hat, mit 



*) Die EntwickeluDg von aresin x in eine Reihe siehe Integralrechnung. 
Buch 3. Cap. 4. 
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der Taylor'schen Reihe identisch sein muss, weil f {x) nicht durch 
zwei verschiedene Potenzreihen dargestellt werden kann. Die Unter- 
suchungen erfordern, sollen sie vollständig sein, die Erweiterung des 
Zahlengebietes und dafür müssen erst durch die Theorie der Func- 
tionen mit mehr als einer unabhängigen Variabelen neue Begriffe ein- 
geführt werden. 
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Functionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen. 

51. Wenn der Werth einer Veränderlichen z durch die Werthe 
zweier von einander unabhängiger Veränderlicher x und y derart be- 
stimmt ist, dass zu jedem Werthe von x im Intervall von a bis 6 und 
zu jedem Werthe von y im Intervall a bis ß ein oder auch mehrere 
Werthe von z gehören , so heisst z eine Function der beiden unab- 
hängigen Variabelen x und y. Auch hierbei können wir die Func- 
tionen nach der Art ihres analytischen Ausdruckes classificiren in 
algebraische und transscendente , und die Form , in welcher die 
Function gegeben ist, kann eine explicite: z = /*(^, y) oder eine im- 
plicite: f{x^ y, ;gi) == 0, oder auch eine durch zwei Parameter ver- 
mittelte sein : X = (p {u, v)y y = tjj (w, v), z = % {'^h ^)- ^^^ Gesammt- 
verlauf der Function wird mit Hülfe des Cartesischeu Coordinaten- 
systems im Räume — am einfachsten mit Hülfe eines rechtwinkligen 
— veranschaulicht, indem man jedes Werthsystem: x und y durch 
einen Punkt in der horizontalen xy-Woene darstellt und den zugehörigen 
Werth von z nach oben oder nach unten, je nachdem er positiv oder 
negativ ist, auf einer Strecke senkrecht zur Ebene aufträgt. Der 
Endpunkt dieser Strecke repräsentirt das zusammengehörige Werth- 
system X y 0. Das Intervall von x =' a bis 6, y = a bis ß bestimmt 
in der xy-Ehene ein Rechteck, über welches sich die construirten 
Punkte lagern, das Gebiet, für welches die Function definirt ist. 
Durchlaufen x und y alle Werthe von — oo bis -|- oo, so breiten 
sich dieselben über die ganze Ebene aus. Eine üebersicht über die 
Vertheilung der Punkte wird erzielt, hindern man der einen Variabelen 
z. B. X einen festen Werth giebt, zunächst x = a, und y verschiedene 
Werthe zwischen a und ß ertheilt; durch Verbindung der so con- 
struirten Punkte entsteht ein Polygon im Räume, dessen Projection 
in der ic j/-Ebene die Gerade x >== a ist. Durch Abänderung des Werthes 
X erhält man für die gleichen Werthe von y andere Polygone; denkt 
man sich die Punkte, für welche y denselben Werth erhalten hat, ver- 
bunden, so entsteht ein Netz, dessen viereckige Maschen durch weitere 
Einschaltung von Punkten immer mehr verkleinert werden, und welches 
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eine bestimmte Fläche zur Grenze haben kann. Diese Fläche ist als- 
dann das totale Bild der Function ^ ihre Durchschnitte mit Ebenen, 
parallel der yjs- oder ir^-Ebene, sind Curven, welche die Grenzen der 
anfangs construirten Polygone bilden. 

52. Wir betrachten die explicite Function z^=f(Xy y), die wir 
zugleich als eindeutig voraussetzen, und fragen, wann dieselbe in einem 
Gebiete, für welches sie bestimmte Werthe hat, stetig ist. Irgend 
eine Stelle des Gebietes denke man sich mit einem kleinen Rechteck 
umschlossen, dessen Seiten parallel der Abscissenaxe die Länge 2h, 
parallel der Ordinatenaxe die Länge 2 Je haben, so dass x + h, Vzh^ 
die Coordinaten der vier Eckpunkte werden. Jede Stelle in diesem 
Bereiche oder auf der Grenze desselben hat dann die Coordinaten 
X + 0Ä, y + rjky (0 <^ 6 ^ 1, ^ 1^ <; 1). Bezeichnet man den zu- 
gehörigen Functions werth mit f{x^Qhy V doV^)) ^^ ^^^ ^^ Func- 
tion an der Stelle xy nur dann stetig genannt werden , wenn sich end- 
liche Werthe von h und k ausfindig machen lassen, für welche die 
Differenz: f{x + 0ä, 2/ ib ^*) ~' f{^7 V) ^^^ jedem Werthe der unab- 
hängigen Veränderlichen und rj ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
ivirdy als eine vorgegebene beliebig kleine Zahl 8, Dann und nur dann 
nämlich wird jede Zahlenreihe, welche man aus /'(iC + 0Ä, y + v^h 
— f{Xy y) erhält, wenn man und ri in irgend welcher Weise 
nach Null convergiren lässt, selbst die Null zur Grenze haben. Noth- 
wendig zur Stetigkeit ist also, dass f(x •+: Qh , y) — f {x, y) und ebenso 
f{x, 2/ + ^fc) — f{Xy y) unendlich klein werden, oder in anderen 
Worten: dass f(x, y) als Function allein der Veränderlichen x^ oder 
allein der Veränderlichen y stetig sei; aber hinreichend ist dieses noch 
nicht. Es bezeichnet also verschiedenes, wenn man sagt f(x, y) ist 
eine stetige Function der beiden Variabelen x und y, oder f ist eine 
stetige Function sowohl von x wie von y. 

Dagegen kann man die obige Definition durch die ihr gleich- 
werthige ersetzen: Es muss sich an der Stelle xy ein endlicher Werth 
h und ein endlicher Werth k ausfindig machen lassen, so dass für alle 
Werthe gleich oder kleiner als h respective k^ f\x + 0A, y) eine stetige 
Function von y und f{x, y + rjk) eine stetige Function von x allein 
ist, dergestalt dass der Betrag: 

abs [f(x ±eh,y± fik) - fix ± eh, y)] < d 
wird, für alle Werthe von tj lediglich durch Wahl von k unabhängig 
von 0Ä, und analog: 

abs lf{x + 0Ä, y + rjk) — f{x, y + 7jk)] < ä 
für alle Werthe von lediglich durch Wahl von h unabhängig von lyÄ. 

Diese Bedingungen bezeichnet man in Worten: f(po,y) muss eine 
gleichmässig stetige Function von x sowohl wie von y in der Um- 
gebung der Stelle x, y sein. 



Functionen von mehreren Veränderlichen. 91 

Denn nach dieser Forderung ist auch, wenn in der zweiten Un- 
gleichung ri = angenommen wird: 

« 

abs [f{x±eh\ y) — f{x, y)\ <8 (für alle Werth von 0). 

Diese Ungleichung zur ersten addirt, zeigt, das» 

abs [f{x + ©*,«/ + i?it) — fix, y)] 

für alle Werthe von 9 und ri lediglich durch Wahl von h und h kleiner 
wird als die beliebig kleine Grösse 2d. 

Diese Pormulirung ist deshalb nicht unwichtig, weil sie die Unter- 
suchung der Stetigkeit einer Function mit zwei Veränderlichen auf 
die Untersuchung der gleichmässigen Stetigkeit in Bezug auf 
je eine der Veränderlichen reduciren lässt. 

Beispiele: 1. Die Function z ^= a x^^ y* {(i und v ganzzahlig > 0) 
in welcher a eine beliebige Constante bedeutet, ist eine stetige Func- 
tion beider Variabelen. 

Es ist nämlich: 

(t/ ± rjky ^ / = (i/, (+ fjh) r-^ + V, (± fiky y^-^ +•••(+ nW) 

seinem Betrage nach kleiner als: ^ 

N [{rih) + {rihy + . . . (1,*)'] = N Mtll3^^, 

unter N den grössten Betrag verstanden, der unter den Coefficienten 
in der obigen Klammer vorkommt. Nimmt man i^Ä; < 1, so ist der 
Betrag der Differenz: 

Dem zufolge wird: 

a{x± Qhy [(y ± rihy - y'] < a [x ± Qhy • -^^^ N, 

und soll dieser Werth bei allen Werth^n von und rj kleiner sein 
als d, so hat man, wenn mit X der grösste absolute Werth bezeichnet 
wird, den (x + Qhy bei allen Werthen von annimmt, 

^ < -^^^ zu bestimmen, d. h. ifc < 



l-rik ^ aXN ^ """ * ^ ' ' ^ S+aXN 

Die gleiche Betrachtung zeigt, dass auch die Differenz: 

a{y± Tjlcy [{X ± Qhy — x^^ < 8 ist, wenn h < -jif^iif' 

Die Betrachtungen an diesem Beispiele dienen zum Beweise des all- 
gemeinen Satzes: 

Ist /(a:, y) «= 9?(a;) • tl){y) und sind tp und ^ stetige Functionen, 
der Variabelen x und y^ so ist f eine gleichmässig stetige Function 
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sowolil von X wie von y, d. h. eine stetige Function beider Variabelen. 
Denn es lässt sich 

(p{x ± eh) [^(y ±rjJc)^ ^(y)] < d 

machen, lediglich durch Wahl von Je unabhängig von Qh, und 

lediglich durch Wahl von h unabhängig von riTc, 

2. z = — wird unstetig in allen Punkten der Geraden a: = und 

xy ® 

der Geraden y = 0. Denn — ist für alle Werthe von x eine unstetige 

Function von y an der Stelle y = und für alle Werthe von y eine 
unstetige Function von x an der Stelle x =^0, 

3. i? = — ist unstetig in allen Punkten der Geraden a; = bei 

X ° 

endlichen Wertheu von y und völlig unbestimmt im Punkte x = 0, 

y = o. 

4. Definirt man die Function z = sin (arctaug — )*) für x = i) 

so, dass man sie bei allen Werthen von y gleich Null nimmt (auch 
für y = 0), so ist sie im Punkte x = 0, y = eine unstetige Func- 
tion, wiewohl wenn man x == setzt, eine stetige Function von y 
allein ist, und wenn man y = setzt eine stetige Function von X] in 
beiden Fällen ist constant gleich Null. Bildet man aber die Diffe- 
renzen für die Umgebung dieser Stelle, so bleibt 

sin (arctang i|^ < d 

weder durch Wahl von k unabhängig von 0A, noch durch Wahl von 
h unabhängig von rjk. Denn damit nur der Betrag der linken Seite 

kleiner als —l werde, muss bei gegebenem Qh k kleiner gewählt werden 

als Qh, es ist also nicht unabhängig von h. Setzt man y = kxy so ist 
die Function sin (arctg k) stetig, aber an der Stelle a; = sollte sie 
Null sein. 

5. Bildet man die Function z = xf*y^^, in welcher a und ß positiv 
sind und und ß <cc ist, und ersetzt man dieselbe für y = bei allen 
Werthen von x durch den Werth = 0, so ist sie eine unstetige 
Function an der Stelle x = 0, y = 0, wiewohl sie, wenn man y = ax 
setzt, eine stetige Function: := oc"-(^ a~^ der Variabelen x wird, also 
stetig ist auf jeder vom Nullpunkt ausgehenden Richtung. Denn es 
ist auch hier nicht möglich, einen von rik unabhängigen endlichen h- 
Werth ausfindig zu machen, für welchen 

{±Qhr{±n'k)'^< * 

bleibt. 



*) Thomae: Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale S. 31. 
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In einem Gebiete, in welchem (einschliesslich der Grenzen) das 
Kriterium der Stetigkeit ausnahmslos für jeden Punkt gilt, ist f{Xj y) 
eine gleichmässig stetige Function beider Variabelen, d. h. 
es lässt sich ein Werth für h und einer für h angeben, die, welchen 
Werth auch x und y haben mögen, hinreichend sind, um die Un- 
gleichung 

r f{x±Qh,y±ril)~-f{x, y)<8 (0 < < 1, < iy < 1) 

zu befriedigen. Denn Hessen sich solche Minimal werthe von h und Tc 
nicht angeben, so müssten Stellen im Gebiete vorhanden sein, in deren 
unmittelbarer Umgebung das Kriterium der Stetigkeit nur dadurch er- 
füllt werden kann, dass h und h schliesslich unter jeden angebbaren 
Werth herabsinken. Dass dieses nicht der Fall sein kann, wird folgender- 
massen erkannt: Angenommen es sei x^ y^ solch eine Stelle; man be- 
stimme für einen Punkt x^ — £, y^ — b in beliebiger Nähe derselben 
die Grossen h und h derart, dass 

abs [f(x^ — f + 0*» ^1 — «' + n^) — f{^\ — ^j y\ — < ^' 

Die Annahme besagt nun, dass während a und a nach Null conver- 
giren, auch die Grössen h und h unter jeden angebbaren Werth herab- 
sinkei;^, damit die Ungleichung bestehen bleibe, dergestalt, dass 
— f + 0A und — s' '\- iqh stets kleiner als Null bleiben, so dass die 
Stelle x^ y, bei diesem Processe nicht erreicht wird. 

Andererseits lässt sich aber an der Stelle x^ y^ ein endlicher Be- 
reich + 0A, + »^ifc angeben, für welchen 

abs [f(x^ ± 0Ä, «/, + TjÄ;) ~ f{x^ y^y] < *. 

Dieser endliche Bereich umschliesst auch die Punkte x^ — £, y^ — e 
(denn s und e convergiren nach Null, h und h haben einen festen 
endlichen Werth) und folglich ist auch für jeden dieser Punkte der- 
selbe angebbare Bereich ausreichend zur Erfüllung der Ungleichung, 
so dass also die getroffene Annahme im Widerspruche mit der Stetig- 
keitsbedingung steht. 

53. Die ersten Differentialquotienten der Function an einer Stelle, 
in deren Umgebung sie stetig ist, können auf mannigfache Weise ge- 
bildet werden: Lässt man erstlich y ungeändert, während x um ^x 
wächst oder abnimmt, und bezeichnet man die zugehörige Aenderung 
von g mit ^x^, so ist der Differenzenquotient: 

Aa?g ^ f{x±£^ x) — f{x,y) ^ 
Aa; ±Aa; 

Wir nehmen an, derselbe nähere sich, wenn ^x nach Null convergirt, 
einem bestimmten Grenzwerthe, sowohl für das + wie für das — Zeichen, 
beide Grenzwerthe brauchen aber nicht identisch zu sein; man be- 
zeichnet ihn nach Jacobi mit -^— oder J- und nennt ihn die vor- 

dx dx 
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wärts; resp. rückwärts genommene partielle Ableitung von 
z nach x, so ist: 

M_ = ff = Lim t^±^^y)-f(Er^ für Aa;=0. 

ox ex + Are 

Die partielle Ableitung von z nach y wird nun zweitens in 
derselben Weise erhalten, indem x ungeändert bleibt: 

-1^ = -I* = Lim A«,y±Ay)-/-(a;. jO fa^ Ay = 0. 
dy dy ±Ay ^ 

Selbstverständlich besteht auch hier der Satz: Wenn die vorwärts 
genommene partielle Ableitung nach x oder nach y mit der rückwärts 
genommenen identisch ist, so gilt der Mittel werthsatz '^ 

ax + h,y)^ fix, y)^hr{x + eh, y), 
f{x, y + l)—f{x, y) = 1cf {x, y + rik), 

und rj werden bezüglich von y und x abhängig sein. 

Wird aber x um Aa?, und y gleichzeitig um Ay geändert, wobei 
das Verhältniss Ay : Ax noch ganz beliebig sein kann, jedoch endlich, 
so entsteht die Zunahme: 

Az^fix + Aic, y + Ay) - f{x, y). 

Auch hierbei ist die Frage zu beantworten, welchem Grenzwerth 

nähert sich ^ oder auch ^, wenn Ax und Ay in irgend welcher 

Weise nach Null convergiren, so jedoch, dass ihr Verhältniss stets 

einen endlichen Grenzwerth ^ behält, vorausgesetzt, dass in der Um- 

gebung dieser Stelle bestimmte Werthe der partiellen Ableitungen ^ 

und ^ existiren. - Es ist identisch: 
dy 

f(x+Ax, y+Ay)—f(Xy y) ^ fix+Ax,y+Ay)—f(x,y+Ay) . 
Ax Ax "• 

I f{Xyy-\-£s.y)^f{x,y) ^ Ay 
' Ay Ax' 

Lässt man in dem ersten Quotienten der rechten Seite erst Ay 

zu Null werden, so erhält er den Werth Aa^+Aa? y)~A'a^ ,_y) ^^j^j^^^ 

' Ax ' 

für verschwindendes Arr in ^* ^ übergeht; wird aber umgekehrt 
erst Ax gleich Null gesetzt, so erhält man -^^^ f und dieser 

(/ X 

Ausdruck wird für A V ebenfalls den Werth ^i^*^ nur dann annehmen, 

^ ox ' 

wenn diese Function in Bezug auf y stetig ist. Welcher Werth ergiebt 
sich nun, wenn Ay und Ax irgendwie gleichzeitig nach Null' conver- 
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giren. Damit der Grenzwerth wiederum unabhängig von der Art der 

Convergenz gleich '^^' '^' werde, muss die Bedingung erfüllt sein, dass 

sich ein Ao; und unabhängig davon ein Aj/ finden lässt, so dass der 
absolute Betrag der Differenz: 

[_ Ax 0Aa; J *^ 

wird, wenn d eine beliebige kleine Grösse bezeichnet, während die 
echten Brüche und rj alle möglichen Werthe erhalten. Diese Un- 
gleichung sagt in Worte gefasst aus: Der Differenzenquotient 
muss eine gleichraässig stetige Function von Ax und von 
y sein. 

Diese Bedingung ist nothwendig und hinreichend — sie lässt sich 
durch keine andere ersetzen. Der Differentialquotient geht durch steti- 
gen üebergang aus dem Differenzenquotienten hervor, und wir können 
daher leicht schliessen, dass aus dieser Forderung die Stetigkeit der 

Function ■— in Bezug auf y nothwendig folgt, ohne dass darum diese 

C X 

die obige zu ersetzen geeignet ist. Denn da die Bedingung für alle 
Werthe von Ay unabhängig vom Werthe Aic erfüllt sein muss, so 
gilt sie auch für Ax = 0, d. h. 

df{x, y + Ay) _ WJx, y + yA y) ^ (0 < w < n 

dx d X ' \ = i = -J 

Schreibt man die obige Ungleichung, indem man 0=1, ly =» setzt, 
in der Form 

abs [ f(^+^^^ y+^y) - fjx+^x, y) __ f(x,y+A y)—f{x,y) l Ay ^ g 
l Ay Ay JAx^ ^ 

so erkennt man, da dieselbe für noch so kleine Werthe von Ax und 
Ay gilt, deren Verhältniss einen beliebigen endlichen Grenzwerth k be- 

sitzen soll, dass auch die Stetigkeit von ~- in Bezug auf x in der 

obigen Bedingung enthalten ist, denn es muss 

abs r /'(^+^^iy + ^y)-A^ + Aa;,y) _ f{x_, y + Ay) -f{x,y) l ^ jj. 
L Ay Ay j^ ' 

also für Ay = auch ^J^^'UA ^ ^J^l < Sl sein. 

Sonach lautet das Resultat 

FaUs an der Stelle xy^ wo f stetig ist, der Differemenqtwtient: 

f(x + Ay, y + Ay)- fix, y + Ay) 

Äx 

eine gleichmässig stetige Function von Ax und y ist^ so is^ jz ^'^ 

stetige Fundion der Variabelen y, ^ ^eine stetige Function der Varia- 
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leUn X, und es wird bei allen Werthen von dy : dx der totale Di/feren- 
tidlquotient nach x gleich 

dz^df ydj^ dy 
dx dx ' dy dx' 

oder symmetrischer geschrieben, das totale Differential gleich: 

dg ==, IL dx + l^ dy , 

d. h, gleich der Summe der partiellen Differentiale. 

Die Dififerentialgleichung zeichnet sich von der Differentialquotien- 
tengleichung durch Symmetrie aus; sie hat aber, da auf beiden Seiten 
verschwindende (unendlich kleine) Grössen stehen, nur dadurch einen 
Sinn, dass sich aus ihr jeder Zeit eine Quotienteogleichung bil- 
den lässt. 

In den meisten Fällen der Rechnung genügt eS; die Bedingung 
des Satzes vom totalen Differentiale durch die engere zu ersetzen: Ist 

der vor- und rückwärtsgenommene Differentialquotient ^ in der Um- 

X 

gebung einer Stelle eine stetige Function beider Variabelen x und y 

und hat ö^ einen bestimmten Werth, so ist auch 
dy 

Denn alsdann kann man in der Gleichung: 

f{x+d,x, y+Ay)-f{x, y) ^f{x+Ax , y+^y) — f(x,y+Ay) , 
Ax Ax "•" 

I f{x.y+Ay)— f(x, y) Ay 
'• Ay Ax 

den ersten Quotienten durch den Mittelwerth: 

d fjx+OAx, y+Ay) 

dx 

ersetzen, der für Ari; = 0, At/ = in ^ übergeht. 

Beispiele. 

1. Die Function = j/x'^-^y'^ ist eindeutig und stetig auch an der 
Stelle a? = 0, 2/ = 0, aber ihre ersten Ableitungen 

dz X dz^ y 

dx'^y^^i' dy ~" pä«+2/« 

haben an der Stelle a; = 0, y = keine bestimmten Werthe; es findet 
also hier der Satz vom totalen Differentiale nicht ohne weitere Fest- 
setzungen über die partiellen Ableitungen Anwendung. 

2. Ersetzt man in der Function ;Sf = (3 a; + 3) + y alle Werthe 
«/ = durch die Werthe &x, so ist die so gebildete Function in der 

Umgebung der Stelle x^l^y^O stetig; aber ^-? ^ = 6, ^J^^ = 3 

X G X 
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d. h. der partielle DiflFerentialquotient nach x ist keine stetige Function 

von y; desgleichen wird ^J^ = 1, ^^+-^-^-^"1 = + oc ; es gilt 

also für die Function, an der Stelle an welcher sie stetig ist, doch 
nicht der Satz vom totalen Differentiale. 

3. Ein Beispiel, bei welchem f stetig in beiden Variabein und 

^ eine stetige Function von y ist, ohne dass der Satz vom totalen 

Differentiale gilt, bietet die Function ;2: == o; sin (4arctg|^) mit der 

Festsetzung, dass bei allen Werthen von y (auch bei j/ = 0) stets für 
X = auch z = sei. Diese Function ist stetig in der Umgebung 
der Stelle a; = 0, y = 0. Es wird nun 

»^ _ Li„ '^-'■(••^^ _ „. 

doc Ax 

also eine stetige Function von y. Dagegen ist 

^ -, ^, X sin (4 arctg - - 1 

dy Ay 

so lange x von verschieden; während -^-^-=0 ist. Der Satz 

vom totalen Differentiale gilt hier nicht. 

Die Bedingung, unter welcher der Satz vom totalen Differentiale 
besteht, ist die Bedingung für die Darstellbarkeit der Function durch 
eine Fläche. Wie wir von der Function einer Veränderlichen sagen: 
sie lässt sich an einer Stelle durch eine Curve darstellen, wenn die 
Verbindungslinien dieses Punktes mit benachbarten nach einer festen 
Grenzlage convergiren, so sagen wir von einer Function zweier Ver- 
änderlichen, sie lässt sich als Fläche an einer Stelle darstellen, wenn 
jede Ebene, welche durch den betrachteten Punkt und durch irgend 
zwei andere der Function angehörige Punkte gelegt wird, nach der- 
selben festen Grenzlage convergirt, falls die beiden anderen Punkte an 
den ursprünglichen in irgend welcher Weise heranrücken. (Es ist eine 
Besonderheit, wenn eine Fläche an einem Punkte sich verhält wie ein 
Kegel an seiner Spitze; dabei kann nicht mehr von einer festen Ebene 
die Rede sein; die ersten partiellen Ableitungen werden unbestimmt.) 
Es seien die Coordinaten der Punkte bezüglich xyz] x-^A^x, j/ + A,t/, 
z + A,;2?; X + AjO;, y + Aj^, ^ + Aj^ef, wobei: 

z + A2^ = f{x + A.r», y + Ajy). 

Die Gleichung einer Ebene, welche durch diese drei Punkte gelegt 
wird, lautet, wenn |, i^? S die laufenden Coordinaten bedeuten: 

Harnack, Differential- u, lutogralreohnung. «j 
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Oonvergiren nun A,a: und A,t/, desgleichen Aja: und A2y nach Null, 
während die Grenz werthe ihrer Verhältnisse bezüglich mit (^-) , (t^) 
bezeichnet werden, so wird, falls der Satz vom totalen Differentiale gilt : 

AiX dx ' dy \dxA'* A^x dy dx \dx^2^ 
also: A == ^~f B ^= J , Und umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen: 

Wenn A und B bei jedwedem Grenzproeesse diese Werthe erhalten, so 
besteht der Satz vom totalen Differentiale. 

54. Die partiellen Ableitungen höherer Ordnung werden nun wei- 
ter nach den Regeln für Functionen mit einer Veränderlichen gebildet. 

Man bezeichnet mit — . die Function, welche entsteht, wenn die Ab- 

dx^ ' ' 

leituug von ^ nach x genommen wird, und kann dieselbe wiederum 

ex 

durch die ursprüngliche Function definiren vermittelst der Gleichung: 

^V _ T :^ f{x+^Ax,y>i--^f{x+Ax,y )-\-f{x,y) 
dx^ "~ ^^™' Ax^ 

(für Ax = 0), Ebenso ist: 

^y _ d^^yj^ _ f(x,y+2Ay)-2f(x.y+Ay) + f(x, y) 

dy'~ dy -j^^^ Ay^ 

o« r Ott ^ 

Durch weitere Differentiationen folgen die Ableitungen — - und — - 

Es lassen sich aber auch sogenannte gemischte Ableitungen bilden: 
indem man nämlich die Function ~- nach y differentiirt, entsteht eine 

Function, welche mit ^-It- bezeichnet werden soll, und ebenso wenn 

dyöx ' 

J- nach X differentiirt wird: r—L—. Beide werden durch die ur- 
oy dxoy 

sprüngliche Function definirt vermittelst der Gleichungen: 

f {x+A x, y+A y) — f(x , y+Ay) ___ f{x+Ax,y)'-f{x, y) 

^f = Lim Lim Ax Ax 

^y^^ jy=Q jx=o Ay 

f{x+Ax, y +Ay)-'f(x+A x, y) _ f(cc,y+A y} — f(x, y) 
^ = Lim Lim ^J Ay "__ 

GXCy Jx=OJy^O Ax 



Functionen von mehreren Veränderlichen. 99 

Die Ausdrücke auf der rechten Seite sind identisch gleich: 

f{x-\-£^x, y+Ay)—f(x, y+Ay)—fix+ Ax. yV±f{x,y) _ . / a ^ a ,a 

und unterscheiden sich nur dadurch von einander, dass ira ersten Falle 
der Grenz wer th gebildet werden soll, indem zuerst AiC dann A 2/ nach 
Null couvergirt, im zweiten dagegen umgekehrt erst A«/ dann Aa; 
gleich Null wird; es fragt sich, ob dabei die Grenzwerthe identisch 
sein müssen? Ich behaupte: Diese Identität besteht jedenfalls an 

einer Stelle, in deren Umgebung tJ- und .. l (oder auch J- und 
' ^ r dx dydx \ dy 

^—y) 5^^%^ Functionen beider Variabelen x und y sind; womit aber 

nicht gesagt sein soll, dass dies zugleich die nothwendige Bedingung 
ist. Unseren Voraussetzungen zufolge können wir nämlich auf die 
Function 

n(rr, y) = f{x, y + Ay)- f{x, y), 

in welcher zunächst y und A«/ als constant, x als variabel betrachtet 
wird, den Mittelwerthsatz anwenden: 

n(^ + Ax, y) - n(^, y) = m^+^y) . ^^ 

oder explicite geschrieben: 
[fix + Ax,y + Ay)— f(x + Ax, y)] — [fix, y + Ay)— fix, y)] 

\ dx dx ) ' 

Demnach wird 

d f{x+0£^x,y+diy) __ dfix+Q£!s.x,y ) 

^(Ax Av) = — ^^ = dV(x+AQx, y+yAy) 

^ ' ^^ Ay dydx 

Denn für die Function ^ gilt der Voraussetzung zufolge ebenfalls 

dx ^ ^ . ^ 

der Mittelwerthsatz. Ist nun rf l ■ in der Umgebung der Stelle x y 

eine stetige Function beider Variabein, so ergiebt ^V(a;+eA^^y +yAy) 

den nämlichen Werth, mag zuerst Ax und dann Ay, oder zuerst Ay und 
dann Ax verschwinden, d.h. auch ^ liefert unabhängig von der Reihen- 
folge Aii; = 0, Ay = denselben Werth. Es sind also in diesem 

Falle die Grenzwerthe ^—l— und ^— — identisch. 

dydx dxdy 

Zu bemerken ist nur noch , dass der Werth von ^ — !r- oder ih auch 

' dydx ^ 

über alle Grenzen hinaus wachsen kann; doch kann dies unter den 
angenommenen Verhältnissen, wenn nämlich der Mittelwerthsatz be- 
stehen bleiben soll, nur so geschehen, dass ^ in bestimmter Weise 
unendlich wird, wie man sich dieser Stelle auch nähern mag; die 
Grenzwerthe bleiben dann einander gleich, -f-00 oder — 00. 

7* 
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Man kann nun weiter schliessen, dass unter entsprechenden Ver- 
hältnissen auch für partielle Ableitungen höherer Ordnung die Folge 
der Diflferentiationen einerlei ist. Denn ist: 

dydx dxdy^ 
so folgt durch DiflPerentiation z. B. nach x 

a Y__ ^ ay 

dxdydx dx*dy 
Setzt man sodann ^^ = p und gilt für die Function p der eben be- 

wiesene Satz, ist also z. B. nicht nur —^ = ^ , sondern auch 

X X 

dydx dydxdy 
eine stetige Function beider Variabelen, so wird: 

__ ^ -tL ^ d, li. Q— ^ö- = o / g = o^/;>,, w. z. b. w. 



dxdy dydx'* ' ' dxdydx dydx^ dx^dy 
66. Mit Hülfe der höheren partiellen Ableitungen werden die höhe- 
ren totalen DiflFerentialquotienten in folgender Weise ausgedrückt: 
In der Function 

d 



dz ?f{x,y) , df{x,y ) dy 



dx dx ' dy dx 

welche von den beiden Variabelen x und y abhängt, lasse man x um 
Ax, y um Ay wachsen, so wird der Grenz werth des DifiFerenzenquo- 

A — 
5i . . d^z 

tienten: ~~r — , der für verschwindendes Ax mit , -, bezeichnet wer- 
Ax ' dx* 

den soll, aus der Form zu berechnen sein: 

df{x+Ax,y+Ay) dfix^y) 



d^z T- dx dx , 
_ = Lim ^ + 

d f{x+Ax, y+A y) d fix , y) 



+ :t^ • Lim 
' dx 



dy dy 



dx 
dy "*"* Ax 



+ ^f^ . Lim 



Ax 
Der erste Grenzwerth der rechten Seite ist nach den vorangegange- 

nen Sätzen die totale Ableitung der Function ^ nach x, also gleich 

^ + Ö-4- • ^ ; ebenso der zweite die totale Ableitung von ^ gleich 
ci X oycx Q/X oy 

5 — ~- + ö-^ • :~ : der dritte Grenzwerth ist unbestimmt , gerade so wie 
dxdy ' dy^ da? ' ' ° 

^ selbst, so lange nicht ein Gesetz zwischen der Aenderung der Va- 
riabelen X und der Variabelen y angegeben ist; besteht aber solch eine 

Abhängigkeit, so wird Lim mit — zu bezeichnen sein; (stehen 

t^ X CvX 
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z. B. die Zuwüchse, welche x ertheilt werden, in bestimmtem Verhält- 
nisse zu denen von y, so ist dy ; dx = 7c, d'^y : dx"^ = 0); also wird, 

wenn «-^ = ^— ^ ist, 
dxoy oyox ' 

Es ist zu bemerken, dass dieser Ausdruck nicht gleichartig in Be- 
zug auf die Differentiale von x und y gebaut ist; was eben damit zu- 
sammenhängt, dass wir dieVariabele x als unabhängige uns dachten, 
und die höheren Differenzenquotienten in Bezug auf x bildeten (§. 33). 

Gleichartig wird er, wenn entweder die Grösse ;— als eine Constante 

OiX 

in Bezug auf x zu betrachten ist, also y dem x proportional sich än- 
dert, denn dann gehören wie erwähnt zu gleichen Werthänderungen von 

X auch gleiche Aenderungen von y und es wird A ;^^ «= 0, folglich: 

(tX 

d^z _^ a^/; , 9 d^f_ dy , aV (dyV 
x^ öx^ ' dxdy * dx "^ ^w« \dx) ' 



dx^ dx^ ' dxdy 

oder wenn auch die Aenderung von x ebenso wie die von y von einer 
anderen dritten Grösse abhängig gemacht werden soll. 

Dieser Fall ist etwas näher zu betrachten. Sind x sowohl wie y 
Functionen der unabhängigen Grösse ^, deren Aenderung also auch 
die Werthänderung von x und y bedingt, so werden die Differentiale 
dx und dy Functionen von t, multiplicirt mit dem Differentiale dt\ 

mithin ist der Differentialquotient -^ eine Function von t. 

Bezeichnet man dx = <p{t)dt, dy =^ rl;{t)dt, so ist ^ = ^^; 
ändert sich t und soll der Differentialquotient bestimmt werden, so wird 

d(^) 

dt (p{ty 

Es ist ersichtlich, dass man zufolge der Gleichungen ^f = 9^(^)> 

-^ = ^(t) auch schreiben kann: ^ == ^'(^), ^ = V'CO ^^^^ 

cPx = (p\t)df y d^y ^=^ ^\t)dt'^\ führt man diese Werthe in die obige 
Gleichung ein, so nimmt sie Form an: 



dt 



) dxd^y — dyd^x i ,7/^2/\ dxd^y — dyd^x 



d. h. sind in einem Differentialquotienten Zähler und Nenner als Func- 
tionen einer unabhängigen Variabelen zu denken, so wird das Diffe- 
rential desselben in Bezug auf diese Veränderliche nach der allgemeinen 
Quotientenregel gebildet. 
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Fällt die Variabele t mit x zusammen , so hat man x ^= ty also 
(p(t) = 1, (p\t) = 0, folglich d^x = und man erhält die Gleichung 

dC^j = ^,' Fällt die Variabele t mit y zusammen, so ist y = tj 

ti}(t) = 1, if\t) = 0, d'^y = und man erhält die Gleichung 

d C^j = — f/^.'d^' I^^sselbe ist der Fall, wenn q)(t) und ^(^) con- 

stant sind, also die Variabelen x und y proportional der unabhängigen 
Veränderlichen sich ändern. Das zweite und alle höheren Differentiale 
der unabhängigen Variabelen ist also Null. 

Wenn nun in der Gleichimg z^=f{x,y), x sowohl wie y als 
abhängige Variabele zu denken sind, deren Aenderung in irgend wel- 
cher Weise durch eine dritte Variabele t bestimmt ist, so wird das 
totale erste Differential von z in Bezug auf diese Variabele: 

dz df dx , df dy ^ -, (fj,df-, 

zjt == ^ vj* + cT :?/ oder dz = ^ dx 4- ^ dy, 
dt dx dt ' öydt dx ' dy -" 

und indem mau nun beachtet, dass die partiellen Ableitungen sowohl 
als auch die Differentiale dx und dy von f abhängen, folgt für das 
zweite Differential: 

dt^ ~ dx^\dt) '^dydx dt dt '^ dxdy dt dt ' äy«^äx/ '^dxdt'^'^dy dt* 
oder d-^,^f^^dx-+2^l-^dxdy+ ^^f^. df + %d'x + f^d^y. 

Bei dieser letzten Gleichung aber hat man in Erinnerung zu be- 
halten, dass sie eine bestimmte Relation zwischen endlichen Grössen 
nur dann aussagt, wenn x und y als Functionen einer Grösse t ge- 
geben sind, und beide Seiten der Gleichung mit df dividirt werden; 
dass sie dagegen gar keinen Inhalt hat, wenn über die Art der Aen- 
derung von. a; und y nichts bestimmt ist. Man hat sonach die Regel: 

Um das zweite Differential aus dz =^ ~- dx -{■ J- dy in allgemein- 
ster Form zu erhalten ^ bilde man das totale Differential der Glieder 
auf der rechten Seite, wobei sowohl das Differential d'^x wie d?y zu 
berücksichtigen ist. Soll x als unabhängige Variabele genommen werden, 
so wird cPx =^ 0; ist auch y als unabhängige Variabele zu betrachten, 
so wird auch d-y == 0. 

Beispiel: 

z = x^y"" , dz = mx'^^^xf^dx + nx^y^-^dy 

d^z = m{m — l)x"'-^y**dx'^ + 2mnx'^-^y'^-^dxdy + 

+ n{n— l)x'"y'^-^dy'^ + mx'^-^y'^d'^x + nx^y^-^d^y. 

In dieser Regel ist zugleich das Bildungsgesetz der weiteren Differen- 
tiale enthalten: 
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d^z = g dx^ + 3 g|f^ dx-^-dy + 3 g|^, dxdf + g c^2/^ + 

+ 2[g' da: rf^o; + ^^{d^xdy-^d>ydx)+ ff, dyd^y^+^/^ (P^+^^fy- 

Sind aber x und y beide als unabhängige Variabele zu nehmen, so 
reducirt sich der Ausdruck auf seine vier ersten Glieder. Man sieht, 
dass als Coefficienten dieser die Binomialzahlen auftreten und dass 
allgemein bei unabhängigen Variabelen: 

d'^z = N^Wjfc -_:.{--i • dx'^-^dy^ sein wird {n^ = 1). 
^^ dx^ dy 

Bildet man nämlich das totale Differential dieser Gleichung, so folgt: 
efr+t ^ = e?:g yrik / ... 1 . dx^'-^dif +dy y n^ f, \,. dx''-^dyK 

Mit Ausnahme des ersten Gliedes der ersten Summe und des letzten 
der zweiten kommt jedes Glied zweimal nur mit verschiedenem Bi- 
nominalfactor vor, so dass: 

d^^^z = g;^ dx^^ + («, + Wo) ^^ dx-dy-^.-- 

weil aber w* + w*-! = (w + 1)*, so ist: i 

<i«+i^= V(w+ 1)ä — ZTT— 7 dx^'+^-^dy^, w. z. b. w. 



A:=0 



Es ist nicht schwer, diese Untersuchungen auf explicite Functio- 
nen mit mehr als zwei unabhängigen Variabelen auszudehnen, nach- 
dem für dieselben der Begriff der Stetigkeit des partiellen und totalen 
Differentiales in ganz analoger Weise definirt ist*). 

56. Die Kenntniss der partiellen Ableitung einer Function mit 
mehreren unabhängigen Veränderlichen führt, wie Lagrange gezeigt 
hat, ebenfalls zu einer Berechnung der Function durch ein^ unend- 
liche Potenzreihe. Um den Werth von 2 = ({oo-^- hj x -^h) zu finden, 
wenn die Werthe der Function und aller ihrer partiellen Ableitungen 
an einer Stelle xy bekannt sind, bilde man den Ausdruck 

1) F(t) = fix + th,y + tk) = f(x\ y). 



*) Die Sätze über Functionen mit mehreren Variabelen sind zuerst von 
Euler: Inst, calcul. diff. Pars I. 7 systematisch ausgeführt worden. 
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Derselbe wird bei beliebigen Werthen von h und Ic nur dann eiue 
stetige Function von t sein, wenn f innerhalb des durch h und h be- 
stimmten Bereiches eine stetige Function beider Variabelen ist. Lässt 
sich nun die Function F{t) nach der Mac - Laurin'schen Reihe ent- 
wickeln, ist also 

2) F{t) = FiQ) + 1 F\())+ J F"{()) + . . .-J; F\Q t), 
so folgt f ür ^ = 1 der Werth : 

3) F{\) = F(0) + I i-^'co) + . . . ^ Fn^e). 

Nun ist, vorausgesetzt dass f und seine partiellen Ableitungen stetige 
Functionen beider Varialielen sind, für jeden Werth von h und Je, die 
totale Ableitung von F nach t: 

W(t\ — M^> 2/') ^^' _L M{x_,y) dy 
oder weil: x = x -\- ht, y' = y -{- Jet also 

dl^dl d^ = K ^=Ji ^y-==je 

dx dx^ dy dy* dt 'dt ' 

« 

FUt) =. h^-ß§^y} + k^I^^ uud F' {0) =^ h'^f^ß + Ic^-fp^ ■ 

ox cy ux oy 

Ferner v/ird ♦ 

^ -^ ^a;2 ' dxoy ^ dy^ 

also: J^"(0) = Ä^ ^^^§^ + 2hh ^/'^^^ + A^ ^^^^^ 

und so fort allgemein: 

F- (0 = "V nj> h»-" hP ^IMjVL . 

Substituirt man diese Werthe in die (Jrleichung 3), so folgt: 
F{1) = nx+h, y+h) = f{x, y) +\li% + Je |^] + 

• 2 dx^ * ^ic^y ^2/ nl^^ ^ dx^^dv^ 

Dieser Ausdruck ist der Mittelwerthsatz in seiner allgemeinsten 
Form für eine Function mit zwei Variabelen und führt zu einer nach 
Potenzen von Ji und Je fortschreitenden unendlichen Reihe, falls mit 
beliebig wachsenden Werthen von n das Restglied nach Null con- 
vergirt. Das wird insbesondere dann der Fall sein, wenn die partiel- 
len Ableitungen einer Function die Eigenschaft haben, in dem durch 
Ji und Je angegebenen Gebiete *für w gleich unendlich endlich zu 
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bleiben. Ist diese Eigenschaft nicht erfüllt, so Ijanu das Restglied 
trotzdem nach Null convergiren, doch wird die Grenzbestimmung als- 
dann schwierig, so dass andere Kriterien zur Entscheidung nöthig sind. 



Zehntes Capitel. 

Implicite Functionen. Anwendung der Taylor'schen Beihe für die 
Berechnung scheinbar unbestimmter Quotienten. 

67. Die vorstehenden Untersuchungen sind, wie gezeigt wurde, 
dazu geeignet, die Diflferentialquotienten complicirterer Functionen einer 
unabhängigen Variabelen, wenn x und y von der Grösse t abhängen, 
zu berechnen; sie gestatten aber auch eine Anwendung auf die impli- 
citen Functionen*). 

Bei einer impliciten Function f(x, y) = 0, wie sie z. B. durch die 
allgemeinste Form einer algebraischen Function (§. 25) vorgestellt ist, 
wird der Functionswerth , welcher bisher 8 genannt wurde, constant 
gleich Null. Durch diese Festsetzung wird eine Abhängigkeit zwischen 
den Grössen x und y herbeigeführt; denn sind für einen bestimmten 
Werth von x ein oder auch mehrere Werthe von y angebbar, so dass 
f =0 wird, so wird eine Aenderung des x - Werthes eine ganz be- 
stimmte Aenderung jedes dieser Werthe y bedingen , für welche wie- 
derum die Relation f{x, y) =0 erfüllt bleibt. 

Fassen wir einen bestimmten Werth von y ins Auge und suchen 
wir seine Aenderung im Verhältnisse zu der von x zu messen. 

Wann wird y eine stetige Function von x sein? Sobald mit dem 
Wachsthume Are = auch das zugehörige Ay nach Null convergirt; 
d. h. sobald der Gleichung f(x + Aa?, y + Ai/) = bei verschwin- 
dendem Werthe von Ax durch ein verschwindendes Ay genügt wird. 

Es existiren also in diesem Falle für die Function zweier Varia- 
belen 8 =f{Xy y) in noch so kleiner Umgebung der Stelle a?, y noch 
ausser dieser Stelle selbst Werthe für welche sie verschwindet, und 
umgekehrt deckt sich das Vorhandensein solcher Werthe. in beliebig 
kleiner Umgebung der Stelle Xy y mit dem BegrifiFe der Stetigkeit für 
y. Ist z. B. z eine eindeutige und stetige Function beider Variabelen, 
und kann man zeigen, dass sie in der Umgebung einer Stelle sowohl 
positive wie negative Werthe erhält, so folgt, dass auch eine stetige 
Reihe von Werthen vorhanden sein muss, für welche z zu Null wird. 

Für den Fall einer stetigen Werthänderung kann man nach dem 

Grenzwerthe des Quotienten ^— fragen. 



I 

*) Euler; Inst, calcul. diff. Pars I. 9. 
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Ist für die Fujiction z == f{Xy y) an einer Stelle z = ein totales 

Differential: dz = J dx -^ ^ dy vorhanden, so erkennt man, dass 

dx ^ dy ^ ' ' 

es eine bestimmte Art des Wachsthumes für x und y giebt, bei wel- 
cher z = bleibt, nämlich 

df 

P^ dx+ ¥-dy = 0, oder ^ = - l^.. 
dx ^y dx df 

dy 
Demnach lässt sich der Werth des Differentialquotienten einer ira- 
pliciten Function beistimmen, ohne dass man dieselbe erst als explicite 
darzustellen nöthig hätte, indem man in die Ausdrücke der partiellen 

Ableitungen: ' und ^' die Werthe, welche x und y an dieser Stelle 

besitzen, substituirt. Die Gleichung für das zweite Differential d^z 
liefert, gleich Null gesetzt^ die Berechnung des zweiten Differential- 
quotienten -~^ u. s. f. : 

dx* "^ ^ dxdy dx ^ dy^ \dx/ ' dy dx^^ 



= 



d'f , Q d'f 



dx^ "^ aa;«äy dx ' ^a^ay« Vdav' "^ cy^ ^dx/ ^ 
' die« V^Äjat/ •" dn^ dxJ "^ av d«^ 



dxdy dy^ dx^ ' ^y dx^ 
u. s. w. 

58. Anwendung auf die allgemeinste algebraische Function zweier 
Variabelen. 

Die Function z = f{x, y) = A^y* + A^y""-^ -f . . . J„_,t/ + J„ 
in welcher -4^,, J, . . . An Polynome beliebigen Grades in x bedeuten, 
und die ebensowohl nach Potenzen von x geordnet werden kann: 
z = BqX"^ + B^x"^-^ -j_ . . . Brn-\ X + Bin, ist cinc stetige Function 
beider Variabelen. Denn die explicite Darstellung führt auf eine end- 
liche Anzahl von Summanden der Form: a^tvXf^y^] jeder dieser Sum- 
manden ist, wie §. 52 gezeigt wurde, eine stetige Function beider 
Variabelen: eine endliche Summe von stetigen Functionen 
ist aber selbst eine stetige Function. Man kann diesen Satz 
leicht allgemein beweisen. Ist: 

^ = fi(^, y) + AC^) y) + — \-fp{^y y) 

und bildet man den Werth für die Stelle iC + GÄ, y + n^9 so wird 
die Differenz kleiner bleiben als d, wenn man h und k bezüglich gleich 
dem kleinsten der Werthe nimmt, welche sich für die einzelnen Sum- 
manden ergeben, damit der Betrag von 

f,{x ±eh,y± fiJc) - fi{x, y)< 4 
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werde. Die algebraische Function besitzt ferner ein totales Differential 

der Form dz = J- dx + ^- dy. Denn die partiellen Ableitungen nach 

X und y sind selbst wieder algebraische, also stetige Functionen beider 
Variabelen. Demzufolge ist, wenn es eine Stelle giebt, für welche 
z=^0 wird, auch ein Differentialquotient vor- und rückwärts genommen 
identisch, an dieser Stelle vorhanden, berechenbar aus der Gleichung: 

dy ^ 

An den Stellen, für welche der Nenner verschwindet, also gleich- 

zeitig f===0 und x == ist, wird dieser Quotient unendlich. Man 

hat also zuvörderst das Resultat: Wird in dem algebraischen Ausdruck 
f(^x, t/) = 0, y als Function von x betrachtet, so besitzt diese Function 
an jeder Stelle auch einen Differentialquotienten , d. h. mit anderen 
Worten: sie ist von jeder Stelle aus stetig fortsetzbar. Geometriscli 
gesprochen ist dies der Satzt Ein-e algebraische Curve hat an jedem 
Punkte eine Tangente; sie kann an keiner Stelle abbrechen. 

Doch erleidet dieser Satz Modifieationen: es können nämlich 

Stellen vorkommen, an denen Zähler und Nenner des Quotienten v- 

gleichzeitig verschwinden; oder gleichzeitig über alle Grenzen wachsen; 
diese bedürfen einer besonderen Untersuchung. 

59. Ueber die Fortsetzbarkeit der Function für endliche Werthe 
von X und y giebt uns der Mittel werthsatz in seiner allgemeinsten 
Form (Taylor'sche Reihe) directen Aufschluss. Wir hatten gefunden: 
ist = f(x, y), so ist der Werth von f\x + A, ^ -f- k) berechenbar aus 
der Gleichung 

Wir gehen aus von einer Stelle XQyQ,%n welcher f=0 ist, und 
suchen in ihrer Nähe (d. h. für beliebig kleine Werthe von h und k) 
eine andere zu finden, wo f(xQ + Ä, Vq -{- k) ebenfalls verschwindet. 
Die Werthe von h und k müssen die Gleichung befriedigen: 

»-[»(S).+K|).]+l[*'(m+2"(ä^).+''(a]+- 



p=4* / /i^f \ 
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Die Werthe der partiellen Ableitungen an der Stelle Xq y^ sind mit 0^ 
bezeichnet. Da es sieh um beliebig kleine Werthe von h und h handelt, 

so erkennt man: falls nicht ^ und ^ gleichzeitig Null werden, so 

werden die Glieder, welche höhere Potenzen von h und h enthalten, 
gegenüber den Gliedern erster Dimension beliebig klein; so dass wir 
also sagen können, die Fortsetzung der impliciten Function ist in der 
Richtung ihres DifFerentialquotienten 

df 
k __ _ dx 
h ~ dl 

dy 

angezeigt. Wenn nun aber ^ und x— gleichzeitig Null sind, so fällt 

oc cy 

das erste Glied unserer Gleichung heraus, und da bei beliebig kleinen 
Werthen von h und ife, welche wir suchen, die 3*^", 4*^" Potenzen u. s. w. 
im Vergleich zur zweiten beliebig klein werden, so ist die Grenze des 
Verhältnisses von Ic zu h aus der quadratischen Gleichung: 

" (S). + ^« (j?a + '"' (SO. - 

zu entnehmen. Diese Gleichung in der Form: 

lh\dy'\'^\dxdy/^] '^ l\dxdy/o] ^Öx^Jq \dy'^o 

geschrieben, zeigt, dass für das Verhältniss ^ zwei verschiedene reelle 

Werthe oder zwei gleiche reelle Werthe, oder auch keine reellen Werthe 
vorhanden sind, je nachdem 



[( dV \ V (d^f\ (d'f\ 



grösser, gleich oder kleiner als Null ist. Im letzten Falle ist die Func- 
tion /(rr, y) = von der betrachteten Stelle Xq y^ aus nach keinerlei 
Richtung hin durch reelle Werthe von x und y fortsetzbar, während 
im ersten sich zwei verschiedene Richtungen ergeben. (Die Curve 
besitzt einen isolirten Puplit oder einen Doppelpunkt mit reellen Aesten, 
und solche Besonderheiten können auch bei den algebraischen Curven 

auftreten.) Sind auch (g)^, {^-)^, (gQ, gleich Null, so wird man 

zu einer cubischen Gleichung geführt, welche für das Verhältniss von 
Ic : h entweder drei reelle verschiedene oder gleiche , oder auch nur 
einen reellen Werth liefert. Solche Besonderheiten können sich stei- 
gern, die weiteren Discussionen erfordern aber die Sätze über die An- 
zahl und Beschaffenheit der Lösungen von Gleichungen w^^" Grades. 
Diese Bemerkungen enthalten nur die ersten Keime eines Problemes, 
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das allgemeiu so zu fassen ist. Gegeben ist die explicite algebraische 
Function f(x^ y) = 0. Für x = Xq erhält y den Werth y^. Es soll 
y als explicite Function von x durch eine convergente Potenzreihe 
dargestellt werden, unter der Bedingung, dass stets die Relation 
f (^; y) = erfüllt bleibt, und dass für x = Xq, y = «/o wird. Auf 
die Lösung dieses Problemes können wir aber erst später zurückkommen, 
denn es erfordert eine bedeutende Erweiterung unserer bisherigen Be- 
griffe. Vor allem muss die Frage beantwortet sein, wie viele Werthe 
von y zu einem bestimmten Werthe Xq gehören; dazu ist die Unter- 
suchung complexer Lösungen nothwendig; sodann muss allgemein die 
Frage nach der Entwickelbarkeit einer irgendwie definirten Function 
in eine Potenzreihe gelöst sein. (2. Buch Cap. 4, 4. Buch Cap. 3). 
60. Wir kehren zur Frage zurück: Wie verhält es sich mit den 
Differentialquotienten an diesen besonderen Punkten? Ich behaupte, 

die Werthe von -j-, welche aus der besprochenen quadratischen oder 
cubischen Gleichung zu berechnen sind, geben, wenn sie reell sind, zu- 
gleich die verschiedenen Werthe des Differentialquotienten ^ an dieser 

Je ' 

Stelle an. Dieser Satz ist einleuchtend, denn j- ist ein Differenzen- 
quotient, dessen Grenzwerth den Differentialquotienten definirt; er kann 
aber noch in anderer Weise aus der ursprünglichen Definitionsgleichung: 

dx = - U'dy g^f^lg^^*^ werden. 

Wir betrachten zunächst folgenden einfachen, an sich wichtigen 

Fall (vergl. §. 19c): Wenn in einem Quotienten ^^! für einen be- 
stimmten Werth von x = a Zähler und Nenner gleichzeitig zu Null 
werden (9 und ^ mögen beliebige stetige Functionen, nicht nur alge- 
braische sein), so hat (§. 10) dieser Quotient nur insofern einen Sinn, 
als er sich als Grenze der Werthe an benachbarten Stellen herleiten 
lässt; also: 

?^! =- Lim ^«^fl , oder ^J^ = Lim ^^=1- 

Gilt nun für die Functionen qp und ^ der Mittelwerthsatz in seiner 
ersten Form, so ergiebt sich folgende allgemeine Regel zur Berechnung 
des Grenzwerthes. Man setze: 

9 (« + Ä) — 9? (a) = Ä q)\a -f GÄ), oder da q){a) = 0, q){a -}-*)= hq)\a + Qh\ 

!('(a+A)--^(a)=7i^X« + ^*)»oderda^(a)=0,^(a+/0=ÄV^'(a-f^Ä), 
so ist: 

y(<'+^) ^ q>'{a + Oh) g^jg^ j^.^ ^{a + Qh) ^ ^>) 
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d. h. der Werth des Quotienten ---{ an einer Stelle, wo Zähler und 

Nenner gleichzeitig verschwinden, ist unter der angegebenen Voraus- 
setzung gleich dem Quotienten aus den ersten Ableitungen von g) und 
Tp an dieser Stelle. 

Sind (p\a) und ^'(a) ebenfalls gleich Null, ist aber der Mittel- 
werthsatz in seiner erweiterten Form anwendbar, so wird: 

(p(a -f. Ä) = ^ 9)"(« + 0Ä), ^(avf Ä) = ^ ^"(a + rjh), 
also : 

Dies Beweis verfahren ist nicht möglich für den besonderen Fall, 
wo a nicht ein endlicher Werth ist, sondern das gleichzeitige Ver- 
schwinden des Zählers und Nenners für a; = cx) eintritt. Dieser Fall 
wird durch die Untersuchungen in §. 62 erledigt werden. 

Das gleiche Verfahren gilt nun für einen Quotienten von der Form: 

^ ' ,, in welchem, wie bei der irapliciten Function, y eine Function 

von X ist. Dieser Quotient muss ebenso als Grenzwerth aus benach- 
barten Stellen hergeleitet werden, wenn für x = a, y = h Zählerund 
Nenner verschwinden. Es ist: 

tpitty b) j^^Q^ A'=o'V'(« + '*» t + ^)' 
und nach dem Mittel wertlisatz wird: 

Demnach wird: 

^ 4. ^ . Lim -- 

(pitty.b) da ' db h 

^-(a , b) - p. + 1^ . Lim 1 ' 
da * db h 

Wenn wir nun in unserm Falle, in welchem q) = — 0-^, ^ = + ^^ 

ist, unter Annahme der Fortsetzbarkeit der impliciten Function /(a;,«/)=0, 

den Werth von -^= — nach der nämlichen Regel bestimmen, und 

ax \) 

dabei zu Folge des obigen Beweises beachten, dass Lim x "^ J^c 

ist, so erhält man die Gleichung: 

aV , J'f_ dy 
dy __ dx- -f öxö, ' dx , av (äji^ , 2 -^^- . '^^ 4- ^=0, 
dx JY , ^V' du'* ^'^dy'^x^ ^ dxdy dx^ dx* ' 

dxdy ' dy^ dx 
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in welcher für die partiellen Ableitungen ihre Werthe an der be- 
trachteten Stelle zu nehmen sind; diese Gleichung stimmt mit der 
vorhin für h und Je gefundenen überein und lehrt die Eigenschaft, 

dass der Quotient -J^ (falls er reell ist) auch in den singulären Stellen 

eine stetige Function von x bleibt; denn er lässt sich als Grenzwerth 
benachbarter Stellen ableiten. Man darf aber diese zweite Rechnungs- 
weise nicht als Existenzbeweis nehmen, denn hier ist nicht nur die 

Existenz sondern auch die Stetigkeit von ^- vorausgesetzt. 

Man wird leicht erkennen, wie sich auch diese Berechnung für 
gesteigerte Singularitäten innehalten lässt, indem man den Werth von 

^1^' , entwickelt unter Voraussetzung, dass alle ersten Ableitungen, 

sodann alle zweiten u. s. w. verschwinden. (Auf den besonderen Fall, 
dass a und h beide unendlich sind, soll hier nicht eingegangen werden.) 

61. Ein Quotient erscheint aber zweitens in einer unbestimmten 
Form, wenn Zähler und Nenner gleichzeitig bei Annäherung an eine 
Stelle über jede Grenze hinaus wachsen, oder mit anderen Worten an 
einer Stelle gleichzeitig unendlich werden, Ist der Quotient eine alge- 
braische Function, so kann das freilich nur eintreten, wenn die Grössen 
xundy selbst efnzeln oder beide unendlich werden; hier erledigt sich 
der einfachste Fall durch folgenden Satz : 

Man ordne die algebraische Function f(Xy y) = 0, in welcher die 
Ordnung der Glieder, d. h. die Summe der Exponenten von x und y 
höchstens gleich n sein soll, dergestalt, dass man die Glieder gleicher 
Dimensionen zusammenfasst , so wird man sie auf folgende Form 
bringen können: 

Hier bedeutet fn-i- (— ) ein Polynom n — /c***' Ordnung, gebildet 
vom Quotienten -^« Denkt man sich für *^ einen bestimmten Werth 

X X 

g substituirt, so bestimmt die Gleichung: 

diejenigen Werthe von Xy zu denen je ein 2/ -Werth gehört, so dass 

y 

-~ =■ g. Fragt man, bei 'welchen Werthen von g x einen unendlichen 

Werth bekommt, so kann man, indem man statt x — substituirt, diese 
Frage auf die einfachere reduciren: wann wird dem Ausdrucke 

Ug) + «/•»-! (9) + • • • ^''U{9) + ^/;, == 

durch den Werth ;? = genügt? Dann und nur dann, wenn /„(^) = 
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ist; dies ist im allgemeinen ein Polynom w*''" Grades in g, nehmen wir 
an wir hätten eine bestimmte Lösung g gefunden. Nach unserer 
jetzigen Bezeichnungsweise wird nun: 

g = «^-Y, (!)+(«- 1):.-%-. (i) + -A {D-cc'-^yU (f)- 

Dividirt man Zähler und Nenner des Quotienten — J~ : J- durch x*~^ 

und setzt dann -^ == ^, a? = oo, so werden alle Glieder, welche x im 

Nenner enthalten, fortfallen, und da /i,(<7) = 0, so bleibt im Zähler 
das Glied gfn{g)j im Nenner das Glied gfn {g)* Sonach wird, wenn 
nicht der besondere Fall eintritt, dass fn{g) = 0, 

Die algebraische Function besitzt also auch einen bestimmten 
Werth des Differentialquotienten an den Stellen, wo x unendlich und 

das Verhältniss — einen bestimmten Werth, der auch Null sein kann, 
annimmt. Führt man den Beweis in analoger Weise für das Verhält- 
niss — , so findet man die Giltigkeit des Satzes auch für die im vorigen 
noch nicht berücksichtigten Stellen, an denen y unendlich, x aber 

endlich ist, so dass das Verhältniss -^ unendlich wird; hier wird 

dx ^ 

dy 

62. Ich schliesse diese Betrachtungen mit dem Probleme: Es 
seien (p (x) und ip (x) zwei beliebige Functionen, welche für x = a 
beide unendlich werden; es soll der Grenzwerth des Quotienten 

^füra:=co 

ermittelt werden. Setzt man x = a -{ und betrachtet g) und t als 

Functionen in 0, so werden sie unendlich an der Stelle = cx>, d. h. 
indem positiv oder negativ über alle Grenzen wächst. Die Aufgabe 

ist also auf die andere gebracht Lim ~~ für je? = + "^ ^^^^ — ^ ^" 

berechnen, wenn Lim q){ß) = 00, Lim 'i/;(0) = 00, In §. 24 d wurde 
bewiesen : 

T • f(^) A + h) — f(z) p.. ^ , 

Lim ' -- = - — ' — j — - lur z= -j- 00 
s h -^ 
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bei jedem Werthe von ä, falls überhaupt ein bestimmter Grenz werth 
für den Quotienten rechts existirt. Ist nun die Function f von einer 
Stelle = z^ au stetig (und nur für -e? = cx> unendlich), besitzt sie 
ferner überall einen bestimmten Werth des Diflferentialquotienten, was 
bekanntlich als nothwendige aber nicht hinreichende Bedingung er> 
fordert, dass /' von einer Stelle ab nur wächst oder nur abnimmt, und 
ist der DiflFerentialquotient vor- und rückwärts genommen identisch, 
so folgt: 

Lim ff = Lim A^ + ^i^)-/-^ _ y^ f^, ^ q^^^^ 

Lassen nun qp und if die Anwendung dieser Formeln zu, so erhält man: 

Lim ^ « Lim q>\s + Qh), Lim ^ = Lim ^'(^ + ©'*)> 
also durch Division: 

Lim ^ = Lim #±S (für g = oo), 

d. h. falls bestimmte Werthe der Ableitungen q/ v/nd il/ vor- und rück- 
wärts genommen identisch^ und also auch ihres Quotienten <p' : tp' für 
=: oo existiren, so ist der Grenzwerth des Quotienten der Functionen 
(p und ^, welche in bestimmter Weise unendlich werden, gleich dem 
Quotienten aus den Ableitungen*). 
Beispiel: 

Denn es ist: 

<p' (^x) = T-^^l = 1 , ti^'{x) = L -^- l = Vß. 

X=:CO XT=QO 

2) Setzt man q){x) = x '\- sin x, t{^) = ^; so ist 

Li- [Jg] _ Lin, [£J^] - ., 

für a: = oo 
aber Lim [l^j] = [-^*T^^1 ^^* unbestimmt. Es erfüllt die) Func- 
tion q>{x), wiewohl sie eine stetig wachsende Funietion ist, die 
in bestimmter Weise unendlich wird, nicht die Bedingung, dass 

- — ^~"^ ö^ß^ ^^ch (p'{x) für a;=cx> einen bestimmten Werth 

erhalten. 

Werden g)(x) und if{x) für a; =^ oo beide Null, (siehe §. 60), so 

schreibe man: ^^ == g)^{x), ^^ = ilf^{x)', die Functionen (p^ und f^ 

' " — ■ • 

*) Man kann die Voraassetzungen des Satzes noch verallgemeinern. Eouqaet: 
N. Annal. de mathöm. 2. S. T. XVI. Stolz: Math. Annal. Bd. XV. 

Harnack, Differential- u. Integralrechnnng. 8 



114 



Erstes Buch. Zehutes Capitel: §. 62. 



werden an der Stelle x <= oo beide oo; nach der letztgefundenen 
Regel folgt: 



«=(» 



iC=:QO 



a? = QO 



X =0D 



Mithin besteht die Gleichung: 

[qp^l _ r y(a;4-0'^) 1 

Durch diese Gleichung wird aber die Aufgabe der^Werthbestimmung 
nicht direct gelöst werden, da auch q) und ^' für j» «= cx> verschwinden 
müssen (§. 24 e), wohl aber kann sie zu einer Vereinfachung der 
Untersuchung dienen. 

I 



+ 1) 



1 + 



Li + 



a 

X 



x^ 



X 



z = Cfi 



X' 



ai = oo 



== a. 



Zweites Buch. 
Die complexen Zahlen und ihre Functionen. 

Erstes Capitel. 

Die oompleze Zahl und die Bechnnngsoperationen. 

63. Damit die sieben Bechnungsoperationen ohne Ausnahme bei 
reellen Zahlen ausführbar werden, muss, gleichwie die Subtraction 
die Division, die Wurzelausziehung die Erweiterung des Zahlbegriflfes 
auf negative, gebrochene, irrationale Zahlen erforderten, ein neuer 
Zahlbegriflf in die Analysis aufgenommen werden, die complexe Zahl. 

Für Wurzeln aus positiven Grössen gelten die Sätze: 

1. Die Wurzel aus einer Zahl ist gleich dem Producte der Wur- 
zeln aus ihren Factoren. 

2. Ist der Wurzelexponent eine zusammengesetzte Zahl mn, so 
kann die Wurzel reducirt werden, indem man die m^® WurzeV aus der 
^jien Wurzel des Radicanden oder umgekehrt nimmt. 

Werden diese Sätze, wie sich später zeigen wird, auch auf Wurzel- 
ausdrücke, deren Radicand negativ und deren Exponent eine gerade 
Zahl ist, übertragen, so erkennt man, dass das Problem der Wurzel- 
ausziehung in allen diesen Fällen gelöst ist, sobald die Quadratwurzel 
aus der negativen Einheit in das Zahlsystem aufgenommen und die 
Rechnungsoperationen mit derselben definirt sind; denn es wird 

2n, 2»/— ny2/ : 



y — 1 wird die imaginäre Einheit genannt, und nach Gauss 
kurz mit + i bezeichnet. Wie aus + 1 durch Multiplication , Division 
und Potenziren die reellen positiven und negativen Zahlen entstehen, 
so werden aus +i die positiven und negativen imaginären Zahlen 
erhalten : 

+ (i+i) = + 2i, +(2i+i) = +3i ... ±(ai + ^'} = +(« + !)*', 

i — i = . i = 0, 

Die allgemeinste imaginäre Zahl ist: + at, worin a eine beliebige 
auch irrationale reelle Zahl bedeutet*). 

*) Die Einführang imaginärer Zahlen warde, nachdem man erkannt hatte, 
«lasB sich nicht alle quadratischen Gleichungen vermittelst reeUer Grössen lösen 

8* 
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64. Die im Gegensätze stehenden Bezeichnungen „reell^^ und 
„imaginär" begünstigen die irrthtimliche Vorstellung, welche sogar 
die consequente Einführung der imaginären Zahlen in die Analysis er- 
schwert hat, dass den Zahlen der ersten Art eine Realität zukommt, 
welche denen der zweiten mangelt. Betrachtet man die ßechnungs- 
operationen an sich, ohne Anwendung auf physische Grössen, so bil- 
den alle gebrochenen Zahlen, die irrationalen, die imaginären Zahlen 
gesetzmässige Erweiterungen des Zahlbegriflfes, die mit der ganzen Zahl 
durch bestimmte Rechnungsoperationen verknüpft sind. In den An- 
wendungen der Rechnungsoperationen dagegen kommt es lediglich 
darauf an, welche Zahlen von vornherein bei der analytischen 
Fassung des Problems eingeführt sind. Sind nach Art der Problem- 
stellung z. B. bei discreten Grössen nur ganze Zahlen zulässig, so 
wird, falls das Resultat eine gebrochene Zahl ist, damit die Unmög- 
lichkeit der gestellten Aufgabe ausgesprochen; ebenso wird eine 
negative Zahl als Resultat einer auf physische Grössen sich beziehen- 
den Rechnung nur dann eine auf diese Grössen übertragbare Bedeu- 
tung haben, wenn gleich anfangs die Grössen im positiven und nega- 
tiven Sinne unterschieden waren. Dem analog ergiebt die Rechnung 
auch bei imaginärem Resultate einen ins Reale übertragbaren Sinn, 
wenn die realen Grössen, um die es sich handelt, nicht nur durch 
reelle , sondern auch durch imaginäre Zahlen charakterisirt sind. Das 
einfachste Beispiel einer Darstellung anschaulicher Grössen durch ima- 
ginäre Zahlen ist die geometrische Interpretation, welche weiter unten 
behandelt werden soll. „Indem die Mathematik darnach strebt, Aus- 
nahmen von Regeln zu beseitigen und verschiedene Sätze aus einem 
Gesichtspunkte aufzufassen, wird sie häufig genöthigt, Begriffe, zu 
erweitern oder neue Begriffe aufzustellen, was beinahe immer einen 
Fortschritt in der Wissenschaft bezeichnet. Dahin gehört namentlich 
die Einführung von imaginären Grössen in der Analysis." (v. Staudt, 
Beiträge zur Geometrie der Lage Heft 1. Vorwort.) 

66. Aus der Definition der imaginären Einheit folgt: 

i^ =^ i . i =z (y —. 1)2 = — 1. Demnach verstehen wir unter: 

^<J = ^^.^i= 1.^ = % 

i^ '= i^ . i = — i ' i = — (^2) = -j_ 1 



lassen, unumgänglich, als bei Lösung der cubischen Gleichungen der Fall (casus 
irreducibilis) eintrat, bei welchem eine reelle Lösung nur vermittelst Quadrat- 
wurzeln aus negativen Grössen dargestellt werden kann (Bombelli 1Ö79). Seit- 
dem verschwanden die imaginären Zahlen nicht mehr aus der Analysis ; fruchtbare 
Verwerthung fanden sie vor allen bei Euler. Aber erst die Arbeiten von Gauss 
und Cauchy haben die Bedeutung der complexen Zahl als allgemeineren Zahl- 
begriff klar gelegt. 
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Hieraus folgt durch Umkehr: 

Die Vereinigung reeller und imaginärer Zahlen zu einer Summe 
liefert die complexe Zahl. Die complexe Zahl a + ifc ist eine Summe 
von a positiven oder negativen reellen und von h positiven oder nega- 
tiven imaginären Einheiten. Der Begriff der complexen Zahl umfasst 
also den der reellen (wenn 6 = 0) und den der imaginären (wenn 
a=0). 

Zwei complexe Zahlen : a -{' ib und a'+i6' addiren heisst diese 
Zählung der beiden Einheiten fortsetzen^ das ist: eine neue Zahl bil- 
den, deren reelle und imaginäre Einheiten gleich der Summe aus den 
reellen und der Summe aus den imaginären Einheiten der beiden ge- 
gebenen Zahlen ist: 

(a + ib) + (a -f iV) = {a + a) + i{b + V) 

und allgemein: 

{a + ib) + (a+iV) + . . .(a^+ift'') = (a+a . . . a'') + i{J) + V...b'). 

Der Satz von der Vertauschbarkeit der Summanden bleibt dabei er- 
halten.- 

Die Subtraction bedeutet auch hier die Umkehr der Addition. 

66. Ebenso wie die reellen Zahlen durch Endpunkte von Strecken, 
welche am einfachsten auf einer Geraden von einem bestimmt gewähl- 
ten Anfangspunkte an im positiven und negativen Sinne abgetragen 
werden, sich sämmtlich veranschaulichen lassen, so werden die com- 
plexen Zahlen als Punkte einer Fläche, am einfachsten einer Ebei^e 
sämmtlich abgebildet*). Denn im rechtwinkligen Cartesischen Coordi- 
natensysteme (§. 15) ist jeder Punkt der Ebene eindeutig durch zwei 
positive und negative Zahlen x und y bestimmt, von denen die eine 
X als Abscisse, die andere y als Ordinate in einer durch das Vor- 
zeichen bestimmten Richtung aufgetragen wird. Vereinigt man die 
reellen Zahlenwerthe x und y zu der complexen Zahl x -^ iy, so er- 
giebt sich der Satz: 

Nach Festlegung eines Coordinatensystems und eines Maasstabes 
gehört zu jedem Punkte in der Ebene eine complexe Zahl, und umge- 
kehrt bestimmt jede complexe Zahl eindeutig einen Punkt der Ebene. 



*) Argand, Gergonne's Annalen Bd. V. 1814. Historisches über complexe 
Zahlen siehe Drobisch, Berichte über die Verhandlungen der K. Sachs. Gesellsch. 
d. Wissensch. Bd. IL; Hankel, Theorie der complexen Zahlsysteme S. 71 und 81; 
Hoüel, Theorie ^l^mentaire des quantites complexes p. 4; in der Darstellang des 
letzteren tritt die Bedeutung der Arbeiten von Gauss zu sehr zurück. Die 
älteste Notiz über die geometrische Interpretation in den Novi Oomm. Acad. 
Petrop. 1750. 
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Die Punkte der Abscissenaxe gehören zu den reellen, die der 
Ordinatenaxe zu den imaginären Zahlen. 

Die Gesammtheit der Punkte in der Ebene veranschaulicht da^ 
gesammte continuirliche complexe Zahlengebiet. 

67. Diese Darstellung vermittelt zugleich eine neue und sehr 
zweckmässige Form, die man den complexen Zahlen geben kann. 
Führt man nämlich an Stelle des Cartesischen Coordinatensystemes 

einPolarcoordinatensystem ein, des- 
sen Anfangspunkt mit dem bis- 
herigen, dessen Axe mit der ar-Axe 
zusammenßillt, so wird jeder Punkt 
P der Ebene durch seine Ent- 
fernung r vom Anfangspunkte und 
durch den in bestimmtem Dreh- 
X sinne genommenen Winkel qp, den 
der Leitstrahl OT mit der a;-Axe 
bildet, eindeutig bestimmt. Die 
Strecke r wird dal^ei stets nur in absolutem Sinne genommen , q> durch- 
läuft alle Werthe von bis 2jr; geht qp über 2% hinaus, so wieder- 
holen sich frühere Punkte. Nun ist o? = r cos q)^ y ^= r sin 9?, und um- 
gekehrt erhält man zu jedem Werthpaare x und y eindeutig die Werthe: 




Fig-. 5. 



/•=-{■ V^^ "1" y^ ; cos (p = 



X 



Vx^ + y^ ' 



sin cp = 



y 



Vx^ + y^ 



Aus den letzten beiden Gleichungen folgt ein bis auf Vielfache 
von 2it bestimmter Werth von 9, der eindeutig bestimmt ist vermit- 
melst der beiden Gleichungen. Seine Berechnung erfolgt mit unseren 
bisherigen Hülfsmitteln aus der Formel: 



tang 9 = ~ ; also (p = arctg 

X 



X 



Da aber die Reihe für arctg — (§. 48) stets einen zwischen — ~ und 
+ Y gelegenen Bogen darstellt, so ist zu setzen: 

für a? > 0, y>0 9 = arctg ^ , 



für rr < 0, y > ip = n -{- arctg 



y. 

X 



im X <0 y y < (p == 7t -{- arctg ^ , 

fär a? > , y <0 9? = 23r + arctg -^ oder arctg ^ • 

X X 

Jede complexe Zahl kann also in der Form r(cos 9? + * sin g)) oder 
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kürzer rq, geschrieben werden *) ; die Grösse r = -j- "/a^ + V^ heisst 
(nach Argand 1814) der Modul oder (nach Weierstrass Journal f. M. 
Bd. 52) der absolute Betrag, die Grösse g) (nach Cauchy) das Argu- 
ment (auch die Amplitude) der complexen Zahl. Da cos cp und sin cp 
nicht gleichzeitig verschwinden , so wird eine complexe Zahl nur dann 
gleich Null, wenn ihr Modul r = Yc? -|- ^2 _^ jg^ \)\m erfordert, 
dass a = und h = 0. Alle complexen Zahlen mit dem gleichen Modul 
T werden durch Punkte abgebildet, welche gleich weit vom Coordinaten- 
anfangspunkte auf der Peripherie des Kreises mit dem Radius r gelegen 
sind. Alle Zahlen mit gleichem Argumente gehören zu Punkten auf 
einer vom Goordinatenanfangspunkte ausgehenden Geraden. 

Für die Berechnung von cos qp und sin g> wurden die convergenten 
Reihen gefunden; 

cos g> = 1 — fr + 41 — fr H • ' ' ^ ^^°^ 22 = 0, 

sin 9) = 9) — jj- -f 1^ — f f H • * * ^^ I^^^ JB' = 0. 

Summirt man dieselben, indem man die zweite mit i multiplicirt, so 
folgt: 

o-*s+!t-i;-+ ••ii)+<9'-$+s-f;+---ii')- 

Mit Benutzung der Eigenschaften für die Potenzen von % erhält diese 
Summe die Form: 

Das Restglied dieser Reihe, eine complexe Zahl, convergirt für alle 
Werthe von 9) nach Null; sonach stellt die convergente Reihe: 

l + ^<P + ^+^+hn^+-^+ ••• m inf. 

die complexe Grösse : cos 9 + i sin 9 mit beliebiger Annäherung dar. 
Diese Reihe geht aber aus der §. 42 gefundenen Exponentialreihe her- 
vor, wenn in derselben x==ig) gesetzt wird; demnach bezeichnen 
wir sie mit dem Symbol e*^**^, und erhalten in dieser Bezeichnung 
den Satz: 

- - - — • 

*) Diese Darstellang der complexen Zahl findet sich bereits bei Euler: Intro- 
dactio I Cap. VIII; als allgemeine Darstellung aller complexen Zahlen Hegt sie 
der ersten Abhandlung von Gauss aus dem Jahre 1799 zu Grunde. 

♦*) Euler: Introductio I Cap. VIII. Durch diese Gleichungen ist der im §, 14 
behauptete Zusammenhang zwischen der Exponentialfunction und den goniome- 
trischen erwiesen. 

cosqp+tsmg) = e ^, costp — t8m(p = e ^y cos(p=> , sin^» —, — — • 
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Jede complexe Zahl kann in der Form re^v geschrieben werden^ 
unter e*^ die euletzt definirte unendliche Reihe verstanden. 
Es ist zufolge dieser Definition: 

in .3£t 

68. Die complexen Zahlen bilden eine in sich geschlossene Gruppe; 
das heisst, jede Rechnungsoperation liefert angewandt auf complexe 
Zahlen ohne Ausnahme ein Resultat, welches durch eine complexe 
Zahl darstellbar ist. Bevor dies gezeigt werden kann, muss definirt 
werden, was unter den Rechnungsoperationen nunmehr zu verstehen 
ist; diese werden so zu definireu sein, dass sie die für die reellen 
Zahlen gegebenen Definitionen umfassen. 

69. Summe und Differenz (§. 65): 

{a+ih) ± {a+iV) = (a + 1/) + i(h ± V) 
oder r (cos 9? + i sin q)) + / (cos q! + i sin g>') 

== (r cos 9 + ^' ^^^ 9^') + ^ (^ sin <)p + / sin 9?'). 
An der zweiten Form beweist man am einfachsten den Satz : der Modul 
der Summe oder der Differenz zweier complexen Zahlen ist kleiner 
(höchstens gleich) als die Summe, und 'grösser (mindestens gleich) als 
die Differenz der Modul der Summanden. Denn setzt man 

(r cos 9)+ /cos q)) i-f- i{r sin 9^ + / sin (p) = R(coHip -j- i sin ^), 
so folgt für den Modul der Summe B: 

II cos ij; = r cos 9 + / cos 9)', JB sin ^ = r sin 9? + / sin 9', 
also: JJ? = r^ -^ /2 _|_ 2rr cos (<p — g>'); 

es ist aber — 1 ^ cos (9 — 9>') ^ + 1. 

70. Multiplication. 

Ist m eine ganze positive Zahl, so soll (a + i6) • m bedeuten; 
dass (a + i^) w^mal als Summand gesetzt ist; demnach folgt 

(a + i6) • m == am + ihm] 

damit übereinstimmend definiren wir allgemein: 

{a-^ib)(a -j-iV) = a (a -^ib) + i6'(a-f-i6) = aa +**&»'+ iö&6'+i^6&' 

= {aa — bV) + i(ba-\- ab'). 

Der Satz von der Vertauschbarkeit der Factoren bleibt dabei erhalten. 
In der zweiten Form erhält man: 

r (cos 9 -j- i sin 9)) . /(cos 9' + i sin 9') 
= rr {coB(p cosg?' — sin 9 sin 9)' + i(sing> cos^'-j- cosg> sin 9')) 
= r/(cos(9[) + 9?') + ^ sin (9) + 9')) = rr\j^'. 
Der Modul des Productes ist gleich dem Product ans den Moduln der 
Factoren; das Argument des Productes ist gleich der Summe aus den 
Argumenten. 
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Das Product ist nur Null, wenn einer der Factoren Null ist. 
Allgemein ist: 

In der dritten Form lautet die Gleichung: 

r&'P • rV'y' • • • r^e*>'' = {rr . . . r") . e'^^'+y'---^). 

Sie lehrt, dass auch hier der Satz gilt: Potenzen mit der gleichen 
Basis e und imaginären Exponenten werden multiplicirt^ indem man 
die Exponenten addirt. • 

?!• Die Division wird als Umkehr der Multiplication definirt: 
a -\- ih : a -{- iV heisst diejenige Zahl bestimmen, welche mit a '\- iV 

mifltiplicirt ein Product gleich a '\- ii liefert. Da —Tr% ^^ ^> ^^ tann 

die Berechnung des Quotienten auf die Multiplication zweier complexer 
Zahlen zurückgeführt werden. 

a + »6 a -{- ih a — ih' (a + •2>) [a — ih') aa + ^^' i • ^^^ — ^fft' 

Zwei Zahlen von der Form a -{• iV und a — iV heissen con- 
jugirt; ihr Product, gleich dem Quadrat des Modul beider Zahlen, heisst 
die Norm. (Gauss.) 

r (cos Qp + * sin qp) ^ / i • • \ / ' • • '\ 

—n — / ' . . ^, r = — • (cos cp + * Sin w) (cos w — % sm w ) = 

= y (cos (sp — (p) + i sin {q> — g>')); 
oder: 

Der Modul des Quotienten ist gleich dem Quotienten aus beiden 
Moduln, das Argument des Quotienten gleich der Differenz der Ar- 
gumente. 

Ist der Modul des Divisors Null, so wird der Quotient unendlich 
gross. 

72. Die Potenz mit reellem Exponenten, 
a) Die Potenz mit positiv ganzem Exponenten n ist als w-malige 
Multiplication der Basis definirt. 

(a + ihY = a» -j- wa'*"^i6 + n^a^'^^iiVf -j- . . . (i6)*, 
oder: 

[r(cos (p -\- i sin qo)]" = r'*(cos w^) + i sin w^)).*) 

In der dritten Form erhält man: (re»«')" = r»e*»9'. 



*) Moivre: Miscellanea analytica 1730. 
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b) Unter der Potenz mit positivem gebrochenem (rationalem) Ex- 

ponenten — (m und n prim zu einander) versteht man die n^^ Wurzel 

aus der m^^" Potenz der Basis ^ oder die m^*^ Potenz der w^*"" Wurzel 
aus der Basis. Die üebereinstimmung beider Werthe wird die Rech- 
nung lehren. 

Die w*^ Wurzel einer Zahl bestimmen heisst diejenige Zahl finden, 
welche auf die w^*' Potenz erhoben gleich der gegebenen Zahl ist. 

Ist ya + i6 = M + ^^; so muss (u + iv)^ = a -^ ib sein. 

Die Angabe der Werthe von u und v erfolgt aber bei weitem 
einfacher in der trigonometrischen Form. 

Ist 1 

[r (cos 9? + i sin q))]^ = q (cos ^ + i sin ^), 

so muss: 

r (cos q) -{- i sin (p) = Q"^ , (cos n^ + * sin w^) 

sein. Daraus ergiebt sich: 

r cos ^ = ^« cos-w^, r sin q) = q^ sin 7^^, 
also : • 

/•2 = ^2n^ j 1j ^ =s _j^ ^^ und cos 9? = cos w^, sin qp = sin w^. 

Die beiden letzten Gleichungen werden nur befriedigt, wenn w^= g? 
oder bis auf ganzzahlige Vielfache von 27t sich von tp unterscheidet: 

nib = qp 4- 2]c7t. also ib = ~ -] 

Indem nun Ä; die Reihe aller positiven oder negativen ganzen Zahlen 
durchläuft, erhält man unendlich viele Werthe für ^. Aber alle die- 
jenigen, welche sich nur um Vielfache von 27C unterscheiden, gehören 
zu der nämlichen Zahl q^^. Demnach giebt es nur n solcher Zahlen; 
dieselben gehören zu den Werthen & s= 0, 1, 2 . . , n — 1. Denn 
erstlich erkennt man, dass unter den verschiedenen Formen für ^ alle 
Ausdrücke mit negativem Vorzeichen von k durch Addition ganzzahliger 
Vielfache von 27t zu Formen mit positivem iSeichen gemacht werden 

können; sodann, dass für fc= {n — 1) + ^\ — — = 27t -\ — "^ 

wird. 

Jede complexeZahl besitzt alson von einander verschiedene w*® Wur- 
zeln; dieselben sind in der Form enthalten: 

yr (cos q) -^ t sin (p) = Q^ \^cos ^— ' 1- ^ sm -^— ^ Jy 

oder: 

.qp + 2kn 

n 
* = (0, 1 , 2 . . . W ~ 1). 
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Auch jede reelle (positive oder negative) Zahl besitzt n von einander 
verschiedene Wurzeln; von denselben ist aber bei einer positiven 
Zahl; für welche q) = 0, bei ungeradem n nur eine reell: Ä; == 0, bei 

geradem zwei reell: ä; = 0, Z; = -r-; bei einer negativen Zahl, für 

« \ 

welche rp = 7t ist, wird bei ungeradem n eine reell: k = — r — , bei ge- 
radem n sind alle theils imaginär theils complex. 

i/-i- 1 = COS h *sm , y— 1 = cos ^^ — '- — - — [- tsm -— -— , 

(*==0, 1, 2. . . w — 1.) 

Nach der ersten Definition für einen beliebigen gebrochenen Ex- 
ponenten wird also: 



m 



[r (cos 9 + i sin <p)]^ = yr"' (cos nup -{- i sin m(p) =» 

= r" (cos - —5 — h t sm — -^' J, 

(A; = 0, 1, 2.. . w — ]). 

Nach der zweiten: 

"'p^ II' ii'-n 
[r (cos g) + * sm g?)]»» = r" ^cos -^^^^^^ (- ^ sm ^^^^^ ) = 

_ ^n (cos -^^- + ^ sm -^ ), 

(it' = 0, 1, 2. . .w— 1.)* 

Die letzten Ausdrücke rechter Hand sind aber in beiden Gleichungen 
identisch; denn die Zahlen 0, m, 2m ... (w — l)m lassen, da m und 
n relativ prim sind, durch n dividirt, lauter verschiedene Reste, folg- 

O !•' 4M W 

lieh stellt bis auf Vielfache von 2%, wenn auch in anderer 

n ' ' 

Reihenfolge, die Werthe der oberen Zeile dar. Den zu Ä = ge- 
hörigen Werth bezeichnet man als den einfachsten unter den Wurzel- 
werthen. 

c) Unter der Potenz mit irrationalem Exponenten versteht man 
den Grenzwerth der Reihe von Zahlen, welche man erhält, indem man 
die Potenzen mit den rationalen Zahlen als Exponenten bildet, deren 
Reihe die irrationale Zahl definirt. Heisst die Reihe der definirenden 

Zahlen: — , — r, -77, . . ., so stellt [r (cos 9 + isiny)]/* alle diejenigen 



nk tn iti 



Zahlen dar, deren Modul der Grenzwerth der Reihe r", r"', r 
deren Argumente die Grenzwerthe der Reihe: 



. . . , 
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n ' n ^ n" 



(ifc = 1, 2, . . . W, W + 1; • • • **' • • •) 

sind. Zu jedem ganzzahligeu Werthe von Je gehört ein anderer Grenz- 
werth des Argumentes , so dass also bei irrationalem Exponenten 
unendlich viele Zahlen von der Form: 

[r (cos (f -{- i sin q))y = rf* (cos ft (9> + 2k7t) -{- i sin ^ {(p + 2k7c)), 
oder; 

alle mit gleichem Modul rf^ vorhanden sind. 

d) Eine Potenz mit negativem Exponenten soll wie früher den 
reciproken Werth der Potenz mit positivem Exponenten bedeuten. Für 
jedes ft ist: 

[r(cos9) + ising))]~'"= = 

[r(c08qp+isinqp)]'* r^ (cos fi (qp+2Ä; 7r)+t8in/Li (qp+2 A: w)) 

=r- f* . (cos ft (9 + 2]c7c) — i sin ft (g) + 21c7c)), 

Auch dieses Resultat lässt sich mit der Form des Moivre'schen 
Satzes identificiren , indem man der Gleichung die Form geben kann: 

[r(cosg) + ising?)]— ^ = r-^ (cos-^/i(g? + 2fc7r) + *'sin — ft(g) + 2^^))* 

73. Die Potenz mit complexem Exponenten. (Exponen- 
tialgrösse.) 

Schon in §. 67 wurde das Symbol e**^ — Zeichen für eine Potenz 
mit reeller Basis e und rein imaginärem Exponenten iq) — als die 
Summe der unendlichen Reihe 

1 -L. *^ 4_ (^'qP)^ I (*»' I (*<P)^ I 
"^ 1 "T" 2! • 3! ' 4! "> 

definirt; deren reelle und imaginäre Bestandtheile gesondert betrachtet 
convergente unendliche Reihen mit den Werthen cos q) und i sin 9 
bilden. Im Anschlüsse daran definiren wir : Unter der Potenz mit der 
Basis e und dem complexen Exponenten x -j- iy ist der Werth des 
Productes aus dem Exponentialausdrucke e^ mit dem Exponentialaus- 
drucke ^^ zu verstehen; also in Formeln 

ßX+iy _« ßx . g+iy _- ^ (cos y -^ i smy) = 



=0 + -f+S+5--)(i + ¥ + ¥ + -) 



Es soll im folgenden Capitel gezeigt werden, wie sich dieses Pro- 
duct zweier unendlicher Reihen zu einer einzigen unendlichen Reihe 
vereinigen lässt. Aus der Definition folgt die Fundamentaleigenschaft 
der Exponentialgrösse (§. 70): 
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d. h. Potenzen mit reeller Basis e und complexen Exponenten werden 
multiplicirt, indem man die Exponenten addirt. 

Da e±»2*Ä = 1, so ist e(*+»y) . ß±<2*Ä ^ ^+i{y±%ic7t) = e^+«y. 

Die Exponentialgrösse bleibt ungeändert, wenn der Exponent um ein 
ganzzahliges Vielfaches von 2i'3t vermehrt oder vermindert wird; sie 
besitzt die Periode 2ijt, 

Ist n eine reelle Zahl, so wird 

Um den allgemeinsten Exponentialausdruck stets auf die Basis e 
zurückführen zu können, definiren wir zuerst 

74. Den Logarithmus. 

Unter dem Logarithmus einer complexen Zahl a -\- ih in Bezug 
auf die Basis e versteht man diejenige Zahl o? + i^, welche die Eigen- 
schaft hat, dass: 

e«H-»y = a + i6, man bezeichnet sie: a: + iy = l{a + ih). 

Um die Zahlen x und y zu berechnen, bestimme man 

a -{- ih = r(cos 9 + ^ sin g?). 



Ist dann q der Logarithmus der positiven Zahl r == Ya^ + V^ in Bezug 
auf die Basis e, so wird: 

a -{• ih = e^ (cos 9 + i sin (p) = e*(cos y -^ i sin y). 

Setzt man die reellen und imaginären Bestandtheile einander gleich, 

so folgt 

x=Q, y = (p ^2Jc7t^ 
also ist 

l(a + ib) = l{r) + i{q)± 2k7c), 

oder wenn man die Definition von q) (§. 67) benutzt**): 



l(a -f ib) = Z(+ j/a^ + ^0 + ^ arctg ~ + i2kjt wenn a > 0, 

l{a + i6) = Z(+ /a^ + 62) ^ ^- arctg ~ ± i{2k+l)7t wenn a < 0. 

Jede Zahl besitzt also unendlich viele Logarithmen in Bezug auf die 
Basis 6; dieselben unterscheiden sich um ganzzahlige Vielfache von 
2in. Zu fc = gehört der einfachste Werth des Logarithmus. 
Eine reelle positive Zahl a hat einen reellen Werth des Logarithmus, 
während die reelle negative Zahl a nur complexe Logarithmen be- 
sitzt, die sich von denen der positiven Zahl um iTt unterscheiden. 

'(+ I) = ±i2k7t. l{- l)=±i{2k+ l)jt. 



*) Diese Gleichungen begründen den Zusammenhang zwischen dem Loga- 
rithmus und den cyclometrischen Functionen. 
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Aus der Gleichung: 

e^iv . e«^'+«Y = e(«+»')+^(y+y') = (a + il) . (a + ih') 
folgt: 

Z(a + i6) + l{a + i&') = Z[(a + i6) (a + ife')], 

(doch besteht diese Gleichung nicht immer zwischen den einfachsten 
Werthen der Logarithmen.) 

75. Potenzen mit complexer Basis und complexem Ex- 
ponenten. (Allgemeine Exponentialausdrücke.) 

Unter dem Ausdrucke (a + i6)^'+»*' versteht man 

Setzt man 

l{a -f i6) = a; + %(y + 2fc;r), 
so erhält man: 

(a + i6)«'+''*' = [ea?+«(y±2*Ä)](«'+«*') 
und weiter: 

= ^ar«'-(y ±2*^)6' ["cos (a:6' + (y + 2'k%)d) + i sin (a:6'+ Ciy + 2Ä;;r)a']. 

Der Modul dieser Zahl sowohl wie ihr Argument hat im allgemeinen 
unendlich viele Werthe, entsprechend allen ganzzahligen Werthen von 
fc; zu fc = gehört der einfachste Werth. Für &' = umfasst diese 
Gleichung die frühere Definition einer Potenz mit reellem Exponenten. 
Werden a und 6 beide Null, so ist diese Definition hinfallig; weil für 
den Logarithmus der Werth x unendlich, der Werth y völlig unbe- 
stimmt wird. Nach dieser allgemeinsten Definition ist auch für (e)*+'J' 
nur der einfachste Werth gleich c^+'y = e' • (cos y + i sin y), wäh- 
rend der allgemeine Werth lautet: 

(e)*+«y=e=r+2*Äy+.(y±2i7ra:)==g»+2A/ry(cos(y+2fcjra;)+isin(y+2Ä;^^^ 

Doch- pflegt man unter dem Symbol e*+»y stets nur den einfachsten 
Werth zu bezeichnen. Aus der Umkehr dieser Definition folgt noch 
die Definition des Logarithmus bei beliebiger Basis: 

Der Logarithmus einer Zahl a -f~ ^ ^ ^^ Bezug auf die Basis 
d + %}) ist diejenige Zahl w + iv, welche die Eigenschaft hat, dass 

Setzt man 

a + i& = ef+«(';±2*«) 

ferner : 

a' + i6' = e'+»(*±2*'^) , 

so sind u und xi aus den Gleichungen zu berechnen: 

5** — (^ i 2fc'jr) t; = I, 
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Aus diesen beiden Gleichungen werden zu jedem Werthe von h und fc', 
u und V eindeutig bestimmt; zu A; =: 0, A;' «= geboren die einfachsten 
Werthe des Logarithmus 

Damit ist der Kreis der Rechnungsoperationen geschlossen; ihre 
B^sultate sind immer in complexen Zahlen angebbar; insbesondere 
sind nun auch die Potenz mit negativer Basis und beliebigem Ex- 
ponenten^ sowie der Logarithmus mit negativer Basis oder negativem 
Numerus als Zahlbegriffe in die Analysis aufgenommen. 



Zweites Capitel. 

Complexe Beihen. Complexe Variabele. Functionen einer oomplexen 

Variabelen. 

76. Unter der Summe einer unendlichen Reihe, deren Glieder 
complex sind: 

2: (w + iv) = {Uq -f ivo) + (Wj -f iv^) +...(««» + ivn) . . . 

ist die complexe Zahl U -{■ iV zu. verstehen, deren reeller Bestandtheil 
U gleich der Summe der unendlichen Reihe : Wq -|- w^ + • • • ^n + . • . , 
deren imaginärer Bestandtheil i V gleich der Summe : i (t^o + ^i "1" • • • ^« • • 
ist. Die complexe Reihe hat also nur dann einen bestimmten Werth 
upd heisst convergent, wenn U sowohl wie V bestimmte endliche 
Werthe haben, also wenn die Reihen: 

^0 ~(" ^i + •••**»•• • ^^^ ^0 H" ^1 + • • • ^« 

convergiren. 

Sind 1) JPo+JPi+JP2-"+JP»---und2)2o + 2i + 22--- + 2» + ... 
zwei convergente unendliche Reihen, deren Glieder complex 

{Pn = Mn + iVn, in = ^n' + iVn) 

und deren Summen bezüglich gleich P und Q sind, so ist: 

3) {P^ + ^o) + (i>l + ix) + (JP2 + ^2) + • • • (.Pn + g«) • • . 

eine convergente Reihe, deren Summe P + § ist. Denn setzt man: 

^« =i>o + JPi + • • Pny Ö» = 3o + 2i + • • • 2«; 

so werden P„ und Qn mit wachsenden Werthen von n sich den Grenzen 
P und Q nähern, folglich hat 

Pn + Cn = CPo + 2o) + (1>1 + 2l) + • • • (P« + 2«); 

das ist die Summe der w + 1 ersten Glieder der Reihe 3) mit wach- 
senden Werthen von n den Grenzwerth F -\- Q. 
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77. Die complexe Reihe heisst ^unbedingt^ convergent, wenn die 
positiven Glieder der Reihen m^ + ^i + % • • • ^^^ Vq + ^i + ^2 • • • 
und ebenso die negativen gesondert summirt endliche Werthe ergeben, 
oder, wie man diese Eigenschaft bezeichnet: wenn sowohl die Reihe u 
als auch die Reihe v unbedingt convergente sind*). (Sind also in 
jeder Reihe nur Glieder mit einerlei Vorzeichen vorhanden, so deckt 
sich der Begrifif der unbedingten Convergenz mit dem der Convergenz 
überhaupt; sind aber z. B. die Glieder hinsichtlich des Vorzeichens 
alternirend, so wird eine besondere Eigenschaft ausgesagt.) (Vergl. 
§. 44 III.) 

Convergirt eine complexe Reihe unhedingt, so convergirt auch die 
aus den Moduln ihrer Glieder gebildete Reihe: 



, V< + V + V^' + ^l' + V^2' + V + . . . VUn' + Vn^+,.. 

Bezeichnet man die Glieder u + ^v je nach den Vorzeichen von u und 
V gesondert, so dass 

1) U(u + it;) = 2;(w(i) + ivO) + 2;(ti(2)„^-^(2))^2;(~«*(3) +j-^(3))_|_ 

+ 2;(— «*(*)— ^t;(*)) 
ist, so sind zufolge der Annahme unbedingter Convergenz 

2) 2:^(1), 2:^(2), 2:m<3), 2:^^, Uv^^^ Uv^^), Uv^^), Zv^^^ 
convergente Reihen, also auch nach dem Additionssatze: 

3) 2;(w(i) + t;^^)), 2;(m(2) 4. t;(2)), 2:(w(3) -j_ t;(3))^ 2:(m(*) + vW). 

Nun ist 



Mithin müssen 

endliche Werthe ergeben, un(l folglich ist die Summe dieser vier 

Reihen gleich ^j/u^ + v^ ebenfalls eine endliche Grösse. 

Der eben bewiesene Satz ist umkehrbar; weil der Modul einer 
Summe kleiner ist als die Summe der Moduln aus den Summanden, 
so folgt, dass wenn die Summen 5) endliche Werthe haben, auch die 
Moduln der Summen , 



*) Der Begriff der unbedingten Convergenz ist von Cauchy eingeführt; 
von Di richlet, Abhandlangen der Berliner Academie 1837, erörtert worden. 
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endlich sein müssen; dies erfordert die Convergenz der Summen (2). 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die unbedingte 
Convergenz einer complexen Reihe ist also die Convergenz der zugehörigen 
Modulreihe*). 

Eine unbedingt convergente Reihe ergiebt den nämlichen end* 
liehen Werth, auch wenn die Reihenfolge der Glieder nach irgend 
welchem Gesetze verändert wird. 

Es sei Un + iVn die Summe der Glieder: 

(Uq + ivo) + (Wi + ivi) + • • • (Wn + ivn) 
und Lim (i7„ + iVn) = U -}- iV\ es bedeute ferne»: 

gleich Up + iVp die Summe der p + 1 ersten Glieder einer unend- 
lichen Reihe, die aus der vorigen nur durch eine andere Anordnung 
der Glieder gebildet ist, so kann man^ wie gross auch n gedacht sein 
mag, p jedesmal so wählen, dass alle die Glieder, welche in Un-^iVn 
enthalten sind, auch in Up + iVp vorkommen. Dieser letztere Aus- 
druck wird noch andere Glieder enthalten, aber die Indices derselben 
sind grosser als n. Folglich ist: 

[TJ; + iF/) - {Un + iVn) = K + i^c^ + (^r + iVr) • • • K + iv,) 

{q, r, . . .z > n). 
Lässt man nun n und also auch p beliebig wachsen, so werden 

Lim (% + Wr + • • • "W,) und Lim (t^<^ + Vr + • • • v») 

kleiner tverden als eine beliebig kleine Grösse; weil zufolge der Con- 
vergenz der Modulreihe lediglich durch Wahl von n: 

Lim {j/ü'f+^^ + yur"" +Vr^ H j/üJT'^') 

q, r . , , z > n 

beliebig klein wird; also ist: 

Lim {Up -f iVp) = Lim {Un + iVn) = ?7+ iV. 

Mit dem vorstehenden ist bewiesen, dass der Fundamentalsatz der 
Addition auch auf eine unbedingt convergente Summe von unendlich 
vielen Summanden Anwendung findet. Eine nicht unbedingt conver- 
girende Reihe aber verändert ihren Werth, wenn die Reihenfolge der 
Glieder verändert wird; das lehrt das Beispiel der früher angeführten 
Reihe mit reellen Gliedern (§. 47): 



*) Cauchy: Cours d'analyse algäbrique. 

Harnack, Dififeienlial- u. Integralrechnung. 9 
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Ist 

m=zl 

und bildet man mit verändertem Gesetz der Reihenfolge: 



m=n 



^ ^^3 2~5'7 4 „1^ Zj V4M-3 ^4m— 1 2m/' 

r/i=l 

SO wird, da man 8 auch unter der Form betrachten kann: 

CT—n . 

"" «=™ 4^ ^4m — 3 ~ 4w-2 "f" 4w— 1 ~ 4w/' 

m = l 

S'-S = Lim V ( 1 _ 1 ) = I Lim y (—^ _-L) = 4.5, 

n — ^^ V4w— 2 41»/ 2 „-_oo^ V2w— 1 2w/ 2 ' 



7/^ = l m = 1 



folglich ist: S' =^S. 

Offenbar kann eine bedingt convergente reelle Reihe durch geeignete 
Anordnung der Glieder einen beliebig gegebenen Werth C erhalten. 
Denn bezeichnet 21a die Vereinigung aller positiven, 276 die Ver- 
einigung aller negativen Glieder, — Reihen, welche über jeden Betrag 
hinaus wachsen, — so bilde man eine Reihe, welche zuerst aus so 
vielen Gliedern a besteht, dass ihre Summe grösser wird als (7, sodann 
füge man so viele Glieder 6 hinzu, dass die Summe kleiner wird als 
C Indem man diese Anordnung abwechselnd fortsetzt, wird die Ab- 
weichung von C nie mehr betragen, als der Werth des dem letzten 
Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da die Grössen a und J 
nach Null convergiren, so hat der Summenwerth der Reihe die 
Grenze C*). 

78. Die Multiplication zweier unendlicher Reihen. 
Bilden die Moduln der beiden complexen Reihen: 

1) i>o + Pi + ^2 + • • • i>» • • • und 2) g'o + ä'i + 9'2 • • • 9'« • • • 

(Pn = M» + iVny qn = w'n + iVn) 

ebenfalls convergente Reihen: 

3) (>0 + Pl + (>2 +•••(>»+•• • 4) Qq + Qx + Q^ + . > . Qn + . * ' 

(Qh = VUn^ + Vj Qn = ^Un^ + ^^ 

SO ist: 

5) PoQo + (i>03l +jPl^o) + (i>0«2 +PlQi +i>2 2ü) + • • • 
• • • iPain + Pi 2«-l + . . 'PkQn-k + . • . Pnqo) H 



*) Dir ichlet a.a.O.; Eiemann, Ueber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische Reihe. Werke S. 221. 
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eine con vergante Reibe, deren Summe P. Q ist. Um dieses Theorem 
zu beweisen*), bedürfen wir eines Hülfsatzes: 

Bedeuten R und R' die Summen der beiden aus lauter positiven 
Gliedern bestehenden Reihen 3) und 4), so ist: 

6) Qo Qo + (Qi) 9t + Qi Qo) "+" {9oQ2 + 9\ 9t + 92 9o) + • • • 

• • • {9o9n + 9i 9n-l + • • • 9k9n-'k + • • • 9n9o) + • • • 

eine convergente Reihe, deren Summe gleich R , R\ 

Bezeichnet man nämlich die Summe der w + 1 ersten Glieder der 
Reihen 4), 5) und 6) bezüglich mit Rn, Rh , Sn, so erkennt man, dass 

Sn < RnRn* 

Nennt man m die grösste ganze Zahl, welche in -^ enthalten ist, so 

wird Sn > Rm^m * Dcun das Product 

((>o + Pi + • • • P«) {9q + Pi' + • • • 9n) 
besitzt auch Glieder, welche in Sn nicht auftreten, während die Glie- 
der des Productes: (^o + 9i + • • • 9m) (9o + 9/ + • • • 9m) sämmt- 
lich in Sn vorkommen, dort überdies vermehrt um positive Grössen. 
Aus der für jedes noch so grosse n geltenden Ungleichung 

RfiRn > Sn '> RtnUm 

folgt, dass Lim S« = Lim RnRn = Lim R^Rm , weil bei beliebig 
wachsendem n Lim JB„ = Lim Rm , Lim JB„' = Lim Rm wird. Bildet 
man die Differenz 

Rn . Rn Sn «= ((>l9n'+ (>2P'n-l+ • • • 9n9t) + (^2 (>n'+(>3 (>'n-l+ •.•(>» 92) 

i9z9n+9i9n-l+ ... 9n9s) + ••• 9n9ny 

SO ergiebt sich, weil nach dem eben bewiesenen Theorem 

Lim(iJ„iJn'-.S„) = 0, 

71=0» 

dass auch die rechts stehende Summe die Null zur Grenze 
hat. 

Mit Hülfe dieses Ergebnisses wird der Beweis des aufgestellten 
Productsatzes folgendermassen geführt. 

Heist Sn die Summe der n + 1 ersten Glieder der Reihe 5) , so 
wird: 

Sn — PnQn^ (Pi Qn + l>2«n-l + • • • Pn^i) + 

und es muss gezeigt werden, dass die Summe der auf der rechten 
Seite stehenden Producte bei wachsenden Werihen von n die Null zur 
Grenze hat. Das wird dann und nur dann der Fall sein, wenn der 
Modul dieses complexen Ausdruckes nach Null convergirt. Da nun 
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der Modul einer Summe von complexen Zahlen kleiner [(höchstens 
gleich) ist als die Summe aus den Moduln der Summanden^ so ist 
das Behauptete erwiesen, weil 

nach Null convergirt. 

Wir wenden dieses Theorem auf die Exponentialfunction an, wie 
sie §. 73 definirt wurde: 

e«+.>=e«(co8y+isiny) = (l+f+f;+f; + ..0(l+'f+^f+f^+...) 

Das Product der beiden unendlichen Reihen wird durch eine unend- 
liche Reihe dargestellt: 

' 1 "T" V2!"^ 1 ' 1 "• 2! / *• Vä!"« 2! ' 1 "i" 1 2! «" 3! / 

^ \nl^n-ll 1 ' »-2! 2! ' n-kl kl ^ n! /^ ' 

die in der Form zusammengefasst werden kann: 

» 1 ' 2! *• 3! "» nT -!-'••• , 

Dies ist die Exponentialreihe mit complexem Argumente, sie stellt 
den einfachsten Werth der Exponentialfunction e^+*y dar. 

79. Eine Grösse heisst eine complexe Veränderliche oder Variabde, 
wenn sie verschiedene complexe Zahlenwerthe anzunehmen vermag. 

Während eine Menge von reellen Zahlen stets durch die Punkte 
einer geradlinigen Strecke abgebildet werden kann, vrird ein ab- 
gegrenzter Theil von complexen Zahlen im allgemeinen durch ein 
von irgend einer Curve begrenztes „Gebiet^' von zwei Dimensionen 
der Ebene veranschaulicht. Ob die Punkte der Grenzcurve selbst zum 
Gebiete zu rechnen sind oder nicht ^ muss in jedem einzelnen Falle 
besonders angegeben werden. Solch ein Gebiet kann sich insbesondere 
auch auf ein lineares Gebilde (Gebiet einer Dimension): auf die Punkte 
eines Curvenstückes (einer geradlinigen Strecke) reduciren. 

So bilden z. B. alle complexen Zahlen, deren Moduln kleiner als 
r^ und grösser als r^ sind, ein Gebiet, welches geometrisch durch den 
ebenen Ring, begrenzt durch die zwei concentrischen Kreise mit den 
Radien r^ und r^ um den Coordinatenanfangspunkt, dargestellt wird. 
Die complexen Zahlen aber, deren Modul gleich r, ist, bilden ein 
lineares Gebilde, nämlich die Ereisperipherie , deren Radius r, ist. 

' Ein Gebiet von zwei Dimensionen heisst zusammenhängend, wenn 
man von jedem innerhalb des Gebietes gelegenen Punkte zu jedem 
anderen Punkte des Gebietes gelangen kann, ohne die Grenzcurve zu 
überschreiten . 
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Ein Gebiet von einer Dimension heisst zusammenhängend, wenn 
man von jedem auf dem Gebiete gelegenen Punkte zu jedem andern 
Punkte des Gebietes gelangen kann, ohne das Gebiet zu verlassen. 

Eine Grösse heisst innerhalb eines Gebietes unbeschränkt ver- 
änderlich, wenn sie alle diesem Gebiete angehörigen Zahlenwerthe an- 
zunehmen vermag. 

Eine complexe Grösse heisst continuirlich oder stetig veränderlich, 
^venn alle Werthe, welche sie annimmt, stets einem endlichen zusammen- 
hängenden Gebiete angehören. 

Insbesondere vnrd eine Grösse an einer bestimmten Stelle unbe- 
schränkt stetig veränderlich genannt, wenn die Veränderliche alle 
Werthe annehmen kann, welche einem die Stelle einschliessenden Ge- 
biete von noch so kleiner aber doch endlicher Ausdehnung angehören. 
Dagegen ist die Grösse an dieser Stelle beschränkt stetig veränderlich, 
wenn die Werthe, welche sie in der Nähe dieser Stelle annimmt, ein 
Gebiet bilden, auf dessen Grenzcurve die Stelle liegt, oder auch nur 
ein Gebiet von einer Dimension. Sie ist unstetig an dieser Stelle, wenn 
der Punkt für sich isolirt ist, also keinem Gebiete angehört. 

Es ist hierbei noch auf einen Umstand zu achten: Sagt man von 
einer reellen Veränderlichen, sie verändere sich stetig innerhalb eines 
Intervalls von einem Werthe a zu einem Werthe 6, so weiss man 
damit, welche Zahlenwerthe sie annimmt, oder geometrisch gesprochen, 
man kennt den Weg, welchen sie durchläuft. Verändert sich eine 
complexe Grösse stetig von einem complexen Werthe a bis zu einem 
complexen Werthe 6, so ist damit noch gar nicht bekannt, welche 
Zwischenwerthe sie annimmt. Die Art ihrer Veränderung ist ebenso 
unermesslich, wie die Verbindung zweier Punkte der Ebene durch einen 
continuirlichen Zug. 

Die stetige Veränderung einer complexen Grösse = x -\- iy er- 
fordert, dass sowohl der reelle Bestandtheil x als der Factor des ima- 
ginären: y sich stetig ändere. Eine complexe Veränderliche wird 
unendlich klein, wenn ihr Modul unendlich klein wird, d. h. wenn 
sowohl X wie y die Null zur Grenze haben. Eine complexe Grösse 
wird unendlich gross, wenn ihr Modul unendlich gross wird, d. h. 
wenn entweder x oder j/, oder beide zugleich numerisch über jeden 
'Betrag hinaus wachsen. 

Den unendlich grossen complexen Zahlenwerthen entsprechen in 
der Bildebene die unendlich fernen Punkte, uixd wie eine complexe Zahl 
x-^-iy unendlich werden kann, während dasVaxVÄ\fc^^^^ ^ ' ^ ^^ mög- 
lichen Werthe annimmt, so findet sich in deir X^v^et^^ *^^^ ^^^^^ Avirela den 
Coordinatenanfangspunkt gelegten Richtung ^ ^^^öX\OciW\i^x'?\xi\k\.. 
Insofern deckt sich der Grenzbegriflf der p^ ^V(V . ^^tl ^"^^^^^ ^^omettie, 
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demzufolge jeder Richtung ein unendlich ferner Punkt zugehört, mit 
dem complexen Zahlensysteme hinsichtlich der unendlichen Werthe. 

Andererseits erfordert bei den analytischen Untersuchungen das 
Auftreten einer unendlichen Grosse stets besondere Betrachtungen; 
diese sind von dem Yerhältniss der Zahlen x : y meistens unabhängig 
uud können durch eine einfache Substitution auf das Verhalten bei 
einem endlichen Werthe der Variabelen zurückgeführt werden. Denn 
soll die Variabele z über jede Grenze hinaus wachsen, so entspricht 

solchen Werthen in der Gleichung: z = — nur ein einziger Werth 

von /, nämlich der Werth 0, wobei die verschwindenden reellen Zah- 
len X und y in / = a;' + iy noch jedweden Verhältnisswerth anneh- 
men können. Die unendlichen Werthe von z sind also auf diese 
Weise in einen Punkt zusammengefasst. 

Man kann diesen Zusammenhang geometrisch in zweierlei Weise 
ausdrücken. Erstlich man sagt direct, die Ebene ist im Unend- 
lichen durch einen Punkt geschlossen. Diese Aussage deckt 
sich mit keiner wirklichen Vorstellung (ebensowenig wie die Aussage^ 
die Ebene ist im Unendlichen durch eine Gerade begrenzt), weil von 
Vorstellungen über das Unendliche nicht die Rede sein kann; sie sagt 
vielmehr nur aus, wie man gewisse Grenzprozesse vollzieht. Man kann 
sich aber ein anschauliches Bild von diesem BegriflFe verschaffen, wenn 
man von der Ebene auf die Kugel übergeht. Denkt man sich auf den 
Coordinatenanfangspunkt der Ebene eine Kugel von beliebigem Radius 
gestellt, und verbindet man den höchsten Punkt dieser Kugel mit den 
Punkten der Ebene, so trifft jede dieser Geraden die Kugelfläche in 
einem weiteren Punkte. Diesen Punkt betrachte man als das Bild der 
complexen Zahl a; -f- iy, welche ursprünglich durch den Punkt der 
Ebene mit den Coordinaten x und y dargestellt war. Alsdann con- 
vergiren die Punkte, welche beliebig weit gelegenen Punkten der Ebene 
entsprechen, auf der Kugel insgesammt nach einem einzigen Punkte^ 
nämlich dem höchsten. Man kann auf diese Weise eine endliche Kugel- 
fläche zur Darstellung des Zahlsystemes verwerthen; doch werden wir 
im folgenden bei der Ebene bleiben. 

Denn es giebt noch eine zweite Möglichkeit; die Auffassung des 
Unendlichen durch einen Punkt anschaulich zu gestalten. 

In der j?-Ebene breite man alle die Zahlen aus, deren Modul eine 
gewisse beliebige Grenze ü nicht übersteigt; alle Zahlen aber, deren 
Modul grösser ist als ü, breite man auf einer andern Ebene z' aus^ 

deren Punkte denen der ersten durch die Gleichung z = — zugeord- 
net werden. Setzt man 

= r(cos g) -f- i sin 9), / «= p (cos ^ + i sin ^) 
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SO ist 
Q (cos ^ + * sin ^) = — (cos q) — i sin ip) , also q = — ^ = ~ q). 

Allen Punkten der jSf-Ebene, welche ausserhalb des Kreises r = R 
liegen, entsprechen Punkte, welche in der /-Ebene innerhalb des 

Kreises Q =-w liegen. Kreise um den Anfangspunkt ^ =^0 verwan- 
deln sich in Kreise um den Anfangspunkt / = 0, die aber in ent- 
gegengesetzter Richtung durchlaufen werden ; dem unendlichen in der 
j2?-Ebene entspricht nur ein Punkt, nämlich = 0. Diesen Zusammen- 
hang zwischen zwei Ebenen, die Kreis Verwandtschaft*) oder die Trans- 
formation durch reciproke Radii vectores genannt, werde ich später 
bei unendlichen Werthen von benutzen. 

80. Wenn dieWerthe einer complexen Veränderlichen w^^u-^-iv 
durch die Werthe einer complexen Veränderlichen = x + iy = Ttp 
derart bestimmt sind, dass zu jedem Werthe von e innerhalb eines be- 
stimmten Gebietes ein oder auch mehrere Werthe von w durch eine 
endliche oder auch unendliche Anzahl von Operationen (Additionen oder 
Multiplicationen und deren Umkehr) der Grösse z angegeben werden 
können, so heisst w eine Function der complexen Veränderlichen z. 

Auch hier gelten die Unterscheidungen der Functionen in ein- 
werthige und mehrwerthige, je nach der Anzahl der zu einem 
Werthe von ;8? gehörigen Werthe von w, in algebraische und trans- 
scendente, je nach der Form, in welcher die Variabelen auftreten, 
und in explicite und implicite, je nachdem die Function nach w 
aufgelöst ist oder nicht. 

Der Gesammtverlauf einer einwerthigen (monotropen) Function 
wird mit Hülfe zweier Ebenen . veranschaulicht. Jedem Werthe 
X -\- iy = Tfp der Grösse entspricht ein Punkt der Ebene I, dessen 
rechtwinklige Coordinaten x i\nd y sind, jedem zugehörigen Werthe 
u -j- iv ein Punkt der Ebene II, dessen rechtwinklige Coordinaten u 
und V sind. Gehört zu jedem Werthe von js ein bestimmter mit z 
stetig sich ändernder Werth von w, so wird jedem Punkte der Ebene I 
ein Punkt der Ebene II, jeder Linie eine Linie, jedem zusammen- 
hängenden Flächenstücke ein zusammenhängendes Flächenstück ent- 
sprechen. Aendert sich dagegen an einzelnen Stellen w nicht stetig, 
während z stetig verändert wird, so entsprechen einem zusammen- 
hängenden Stücke der Ebene I nicht zusammenhängende Stücke der 
Ebene IL Die Abhängigkeit der Grösse w von z ist kurz gesagt geo- 
metrisch vorgestellt als eine Abbildung der Ebene II auf die Ebene I'''*). 



*) MöbiuB, Abhandl. der sächs. Gesellsch. d. W^issensch. 1855. 
**) E i e m a n n, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der EunctioneD. Werke S. 5. 
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Solch eine Abbildung ist z. B. im vorigen Paragraphen vermittelst der 
Gleichung: w = — bereits untersucht worden. 

81. Wir denken uns eine explicite Function w = u -j- iv =f{0) 
== f(j^ + ^y) = /*(y*(cos g) + i sin 9?)) — die Grössen u und v sind 
Functionen der reellen Veränderlichen x und y oder r und q) — und 
fragen nach dem analytischen Kennzeichen der unbeschränkten Stetig- 
keit solch einer Function in einem Gebiete, für welches sie bestimmte 
Werthe hat. Nach den bisherigen Erörterungen muss sich um jede 
Stelle, an welcher w stetig sein soll, ein zusammenhängendes Gebiet 
von zwei Dimensionen von noch so kleiner jedoch endlicher Ausdeh- 
nung finden lassen, dem ein zusammenhängendes Gebiet von w ent- 
spricht; d. h. die Grössen u und v müssen sich stetig ändern, wenn 
die Grössen x und y oder r und 9 stetig geändert werden; oder mit 
anderen Worten u und v müssen stetige Functionen der beiden reellen 
Veränderlichen x und y oder r und (p sein (§. 52). Bei der Darstellung 
der Grössen u und v als Functionen von r und 9 ist aber noch zu 
bemerken, dass, soll die Function einwerthig sein, eine Vermehrung 
des q) um Vielfache von 2% die Werthe dieser Functionen nicht än- 
dern darf. 

Bezeichnet man den Zuwachs von 8 mit A^ = Aa?-|-iAt/ und 
und setzt man: 

w -f- tikW = (w -}- Aw) -\- i{v -\- tikv) = i\z 4- C^z) , 

so muss, wie auch Aa; und Ay nach Null convergiren mögen. 

Lim Am = und Lim tüv = 

werden. Diese beiden Bedingungen vereinigen sich zu der einen Aussage : 
Die Fundion w = f{z) ist an einer Stelle stetig, wenn sich diese 
Stelle in ein Gebiet einschliessen lässt, so dass für jede Stelle > + ^^ 
in diesem Gebiete der Modul der Differenz: 

mod (Aw) = mod [f(0 + A;8f) — f{z)] == j/Au'^ + Av^ 

Meiner wird als eine beliebig Meine vorgegebene ZaM d, 

82. Indem wir uns dazu wenden, bestimmte Beispiele für Functio- 
nen einer complexen Variabelen zu bilden, beschränken wir uns vor 
allem auf die Forderung, dass sich nach einer gegebenea Formel zu den 
Werthen von ein oder auch mehrere Werthe von w berechnen 
lassen. Das allgemeinste Hülfsmittel, das uns nach unseren bis- 
herigen Untersuchungen dafür zu Gebote steht, ist die Potenzreihe, 
welche die expliciten rationalen oder irrationalen Functionen umfasst. 

Unter den Potenzreihen selbst haben wir bereits im reellen Ge- 
biet die Exponentialreihe, und die Umkehr derselben, den Logarithmus, 
kennen gelernt; auf diese Functionen können wir (§.67 und §. 74) die 
goniometrischen und cyclometrischen zurückführen. 
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Demnach stellen wir uns die Aufgabe : erstlich die expliciten ratio- 
nalen und irrationalen, zweitens die Exponentialfunction und deren 
Umkehr, den Logarithmus, drittens allgemein die Eigenschaften der 
durch Potenzreihen dargestellten Functionen im complexen Gebiet zu 
studiren. Diese Probleme bilden die Grundlage, der allgemeinen Func- 
tionen theorie; auf dieselben kommen die folgenden Untersuchungen 
immer wieder zurück, indem im Fortschritte derselben die Methoden 
zur vollständigen Lösung allmälig gewonnen werden. Durch sie wer- 
den wir schliesslich in den Stand gesetzt, die Entwicklung der impli- 
citen algebraischen Functionen auszuführen. 

1 . Die Potenz w = ^ mit ganzzahligem positivem Exponenten 
ist eine einwerthige Function und stetig für die ganze Ebene, weil 
u = r"* cos mq), v = r^ sin mg) stetige Functionen von r und g) sind, 
die bei einer Vermehrung des Argumentes g) um Vielfache von 2ä 
sich nicht ändern. 

Um das Verhalten der Function bei unendlichen Werthen von zu 

untersuchen, setze man = — , so ist m? = — und dem Unendlichen 

entspricht die Stelle / = 0. An dieser Stelle wird w unendlich, d. h. 
der Modul wächst, wie man sich auch der Stelle nähern mag, in be- 
stimmter Weise über alle Grenzen. Der unendliche Punkt ist also für 

diese Function ein singulare r. Da aber die Function «^ = -^ die 

Eigenschaft hat, dass sie mit Z''* = (— )"* multiplicirt an der Stelle 

;sf' = den endlichen Werth 1 ergiebt, so nennt man diese singulare 
Stelle eine ausserweseutliche; indem man allgemein definirt*): 

Wird an einer im Endlichen gelegenen Stelle ^ = a oder im Unend- 
lichen 2 = 00 eine Function f{0) unendlich, so heisst diese singulare 
Stelle eine ausserwesentliche, falls sich eine ganze Zahl m angeben lässt, 
so dass 

[i^-arf{0)] oder {-f ^ 

gleich einer endlichen Grösse G wird, uoie man auch immer nach a, 
bezüglich nach 00 convergiren lässt\ genauer ausgedrückt heisst dies: 
es muss sich um a ein Gebiet angeben lassen, in welchem sich die 
obigen Producte von G um weniger als eine beliebig kleine Zahl S 
unterscheiden. 

Aus dem vorigen folgt: Jede ganze rationale Function vom n**" 
Grade in ist einwerthig und stetig für die ganze Ebene und besitzt 
nur im unendlichen Punkte eine ausserwesentliche Singularität. Denn 



*) Weierstrass. Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 
Abhandl. d. Akad. d. WiBsensch. Berlin 1876. 
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f{iS) = ao + «1^ + »2^^ + • • • »n^*" 



(a« von verschieden) 



ist für jedes endliche z eine Summe von lauter stetigen Functionen, 
und nur für =^ oo wird sie unendlich, ebenso wie 



n 



für / = ; aber 



a. 



wird für / = gleich a„ . 

2. Die rationale gebrochene Function 

1 • 

ist einwerthig und stetig in der ganzen Ebene, mit Ausnahme des 
ausserwesentlichen singulären Punktes = a. Der unendliche Punkt 
ist, wie die Substitution 



{z 



-«r "" L(i— «2;'rJ*'=o 



lehrt, kein singulärer. 

Die allgemeinste gebrochene rationale Function ist von der Form 



6ö+M + &2^*H K^ 



m 



Im dritten Capitel wird gezeigt werden, dass jede rationale Func- 
tion vom Grade n sich in n lineare Factoren zerlegen lässt. Wird 
dieses Resultat hier schon vorausgesetzt, also der vorstehende Bruch 
in der Form 

a„ (^--Oft)(^ — «2) '" (^— «n) 

geschrieben (die Grössen a wie ß können unter sich zum Theil gleich 
sein, nur werden die Grössen a von ß verschieden gedacht, weil 
sonst Factoren sich von vornherein wegheben liessen), so erkennt man : 
die rational gebrochene Function ist einwerthig und stetig in der ganzen 
endlichen Ebene mit Ausnahme der ausserwesentlichen singulären Punkte 
ß\i ßi ' ' ' ßm* Das Unendliche ist ebenfalls eine ausserwesentliche sin- 
gulare Stelle, falls w > m, dagegen eine reguläre, wenn w < w. Denn 
es verhält sich die Function wie: 



«n (y~" 0(z^^') -'(7 



-««) 



= ^ '^Z 



m — n 



p J K '" (l-i5,/)(l~j5,/)...(l-j5^0 

für z = 0. 
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3. Die einfachste explicite irrationale algebraische 
Function; die Potenz (/ — a)^, werde durch die Substitution / — a=£! 
auf die Form 0"^ gebracht; m soll eine rationale gebrochene Zahl 

^- sein. Alle Sätze, welche im folgenden für die Function 0^ bewiesen 

werden, können auf die allgemeinere Form (/ — ä)*** leicht übertragen 
werden, indem man nur zu beachten hat, dass alles, was für den Punkt 
= gilt^ -sich auf den Punkt / = a bezieht. 

Ist 

= r (cos g) + i sin 9), 

so wird 

w = 0"^ = rT (cos — (9 4" 2fcjr) + * sin — (9 + 2Jc7c)j 

(Ä = 0, 1, . . . ö' — 1). 

Zufolge dieser Darstellung ist die Function berechenbar. Denn 
cos und sin sind Potenzreihen. Jeder ganzzahlige Werth von h be- 
stimmt zu jeder Stelle den Werth eines Zweiges der Function, die 
also nicht mehr wie die vorigen eine eindeutige, sondern eine mehr- 
deutige ist. Im Punkte = und = cx> haben alle Zweige den- 
selben Werth, nämlich 

falls — > in ;2f = den Werth 0, in ^er = 00 den Werth cx), 

falls — < in ;ef = den Werth 00, in ;2? = 00 den Werth 0. 

Diese beiden Punkte heissen Verzweigungspunkte der Function; 
im ersten Falle ist ausserdem der Punkt = 00, im zweiten der Punkt 
jS = ein Unendlichkeitspunkt. 

Es fragt sich nun wie man die zu einem Zweige der Function 
gehörigen Werthe zusammenfassen kanri, so dass dann jeder Zweig 
für sich eine im allgemeinen stetige Function ist. 

Man ziehe vom Nullpunkte aus eine beliebige ins Unendliche ver- 
laufende Curve, welche sich selbst nicht schneidet; es ist am ein- 
fachsten, eine der Coordinatenlinien zu wählen, z, B. den positiven 
Theil der Abscissenaxe. 

Zu jedem Punkte dieser Geraden gehören q Werthe der Function 

w = rq (cos — (g) + 2Ä; ä) -|- i sin — (g) + 2h7iyj 

()fc = 0, 1, . . . ^— 1). 

Indem man für eine vom Nullpunkte beliebig wenig, jedoch um eine 
endliche Grösse entfernte Stelle einen der Werthe herausgreift, z. B. 
den zu )fc = gehörigen, lege man allen übrigen Punkten der Curve 
diejenigen Werthe bei, welche aus dem angexioö^^®^®^ durch stetige 
Aenderung von r und q> hervorgehen, bei AQ'is^'^ ^^^ ^ gleichfalls 
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Null ist. Zu der positiven Abscissenaxe sind auf diese Weise die Werthe 

w = rq gewählt. Man denke sich nun, um zu den übrigen Punkten 
der Ebene die Functionswerthe eines Zweiges zu construiren, concen- 
trische Kreise um den Coordinatenanfangspunkt mit allen möglichen 
Werthen von r gezeichnet, und lege, indem man diese Kreise in einerlei 
Richtung, z. B. von der positiven Abscissenaxe zur positiven Ordinaten- 
axe durchläuft, den Punkten derselben diejenigen Werthe von w bei, 
welche sich bei stetiger Aenderung von g? ergeben. 

Auf einem Kreise mit dem Radius r entspricht auf diese Weise 
dem Punkte: 

p_ 

g? = — , = rt, w; = r9 (^cos|- y +^sin ^yj, 
(p = 7t, ^= — r, w = Tq (cos — ;r -|- i sin — nj^ 
9? = -g-, ^ = - r^, w = rq (cos ^ — + * sm ^ — j, 

q) = 2jr, z = r, w = rq (cos — 2jr + i sin — 2ny 

Hiernach ist w eine stetige Function auf dem ganzen Kreise, nur 
fallen die Endwerthe für (p = 2n nicht mit den Anfangswerthen für 
g) = zusammen. Also auch die Werthe, welche zu Punkten in be- 
liebiger Nähe der positiven Abscissenaxe mit positiven Ordinaten ge- 
hören, unterscheiden sich um endliche Grössen von den Werthen, welche 
die Punkte unterhalb der positiven Abscissenaxe besitzen. Ein auf 
diese Weise construirter Zweig der Function ist also unstetig längs 
der positiven Abscissenaxe. Geometrisch pflegt man dies auch so zu 

bezeichnen: Ein Zweig der Function Zq ist stetig in der zusammen- 
hängenden Fläche, welche sich ergiebt, wenn die unendliche Ebene 
vom Null- bis zum Unendlichkeitspunkte zerschnitten wird. 

Dass in der That der Zweig an jeder anderen Stelle nicht nur, 
wie aus der Construction folgt, eindeutig, sondern auch stetig ist, 
erkennt man leicht. Denn ist z = q (cos ^ + * sin ^, ^ lun eine 
endliche Grösse von Null oder 2jr verschieden, eine beliebige Stelle, 
so umschliesst man dieselbe mit einem kleinen Kreise mit dem Radius 
A(»; die Punkte auf der Peripherie oder im innern dieses Kreises be- 
kommen die Coordinaten 

z + A;2? = 0-^8 (cos + J sin 6) = r (cos g? + i sin 9?) 
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SO dass 

r cos g) == () cos ^ + f cos 0; r sin g) = (» sin ^ + « sin 0. 



Hieraus folgt, dass r = /^^ ^ ^2 ^ 2()f cos (^ — 0)5 es kann also 
durch Wahl von A() die Differenz abs [r — (»] kleiner als eine beliebige 
Zahl 8 gemacht werden, woraus dann weiter folgt, dass auch 9==^ + ^ 
gesetzt werden kann, wobei ri beliebig klein ist. Ist nun ^ um eine 
endliche Grösse von Null oder 2% verschieden, so ist ^ + iy stets eine 
positive zwischen Null und 2ä gelegene Zahl, und die Functions- 
werthe 

w + bkW = [(> + *]^ ^^^ — (^ ifc ^) + *" sin — (^ + ^) 
unterscheiden sich, wie die bezüglichen Reihen lehren, von: 

w? = ()7 cos — ^ -{- i sin — ^ 

beliebig wenig. 

Diese von Cauchy begründete Methode, einen Schnitt zu ziehen, 
der bei Aenderung des Argumentes z nicht überschritten werden darf, 
damit die Function w eindeutig und stetig bleibt, ist von Riemann 
vervollkommnet worden durch ein Verfahren, welches gestattet, alle 
Zweige gleichzeitig ins Auge zu fassen und ohne Einschränkung auf 
allen Wegen die Function zu einer eindeutigen und stetigen zu machen. 
Dies gelingt, wenn man bei einer ^- deutigen Function auch die 
Variabele z auf ^ verschiedenen ebenen Blättern sich bewegen lässt. 

Wir wollen zuerst den einfachsten Fall betrachten, indem wir an- 
nehmen, dass ^ = 2 ist. Ausser der einen längs der positiven ^r-Axe 
zerschnittenen Ebene, welcher wir, ausgehend von den Werthen 

w; == r? , die Functionswerthe zugeordnet haben, nehmen wir für die 
Bewegung von z eine zweite Ebene. Den Punkten der positiven Ab- 
scissenaxe ordnet man gemäss der allgemeinen Gleichung: 



V 



w = ri (cos - (9 + 2k7t) + i sin — (9 + 2Ä;r)J 

für q = 2 die Werthe w = r2 (cos (p7t) + i sin (p^)) (fc = 1) 

zu, und verfahre bei der Ausbreitung der übrigen Werthe in der früheren 
Weise, so werden die Punkte mit beliebig kleinen negativen Ordinaten- 
werthen Argumente erhalten, die für 9 = 2jr stetig in den Werth 

w == r2 (cos 27tp -\- i sin 27tp) = rä 

übergehen, also wiederum von den Anfangswerthen, die für die zweite 
Ebene gewählt wurden, um eine endliche Grösse verschieden sind, da- 
gegen mit den Anfangswerthen den ersten zusammenfallen. Demnach 
unterscheide man im ersten Blatte längs ^er positiven Abscissenaxe 
zwei Ufer; das eine mit positivem Ording^^A^xivverthe laeisse IW^ das 
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andere mit negativem I^~^; ebenso im zweiten Blatte die beiden Ufer 
IIW^ II(— ). Man denke sich die beiden Ebenen über einander gelegt, 
und verbinde IW mit l¥-\ !(-> mit IF+>, so dass sich also die beiden 
Ebenen oder Blätter längs der ganzen positiven Abscisseuaxe durch- 
kreuzen. Es entsteht eine zusammenhängende zweiblättrige Fläche, 
die Riemann eine Windungsfläche erster Ordnung nennt. 
Jedem Punkte dieser Fläche entspricht ein bestimmter Functionswerth, 
jeder stetigen Curve auf der Fläche (mag sie im selben Blatte bleiben, 
oder ins andere übertreten) entsprechen Functionswerthe, welche sich 
stetig ändern; jede geschlossene Curve, welche den \rerzweigungsschnitt 
entweder keinmal oder in einer Anzahl, die ein Vielfaches von 2 ist, 
überschreiten muss, führt zu einem Endwerthe, welcher mit dem An- 
fangswerthe identisch ist*). Sind mehr als zwei Blätter vorhanden, 
z. B. g = 5, so entsprechen: 



I(+; 



II(+ 



in(+ 



IV(+ 



V(+ 



I(- 



IK- 



III(- 



IV(- 



V(- 



die Werthe r 5 , 



r6 (cos -^ + t sm -^), 
r5 (cos -f- +^sm-|-;, 
rö (cos -^ + t Sin -^), 
r5 (cos —^ Y % sm -4— J? 

die Werthe r^ (cos — ^ + i sin — v^), 

^ / 4ü« , . . 4pä\ 
rö (cos -^ +*sm-^;, 



;5 



» 



jy 



V 



)9 



}) 



V 



)f 



)> 



)) 



» 



}} 



>» 



)f 



)7 



V 



r5 (cos -^ +^sln -^;, 

^ / 8ü« , . . %pn\ 

rb (cos -^ f- ^ sin -^T~)f 

* ^ / 10«7r , . . iOpn\ l. 

rb (cos — ^ f- i sm — |^^ — ) = r5 . 



Man hat also !<-) mit II(+), II(-) mit im+), III« mit IVW, 
IV^— ) mit V(+>, endlich V^""^ mit I(+> zu verbinden, so dass eine zu- 
sammenhängende fünfblättrige Fläche entsteht; jede geschlossene Curve 
überschreitet den Verzweigungsschnitt in einer Anzahl, die ein Viel- 
faches von 5 oder auch Null ist. 



*) Es leuchtet ein, dass an Stelle der positiven Abscissenaxe jede andere 
Curve, die sich nicht durchschneidet, als Yerzweigungsschnitt gewählt werden kann ; 
die zweiblättrige Fläche, welche entsteht, ist in ihrer Totalität immer dieselbe. 
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Ist der Exponent m eine reelle irrationale ZsM, so wird die Func- 
tion unendlich vieldeutig; die Construction eines einzelnen Zweiges 
erfolgt in derselben Weise wie früher, und es lässt sich auch eine 
Riemann'sche Fläche bilden, die aber nunmehr aus unendlich vielen 
Blättern bestehen niuss. 

4, Die durch ihre Potenzreihe definirte Exponentialfunction 
e*"+"*y, welche dasselbe bedeutet wie e* (cos y + i sin y) , ist eine ein- 
werthige und stetige Function in der ganzen endlichen Ebene. Der 
Unendlichkeitspunkt ist aber ein singulärer und zwar ein wesent- 
licher. Setzt man nämlich j8r= — , also 

e* = e = e ^ = e ^^ = e ^^ (cos ,^\ ., — «sm -^, — ^), 

so wird für verschwindende Werthe von x und y\ wenn das Verhält- 
niss — , einen beliebigen festen Grenzwerth h hat: 

1 _J_r n 

[e*\ = e ^ cos ■ >,. , ,,, — i sin ,,. , ,g, 
a; = oo a; = 0. 

Der Modul dieses Ausdruckes convergirt, je nachdem x positiv 
oder negativ dem Werthe Null sich nähert, nach + oo oder Null, 
während die Functionen cos und sin zwischen den Grenzen — 1 und 
-f- 1 oscilliren. Man kann die Werthe x und y auch so nach Null 
convergiren lassen, dass der Modul einem beliebigen endlichen Werthe 
c* zustrebt, man setze 

Um^^,= -k für ic' = 0, y = 0, 

also X = y'^lc^ Tcwrz in der wesentlichen singulären Stelle, die für e* im 

i_ 

Funkte z = oo, oder für e' im Punkte = liegt, erhält die Function 
jedweden complexen Werth unbegrenzt. 

Eine andere Eigenschaft, welche den wesentlich singulären Punkt 
vom ausserwesentlichen unterscheidet ist die, dass bei letzterem ein 
ganzzahliges m angebbar ist, für welches Lim (0 — a)^ f{z) = G wird. 

Bei jenem ist dieses nicht möglich. Denn setzt man 

^ ' 1 2; ^ 2! ;&« ' 3! Z^ ' 

SO wird 

'1 '2! ' ml ' w+i z ' 

und wie gross man auch immer m wählet! tnag) ^® ^^^®^ ®^^^ ^^^^ 
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endlicher Werth angeben , so dass f\ivz = die rechte Seite endlich 
bleibt. 

Noch eine andere Eigenschaft zeigt die Exponentialfunction : sie 
ist eine periodische Function; die Periode ist 2ijt. 

g»4-2e7r ^ ^ ^ßQg ^y ^ 2jr) + i sin (y + 2;r)) = e*. 

Theilt man die Ebene in unendliche Parallelstreifen durch Gerade, 
welche in dem Abstände 2ä der Abscissenaxe parallel laufen, so repro- 
ducirt sich die Function gleichartig in allen diesen Streifen. 

5. Der Logarithmus u -{- iv der Zahl x -{- iy = r^f in Bezug 
auf die Basis e ist nach der Definition (§. 74) eine unendlich viel- 
deutige Function. Betrachtet man aber den einfachsten Werth 

u -\- %v ='l(x -{- iy) = l(r) + i^>) 

so hat man eine einwerthige Function. Nur die Stellen r = und 
r == oo sind Verzweigungspunkte, an denen der reelle Bestandtheil dör 
Function über alle Grenzen wächst, der imaginäre völlig unbestimmt 
wird. Denkt man sich also, wie in dem Beispiel der irrationalen 
Function, einen Verzweigungsschnitt vom Null- zum Unendlichkeits- 
punkte geführt, so ist ein Zweig der unendlich vieldeutigen Function 
in dieser zerschnittenen Ebene stetig. 

Es ist für eine spätere Anwendung wichtig, die Bedeutung des 
Verzweigungsschnittes für die verschiedenen Werthe des Logarithmus 
noch in folgender Weise zu interpretiren. Lässt man die Variabele z 
eine im Endlichen geschlossene Curve beschreiben, beginnend bei einem 
Punkte A und wieder in denselben zurückkehrend, welche sich selbst 
nicht durchschneidet und den Coordinatenanfangspunkt nicht einschliesst, 
folglich den positiven Theil der Abscissenaxe keinmal oder in einer 
geraden Anzahl von Punkten trifft, so wird der Werth von l(ß) mit 
stetiger Aenderung von r und 9 bei der Rückkehr in den Punkt A 
ebenso gross wie im Anfange; denn z ist in dasselbe Blatt zurückgekehrt. 

In der beistehenden Figur 
nimmt 9 vom Werthe g)^ ab 
bis zu einem bestimmten 
negativen Werthe, wächst 
alsdann durch Null hindurch- 
gehend bis zu einem Werthe 
grösser als % und nimmt 
dann ab bis zum Werthe (p^ . 
Dem analoges wird auf jeder 
andern Curve derselben Art 
eintreten, auch wenn mehrere 
Schnittpunkte mit der positiven Abscissenaxe paarweise auftreten. Lässt 
man dagegen das Argument z eine im Endlichen geschlossene, sich 




Fig-. 6. 
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selbst nicht schneidende Curve beschreiben, welche den Coordinaten- 
anfangspunkt = einschliesst, also die positive Abscissenaxe in 
einer ungeraden Anzahl von Punkten trifft, so wird der Werth von 
l(js) mit stetiger Aenderung von r und 9 bei der Rückkehr in den 

Punkt deinen Wertherhalten, 
r ^ der von dem Anfangswerthe 

um 2i7C unterschieden ist. In 
der beistehenden Figur lasse 
man vom Punkte Ä so lau- 
fen, dass die eingeschlossene 
Fläche zur Linken bleibt, so 
wächst (p von g}^ an bis 2;t, 
wird alsdann >23r, nimmt 
ab bis zu einem Werthe zwi- 

sehen 2 3r und -^ und wächst 

Figr. 7. ^ 

schliesslich wiederum über 2^ 
hinausgehend bis zu dem Werthe g)^ -\- 27C, Demnach ist der Werth 
des Logarithmus: 

l{r) + i{<pQ + 27t), 
während er am Anfange l{r) -f: **9>o betrug. 

Man kann diese Betrachtung auf Curven, die den Coordinaten- 
anfangspunkt mehrfach umkreisen und sich dabei selbst durchschneiden, 
ausdehnen, indem man sich die Regel bildet: 

Wenn beim Umlauf in be- 
^ stimmtem Sinne die positive 

Abscissenaxe in der Richtung 
von unten nach oben 9^-mal 
überschritten ist, so ist das 
Argument um 2i7tn gewach- 
sen, denn jede üeberschrei- 
tungsstelle besagt, dass ein 
Umlauf vollendet ist. Nur 
dann bedeutet die Bahn zwi- 
schen zwei üebergaugsstellen 
keinen Umlauf, wenn zwischen 
den beiden das Argument 9 eine rückläufige Bewegung besass, so dass 
an einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Stellen die Curve 
die positive Abscissenaxe von oben nach unten durchschnitten hat. 
Sind m solcher Stellen vorhanden, so ist 2i7tm in Abzug zu bringen; das 
Argument des Logarithmus ändert sich also um 2i7t (w — m), 
wenn die Anzahl der üeberschreitungsstellen bezüglich 
n und m ist. 

Harnackf Differential- u. lutegralrechnnng*. 10 




Figr. 8. 
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83. Die complexe Potenzreihe überhaupt. 
Der unendlichen Reihe: 

1) ÜQ + a^ (/ — «) + 0^2 {e — a)^ + • • • a» (^' — <^)'* + * • *; 

in welcher die Coefficienten Viq a^ . . . a» • • . und ebenso a bestimmte 
complexe Zahlen bedeuten, kann durch Substitution des Werthes : / — a=0 
stets die Form gegeben werden: 

2) ÖQ + a, ;8? 4" %^^ + • • • öt»^" -|- . . . 

Bezeichnet man den Modul von mit r, den von a* mit Äk, so con- 
vergirt die vorgelegte Reihe unbedingt für jeden Werth von 0, für 
welchen : 

3) Äq + ^i^ + ^2^^ -f. . . . J.^/-« + • • • 

couvergirt, und umgekehrt folgt aus der unbedingten Convergenz der 
Reihe 2) die Convergenz der Reihe 3) (§. 77). Geometrisch sagt dieser 
Zusammenhang aus: Convergirt eine Potenzreihe unbedingt für eine 
bestimmte Stelle 0, so convergirt sie ebenfalls unbedingt für alle 
anderen Stellen, welche ebensoweit vom Coordinatenanfangspunkte (^=0) 
gelegen sind« 

Sie convergirt dann aber auch unbedingt au allen Stellen, welche 
im Innern dieses Kreises sich befinden. D^nn ist / ein Werth kleiner 
als r, so muss: 

4) ^0 + A^' + ^2^'' H ^«^'" H 

eine convergente Reihe sein, weil jedes Glied derselben positiv und 
kleiner ist als das entsprechende Glied der Reihe 3), folglich hat die 
Summe der Reihe 4) einen bestimmten Werth, dessen Betrag zwischen 
Null und der Summe 3) gelegen ist. Das Convergenzgebiet der Reihe 
2) ist also stets ein Kreis um den Coordinatenanfangspunkt {0 = 0), 
das Convergenzgebiet der Reihe 1) ist ein Kreis um den Punkt / = a. 
Denn der Modul der Differenz bestimmt durch seinen Werth alle 
Punkte 0, welche gleichweit von a gelegen sind. 

Unter dem Radius des Convergenzkreises einer Potenzreihe ver- 
steht man den grössten Werth von r, bis zu welchem die Rcfthe 3) con- 
vergirt. Zur Berechnung dieses Werthes dient der Satz (§. 44), dass 
von einer bestimmten Stelle ab: 

^!!±Ll3<1, oder ü < Lim ^^^ 

sein muss. 

Für R = Lim . " kann die Reihe 3) möglicherweise convergiren 

und ebenso die Reihe 2) ; es bedarf also im Einzelfalle einer besonderen 
Untersuchung, ob in den Punkten des begrenzenden Kreises die Potenz- 
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reihe giltig ist oder nicht. Ausserhalb dieses Kreises kann aber die 
Potenzreihe nicht convergiren, auch nicht einmal bedingt, weil alsdann 
die Moduln der Glieder in der Reihe 2) von einer Stelle ab über jeden 
Betrag hinaus wachsen. Convergirt eine Potenzreihe für einen Werth 
von nur bedingt, so convergirt sie unbedingt für alle Werthe, deren 
Modul kleiner ist. Denn die bedingte Convergenz, bei welcher die 
IVlodulreihe aufhört zu convergiren, erfordert, da die Moduln der Glieder 
nielit wachsen können; doch noch, dass: 

B -^ < 1, nur wird B Lira ^^ = 1 (für w = oo). 

Griebt man also dem B einen kleineren Werth, so ist die Eigenschaft 
der unbedingten Convergenz erfüllt. Demnach kann bedingte Con- 
vergenz einer Potenzreihe, wenn überhaupt, nur in Punkten des Con- 
vergeuzkreises stattfinden*). 

Eine unendliche Potenzreihe ist zufolge der Eindeutigkeit jedes 
ilirer Glieder, so lange sie convergirt, eine einwerthige Function der 
complexen Variabelen, die an keiner Stelle unendlich wird. Diese 
Function ist stetig , d. h. sind z und z -^S {S complex) Werthe, für 
tvelche die Beihe convergirt, so wird 

Lim [f{z + 8)— f{z)'] = 0, für d = 0. 
Zerlegt man die Reihe f{z) in die Glieder 

q){z) == «0 + ö^i^ H • a„-iÄ?»-S 

*) Beispiele. 

1. Die Binomialreihe : 

^ , , wi(w — 1) - , w(m — l)(»n — 2) , , 

i-r-w»-t- ^2 -"^ 1.2.3 ^ 

in welcher m eine reelle Zahl, z complex ist, convergirt unbedingt, so lange mod {s) 
kleiner als 1 ist; sie divergirt, wenn mod (je?) > 1. 

Ist m ]> 0, 80 convergirt sie noch auf dem ganzen Gonvergenzkreise un- 
bedingt. 

Ist m •< aber > — 1, so convergirt die Reihe bedingt, ausser in dem 
Punkte ;? = — 1 , in welchem sie divergirt. 

Ibt m < — \, so divergirt die Reihe in allen Punkten des Convergenzkreises. 
(Diese Resultate lassen sich aus §. 46 folgern.) Bei der XIntersuchuug des Falles 

— 1 -< w < setze man i>„ = 1 + wii ^f + • • • ^n^^y itiultip^^^^^® beide Seiten der 
Gleichung mit 1 -\- z und betrachte den Grenzwerth *«., m,<^^x>. 

2. Die logarithmische Reihe: ^* 

z^ ,. z^ z* . 

convergirt unbedingt für mod (x;)< 1, divergirt j.^ ^ iiS^"^' ^"^^ ^^^ ^^^" 

vergenzkreise convergirt sie nur bedingt, mit ^^ ^\x />Ö^ \e^^^^^^ »«*— i^ 

welchem sie divergirt. ^v^ XV a 
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wobei von der w**" Stelle ab, indem a einen echten Bruch bezeichnet, 
für das Innere des Convergenzkreises 

so wird: 

mod il;(0) < An R' 7-^- • 

Mithin kann man lediglich durch Wahl einer unteren Grenze für w, 
mod '^{z) sowohl wie mod ^(;8? + d), also auch den Modul der Diffe- 
renz: iffiß ^S) — i\){!s) kleiner machen als eine beliebig kleine Grösse 
6. Da nun: 

mod [f{z ±S)— f{z)^ = mod \sp{z + ^) — q>{p) + ^(^ ± *) -^f'W] 

< mod [9> (^ + *) — 9 (^)3 + f 

und q>{is) eine rationale ganze Function ist, so wird die rechts stehende 
Differenz nach Wahl einer unteren Grenze für n durch Bestimmung 
von S stets kleiner gemacht werden können, als eine vorgegebene 
Zahl, d. h. 

Lim mod [/(^f + *) — fiß)] = 0. 

Dass dieser Satz auch für einen Punkt des Grenzkreises gilt, falls in 
demselben die Reihe convergirt, wird wie in §. 44 IV bewiesen, indem 
man die Yariabele z längs eines Radius sich ändern lässt und dabei 
setzt: 

^(. - ö) = a„ (^)%'. + «,+, c-^rv+' + • . • 

Der Betrag von ^(^ — S) ist kleiner als der Betrag von {——) Mj 

unter M den grössten Betrag verstanden in der Reihe der complexen 
Zahlen : 

«n^", «n^" + ün+xS^'^^y a„^" + «n+l^""*"^ + «„+2 ;Sf'»+2 U. S. W. 

Denn wählt man z — d auf dem nach z führenden Radius, so ist 
-— = ^ eine positive reelle Grösse kleiner als 1. Es wird 

und die Potenzen von q bilden eine abnehmende, nach Null conver- 
girende Reihe. 

Der AbeTsche Hülfsatz im §. 44 IV kann aber für complexe 
Grössen folgendermassen ausgesprochen werden. 

Bezeichnet man durch t^y t^ , , .tm - - » eine unendliche Reihe von 
beliebigen complexen Grössen und ist der Betrag der Grösse: 
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bei allen Werthen von m stets kleiner als Q, so ist der Betrag von 

Mrenn €q€^ , , . reelle positive abnehmende Zahlen bezeichnen. Denn 
es folgt ebenso 

^ = 1>0 (^0 — ^l) + P\ (^1 — ^2) • • • Pm-l («m-l — Sm) + Pm ^m , 

also 

mod r ^ (£0 — *i) modj^o + («1 — ^2) ^^d p^... {€„^1— €m) moApjn^i + 

+ €m modj^TO. 
Der numerische Werth der rechten Seite ist kleiner als 

84. Der Differentialquotient einer Function einer complexen Ver- 
änderlichen an einer Stelle^ an welcher dieselbe stetig ist, wird folgender- 
massen gebildet. Man ertheile der complexen Variabelen z s=x -{- iy 
den Zuwachs Ae = Aa: + *Ay=Ar6'^» und betrachte den Differenzen- 
quotieuten 

Die Grenzwerthe, welchen die reellen und imaginären Bestandtheile 
dieses Quotienten für A je? = zustreben, bilden die Ableitung der 
complexen Function. 

Wir werden uns im Folgenden nur mit solchen Functionen be- 
schäftigen, bei welchen mit Ausnahme singulärer Stellen dieser Grenz- 
werth lediglich eine Function von je? = a; + iy, also völlig unabhängig 
von dem Werthe g? oder dem Verhältniss Ay : Ax wird; solche Func- 
tionen heissen analytische Functionen. Für analytische Functionen 
ist also 

1) Lim '-^^^^^ ^^ = f{ss), 

sie besitzen eine Ableitung, nicht nur wie bei reellen Functionen vor- 
und rückwärts, sondern nach jeder Richtung hin genommen iden- 
tisch. Es wird im Folgenden gezeigt werden, dass jede durch eine 
Potenzreihe dargestellte Function im Convergenzgebiet dieser Beihe 
analytisch ist, ja dass auch umgekehrt jede in einem Gebiete analy- 
tische Function in diesem Gebiete durch Potenzreihen dargestellt werden 
kann*V 



*) Riemann bezeichnete die Functionen unt^^ Yotdi^^^^^^^S ^hrer analyti- 
schen Eigenschaft schlechtweg als die Functionen ;net complexen Yariabelen. 
Cauchy nannte die Functionen, welche in eineux r^ .a\,e a.xis^^^*^ö^ analytäsch 
sind, synektisch. ' Briot und Bouquet nennen ^.^^^^ -^^•s^e.^YQYiWi \vo\omoTp\ie. 
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Die Gleichung 1) kann auch geschrieben werden: 
2) ^f =f{z) oder df{z) = f'ijs) . dz = f{z) {dx + idy). 

Die zweite Form giebt die Gleichung für das totale Differential 
der complexen Function. 

Lässt man die complexe Variabele e nur um den reellen Theil 
l^x oder um den rein imaginären iAt/ sich ändern, so erhält man als 
Grenzwerth des Differenzenquotienten die partiellen Ableitungen nach 
X und y, für welche aber zufolge der gemachten Voraussetzung eben- 
falls die Gleichungen gelten: 

^ n^ = Lim .&_+i^y)-m = ^'(,). 

Die analytische Function genügt also als Function der beiden Varia- 
belen x und y betrachtet der Gleichung 

4) |^ = i|^, oder|^ + i|t = 0. 

' dx % cy dx ^ oy 

Fragt man ob diese Gleichungen auch die hinreichenden Bedin- 
gungen dafür sind, dass an einer Stelle eine Ableitung nur von z ab- 
hängig für jede Richtung existirt, so lautet die Antwort: 

Falls in der Umgebung der Stelle bestimmte Werthe der partiellen 

Ableitungen ^ und — ^ existiren, welche stets einander gleich und 

ausserdem stetige Functionen der complexen Variabelen x + iy sind, 
so ist auch 

dm ^K = LK, 

dz dx % dy 
Denn es wird: 

fjx-^iy+di X'\-i^y)^f(X'\'iy) f{X'{-iy-{-^-^iLy) — f\ x+iy-\-i^y) Ax , 

AX'\-iAy Ax Ax+iAy"^ 

, f{x+iy + iAy) — f(x+iy) lAy ^ 

' iAy Ax+iAy * 

Man kann nun Ai/ so klein wählen, dass 

f(x + iy -f JAy) — f{x + iy) __ _1^ df(x + iy) . ^ 
iAy i dy — ' 

wobei d einen Werth bezeichnet, dessen Betrag beliebig klein wird. 
Ferner kann man den Werth von Arv so wählen, dass 

f{X'\-iy'{-Ax-{- JAy) — f{X'\'iy'\' iAy) df(x -\-iy-\'OAx-\-iAy) 

Ax dx 

dx — i dy ~ 
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Tvird. Demnach folgt: es lassen sich Werthe von Ax und Ay an- 
geben; so dass für diese, sowie für alle kleineren der obige DiflFerenzen- 

quotient von denT Werthe — ^ sich höchstens um die Grosse 

dAx_ , SiAy 

Ax-\-iAy ' Ax-\-iÄy 

unterscheidet, wobei der Modul von d beliebig klein wird. Da der 
Betrag der Quotienten, mit denen d multiplicirt ist, nicht über alle 
Grenzen wachsen kann, so ist das Behauptete erwiesen. 

Zerlegt man die complexe Function in ihre reellen und imaginären 
Bestandtheile w + iv, so werden dieselben Functionen der beiden reellen 
Veränderlichen x und y. Da aber die Bedingungsgleichungen 4) erfüllt 
^werden sollen, so ist sie eine besondere Art der Functionen zweier 
Veränderlichen: die Functionen u und v können nicht von einander 
unabhängig sein. In der That folgt aus 

AA I . df du i ' dv df du*, .dv 

^ • ^ ex ex ^ dx^ ' oy dy * dy 

und nach Gleichung 4) 

Diese Gleichuug zerlegt sich, indem man das Reelle und Imaginäre 

sondert, in: 

ny^ du dv_ du dv^ 

^ dx dy^ dy dx' 

Die beiden Bestandtheile einer analytischen Function sind also 
im allgemeinen stetige Functionen mit bestimmten Ableitungen. Für 
diese Ableitungen gilt der Satz vom totalen Differentiale. Denn schreibt 

man 

du . ' dv 

df(z) du + idv dx ^^ dx 



dz dx-\-idy ^ ^^ . dy ' 

^ "T" * ;7^ 



dx 



so erhält man, da /^(;2r) = ^ + i ^, die Gleichung: 



du 
dx 



aus welcher hervorgeht, dass der totale Differentialquotient von u und v : 

du du dv dy du . du dy ,^, . , n\ 

dv ^^ i_ ^^ ^y ^^ I ^^ ^0/ 

dx ^05 • dx dx dxj dy ^^ » 

Die Gleichungen 6) sind auch, vorau^^ .^V>^ ^^^^ ^^^ *^® Func- 
tionen u und V der Satz vom totalen Diffe^^^S^ . ^\^, ÖA^^LmT^iidaeiide 
Bedingung dafür, dass die Verbindung \^\^ -/o ^^^^"^ ^^G^mxmfta- 
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Operationen an der einen Veränderlichen ^ «= a? + *2^ dargestellt 
werden kann. Ersetzt man nämlich in der Verbindung w -j- *^ ^^^ 
Variabele x durch den Werth — iy, so muss dieselbe von der Varia- 
belen y ganz unabhängig, d. h. der partielle DiflFerentialquotient 
nach y muss Null werden. (§. 26, 1.) 

Bezeichnet man das Resultat der Substitution von x ^'^ — iy in 
u + iv durch (m) + ^W> so wird 



diu) 
dy 


du 
dx 


.,du 


d [v) dv 
dy dx 


-*+g. 



wenn in den rechts stehenden Ableitungen für x, z — iy substituirt 
wird. Demnach ist: 

dy "^ dy xdy^^dx/ \dx dy/ 

Zufolge der Bedingungsgleichungen 6) verschwinden die Ausdrücke in 
den Klammernj dieselben sind also hinreichend. 

86. Diese Eigenschaft der Functionen einer complexen Veränder- 
lichen, dass ihre erste Ableitung f(0) unabhängig wird von dem Ver- 

hältniss ^, ist für die geometrische Abbildung der die Functionswerthe 

w = f{0) darstellenden Ebene II auf die Ebene I von Bedeutung. Be- 
trachtet man in der Ebene I ein Dreieck P P' P", dessen Ecken zu 
den Werthen 0, -]- A0, -\- A'0 gehören, so entsprechen diesen drei 
Punkten in der Ebene II drei Punkte Q Q' Q'\ deren Werthe mit w, 
w '^- Aw, w -^ A'w bezeichnet seien. Verlegt man die Coordinaten- 
systeme in jeder Ebene so, dass die Punkte P und Q die Anfangs- 
punkte der Systeme werden, und setzt: 

A0 = Ar .e^'P, A/ = A/,e*y', Aw^AQ.e'f", Aw' = Ap' . c'V'', 

so sind die eingeführten Grössen in jeder Ebene die Polarcoordinaten 
der beiden anderen Eckpunkte in Bezug auf den Anfangspunkt. 

Die Quotienten ^ -= ^ . e«(V'-y) und ^ = ^' c«(^'-y') haben 

Az Ar Az Ar 

denselben Grenzwerth; es ist also, falls dieser Werth nicht gerade 

Null oder 00 ist. 

Lim ^ = Lim ^, t — tp = t' - 9', 

d. h. werden die Seiten des Dreieckes P P' P" und also auch die Seiten 
des Dreieckes Q Q' Q' unendlich klein , so sind die Winkel P P' P" 
und Q Q' ö" gleich und die sie einschliessenden Seiten einander pro- 
portional. Es findet also zwischen zwei einai^der entsprechenden un- 
endlich kleinen Theilen und folglich allgemein zwischen den kleinsten 
Theilen der Ebenen I und II Aehnlichkeit statt. Zweien Curven, die 
sich in der Ebene I schneiden, entsprechen in der Ebene II zwei 
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CurveD; die sich unter demselben Winkel schneiden*). Dasselbe 
gilt für die Abbildung von und w auf zwei Eugelflächen. 
86. Anwendungen. 

1. Die Potenz w = s^ (n positive ganze Zahl) besitzt die Ab- 
leitung: 

-T- = Lim ^— i^^ — = Lim ^— J- r- = ns^-^, 

dz n Are*^ 

Denn betrachtet man w als Function von x oder y, so ist 

U _ 3j^yi ^ „(^ ^ .^)^,^ a^ _ aj^^,/. ^ .„ (^ ^ .^),_, 

Hieraus folgt^ die ganze rationale Function: 

M? = «0 + ^1 ^ + ^2^^ + • • • öt«^" 
besitzt die Ableitung: 

g— = a^ + 2a2-2? -|- . . . wa»^"^. 

2. Die gebrochene ^rationale Function besitzt eine endliche erste 
Ableituijg mit Ausnahme der singulären Punkte^ in denen der Nenner 
verschwindet. 

3. Die explicite irrationale Function w ^=^ {e — a)"*, welche in der 
Ebene ^ zerschnitten längs einer von a ausgehenden Curve, eindeutig 
und stetig ist, besitzt eine Ableitung. Dieselbe bestimmt man^ um 
die Vieldeutigkeit hervortreten zu lassen, folgendermassen : 

Wird 8 — a = r (cos q) -{- i sin (p) gesetzt, also 

w = r^ [cos m (9 + 2Ä jr) + i siß m (g) + 2Äjr)] 
und irgend ein Werth von h festgehalten, so ist: 
dz =■ dr (cos 9) + i sin q>) -{- r ( — sin g) + * ^^^ q))d(p 
= (cos g) + i sin g)) {dr + ird(p), 

dw = mr"^^dr\_co8 w (9 + 2Äjr) + i sin m{q) + 2Ä;r)] ^- 
+ mr"» [ — sin m (g? + 2it:n:) + i cos w(g? + 2Äjr)]rfg? 
= [cos m (g? + 2Äjr) + i sin m (g) + 2Äjr)] mr*"-^ (rfr + irdq)), 

also: 

<i«? ^ ^jn-i [c08m(9 + 2Ä:7r)4-t8inw(9 + 2Ä;jr)] 

3— — W y jj ; — ; 

äZ CO8 qp -f- i Bin qp 

_ w r"»-i (cos [(m — 1) g? + 2Ä;r)] + ^ siii [(*^* — 1) 9^ + 2kmn]. 



*) Diese Eigenschaft der Function einer complexen Variabelen hat Gaujas 
erkannt t)ei der Lösung der für die Kartenprojecüon wichtigen Aufgabe: ^,Die 
Theile einer gegebenen Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebil- 
deten in den kleinsten Theilen ähnlich wird**. (^|g Beantwortung der von der 
königl. Societät der Wissenschaften in Kopenhagevv ^..^ x^'l^ ausgegebenen Preis- 
frage. Gauss Werke Bd. IV. S. 189.) ^^ 
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Da cos(2Ä;m;r) = co8 2Ä;(m — l)jr, sin(2Jkm;7r) = siii2Ä(m — l)3r, 
so erhält der Ausdruck die Form: 

g = mr»«Ti[cos(m— l)(g?4-2Äjr)+isiD(m--l)(9)+2Ä;r)]=m(ig--a)"'-'^ 

Der Werth von Tc^ welcher ursprünglich gewählt worden ist, bleibt 
auch bei der Ableitung erhalten , die eben so vieldeutig ist, wie die 
ursprüngliche Function. 

4. Für die Exponentialfunction : 

w = ^ = e*+»y = ^ (cos y + i sin y) 
wird: 

— = e*(cos y + % smy), -^ = e*(— sm y + * cosy), 

also 

-^ = e'{co% y + i sin y) = e*. 

5. Der Logarithmus der Zahl ^ = x '\- iy in Bezug auf die Basis 
e hat den Werth: 

w '^l^x-^- iy) = i(+ Vx'^ + y'^) + i arctg — + i2h7t wenn a? > 0, 
«i; = ü(a; + iy) = lU\.y x- '\- y'^) + i arctg ^ +i(2Ä+l)Ä wenn ä;<0. 

•IC — 

Für einen Zweig der Function^ welcher in der längs der positiven 
a;-Axe zerschnittenen Ebene stetig ist, wird: 

d'w X iy 1 

dx x^-\-y^ a;*+y* 3C-\-iy 

dw y I *^ * 

dy a;* + y* «^'+2/* x-^iy' 

I dw 1 

also j— = — 

dz z 

5. Die complexe Potenzreihe: 

1) f(z) «= ao + «1 ;ef + a^z^ + • • • (^n^ + . . . . 

Es sei i8f + Ä ein complexer Werth, welcher in dem Gonvergenzkreise 
der Reihe 1) liegt, so wird 

2) f{z + Ä) = a^ + a^{z + h) + a^(z + Ä)^ + ... a^iz + Ä)« + .... 

Ordnet man diese unbedingt convergirende unendliche Reihe nach Po- 
tenzen von Ä, so werden die Coefficienten dieser Potenzen unendliche 
Reihen, von denen nachgewiesen werden soll, dass sie die successiven 
Ableitungen der Function f{z) darstellen. Zu dem Zwecke bezeichne 
man vorläufig die Reihe: 

3) a^ + 2^2^ + SagjB?^ + • • • wa«^"""^ + • • • "^i* /i(^)« 

Diese Reihe convergirt unbedingt innerhalb des nämlichen Kreises, 
für welchen die Reihe 1) convergent ist; denn ihr Convergenzradius JB 
wird aus der Gleichung bestimmt: 
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jR Lim ^^^%ti < 1 oder B < Lim-.— , weil Lim^^i-^ = 1 

n = oo. 

!Eibeiiso erhält man durch fortgesetzte DiflFerentiatioD der einzelnen 
Glieder die Keihen: 

4) 2a2 + 3 . 2a^is + . . . w . (w— l)an^'*-2 . . . = fii^) 

3 . 2^3 + 4 . 3 . 2a^0 + . . . w(w— l)(w— 2)a„0»-3 =/-g(;2r) 

die alle für das Innere desselben Convergenzkreises Gültigkeit haben. 
Mit Einführung dieser Bezeichnung gewinnt man für die Reihe 2) 
geordnet nach Potenzen von h den Werth; 

5) fi0+h) = /•(0) + ^f,i0) + ^f,{g) + ... ^/-»W + ... • 

Das Convergenzgebiet dieser neuen Reilie, in welcher Lim —^fn(/) 

sicher Null ist, weil die Summe der Moduln von —fniß) kleiner ist 
als die Summe der Moduln der unbedingt convergirenden Potenzreihe: 

ist ein Kreis um den Punkt A = 0, also um den Punkt z. Der Radius 
H dieses Kreises ist sicherlich nicht kleiner als der Werth: B — mod(;8:); 
denn alle Punkte in diesem Kreise, der den ursprünglichen von Innen 
berührt, liegen im Innern desselben und für sie ist 2) eine unbedingt 
convergente Reihe, also auch die durch andere Anordnung der Glieder 
abgeleitete Reihe 5). 

Man muss sich noch direct davon überzeugen, dass diese Schluss- 
weise von der unbedingt convergirenden Reihe 2) aus gestattet ist, was 
in Zweifel gezogen werden kann, weil bei der neuen Anordnung der 
Glieder jeder Coefficient die Summirung einer unendlichen Reihe er- 
fordert. Man prüfe also, ob die Diflferenz der n -{- 1 ersten Glieder 
der Reihen 2) und 5) durch Wahl von n beliebig klein wird, immer 
unter der Voraussetzung, dass die erste Reihe unbedingt convergirt. 
Ich setze: 

f{z) = «0 + a\z + a^s'^ + . . . a«^" + Qn 

f^{z) = «1 + 2a2ig? + . . . nan2^-^ + Qn 

f\{0) = 2a2 + 3,2a^z + . . . w(w— l)an^»-2 + Qn 

fniß) = w!a„ + ()„(^), 
so wird die Diflferenz der n -{- \ ersten Glieder gleic^i* 



if 
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Da nun die Reihe 2) unbedingt convergirt, so ist: 

SO lange ^ -j- h im Convergenzgebiet der Reihe 1) liegt, für jeden 
Werth von k lecfiglich durch Wahl von n kleiner als S, selbst wenn 
man für jedes Glied seinen absoluten Werth setzt; durch ein vorge- 
gebenes S wird die Grösse n bestimmt. Die Grösse k kann nun aber 
stets so gross gewählt werden, dass der Betrag von 

Rn,k — ((>« + T ^^' + 21^»" "f ^ ^^^''O 

kleiner wird als jede noch so kleine Grösse. Denn jede der Reihen 
Q ist unbedingt convergent-, in jeder lässt sich also eine Stelle k finden, 
von der ab der Rest der Reihe unter einer bestimmten Grösse bleibt. 
Heisse diese Grösse 8\ so ist 

mod [Bn, k ~ (9n + Y ^«' + • • • ^i Qn^""')] <* + *'. ß"^°'^'^ 

also ist auch mod L„ + A ^„' ^ ^ qJ-)'\ <2d + d' . e^^^^'^K 

Dadurch ist bewiesen, dass die Differenz lediglich durch Wahl von n 
beliebig klein gemacht werden kann, woraus die Identität der Reihen 
2) und 5) hervorgeht. 

Jeder Punkt im Innern des Kreises 1) kann mithin mm Mittel- 
punkte einer Reihenentwickelung genommen werden für einen Bereich^ 
der mindestens so gross ist, dass er den ursprünglichen Grenzhreis von 
innen berührt. 

Aus der Reihe 5) folgt nun: 

^^^±4=^=/-.w+Ä/'^w + • • • 'S^^-(^) + • • •' 

also: Lim fJ±t^^-J^ =/-,(^), 

d. h. die erste Ableitung der Function f{z). ist durch die Reihe 3) 
dargestellt: 

f{z) = f^iß) = »1 + "^^'i^ + 3a3;8?2 + . . . nanZ"*^^ + . . . . 
Oder die complexe Potenzreihe wird differentiirt, indem man die Reihe 
aus den Differentialquotienten der einzelnen Glieder bildet. Diese 
Reihe convergirt innerhalb des nämlichen Convergenzkreises wie die 
ursprüngliche. 

Durch Differentiation der Reihe für f\z) folgt weiter: 

r»=/2(«). rw=/3W u-s-f- 

Sonach ist die Reihe 5): 
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mit der Taylor'schen Entwickelung für die durch eine Potenzreihe ge- 
gebene Function einer complexen Variabelen identisch. 

Aus den Gleichungen 2) und 5) ergiebt sich die Bedeutung der 
Coefficienten in der Reihen entwickelung; es ist: 

ao=m, o.=r(0), a, = lm, a3 = Jjr(0) ... a„=-^/--(0). 

Man erkennt hieraus, dass die Darstellung einer eindeutigen Func- 
tion f{z) durch eine Potenzreihe nach z, falls sie überhaupt möglich ist, 
auch nur auf eine einzige Weise möglich sein kann. Denn die Coefficien- 
ten dieser Beihe müssen den Werthen der Function und ihrer Ableitungen 
an der Stelle z = gleich sein. 

In der That, wären zwei innerhalb des nämlichen Gebietes con- 
vergente Entwickelungen gefunden: 

f{^z) = ao + »1^2^ + a2Z^ + • • • anZ^ + • • • 

f(0) = b^j + b^z -\- h^Z' + . . . briZ"" + . . . , 

so wäre 

= K — ^o) + (ö^i — bi)z + (a^j — b^)z'^ +...(«„ — bn)z'' + , . 

und da sämmtliche Ableitungen der Constanten Null bei allen Wertben 
von z ebenfalls Null sind; so muss auch 

tto — b^ = 0, «j — 6j = 0, a^ — b2 = 0, , , . an — &„ = 
sein. 



Drittes Capitel. 

Ueber die Verschwindungswerthe einer Fotenzreihe , insbesondere 
der ganzen rationalen algebraischen Function, 

87. Der im vorigen Paragraphen für die Potenzreihen zuletzt be- 
wiesene Satz dient zur Beantwortung der Frage: wie viel Punkte im 
Innern eines Convergenzkreises sich befinden, für welche die Function 
f{z) verschwindet? 

Die Function verschwindet in einem Punkte z^, sobald derselbe, 
zum Mittelpunkte gewählt, eine Reihenentwickeluug liefert, in der das 
erste Glied f{Zf^ Null wird. Verschwinden auch andere, auf diesen 
folgende Glieder, so dass die Reihenentwickelung mit dem Gliede 

~if'^{^o} beginnt, so heisst der Punkt ein VetöcV^^^^^^^g^P^^^^ ^^^ 
der Ordnung n] er soll wie n Verschwindv^v. ^tx^Vile gezahlt werden*, 
es bleibt alsdann der Quotient f^?^±l^ ^^ A okf^^"^^^ eiiAUc\i. 

Zuerst ist zu beweisen : Die Functiov. ^^ww ^\^Vc m münd- 

lich vielen Punkten im Innern eines C^^ s.[^ ^^^ä^ ^ic^ii ^^d\\Q\i^T 
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Aasdehnung Null werden, ohne dass sie identisch, d. h. überall im 
Kreise Null ist, so dass alle Coefficienten der Potenzreihe verschwin- 
den. Sind nämlich unendlich viele Punkte vorhanden, so giebt es auch 
einen Bereich von beliebig kleiner Ausdehnung, welcher unendlich 
viele der Verschwindungspunkte enthält. Denn wird das ganze Gebiet 
in n Theile getheilt {n beliebig gross, aber endlich), so müssen min- 
destens in einem dieser Theile noch immer unendlich viele Verschwin- 
dungspunkte liegen. 

Es sei IS ein Punkt in solchem Bereiche; der Ausdruck 

1) • f(e + Ä) = m + A fie) + g r (^) + . . • 

niuss zu Null werden für einen Ä-Werth, dessen Modul beliebig klein 
ist. Da die Coefficienten von ä, h'^ ... endliche Grössen sind, so wird 
der Betrag der mit h multiplicirten Glieder beliebig klein; es muss 
demnach, soll der Ausdruck verschwinden, auch der Betrag von f{g) 
kleiner sein als jede endliche Grösse, d. h. da f{0) ein bestimmter 
Werth ist, rauss 

m = 

sein. Man betrachte nun das Product: 

Ä [rw + Än^) + ^r» + • • •] ; 

es giebt einen beliebig kleinen aber endlichen ä- Werth, für welchen 
dasselbe Null wird; also der in der Klammer stehende Factor ver- 
schwindet. Daraus folgt wie vorhin: 

/•'W = 0. 

Desgleichen ergiebt sich aus dem Producte 



Ä^[.jrrw + 5^r («) + ...] 



das Verschwinden von f\0), und so fort: f'X^) • • • ^Z""!^) . . . = 0. 
f{0 -|- ^) verschwindet demnach mit allen seinen Ableitungen für alle 
Werthe von -\- h, die im Innern des Convergenzkreises der Beihe 1) 
liegen. In diesem Kreise liefert ein Punkt is\ für welchen mod ;?'< mod 
ist, zum Mittelpunkte gewählt, eine Reihenentwickelung, deren Radius 
H' ^= B — mod {z') > H ist. Diese Reihenentwickelung enthält lau- 
ter verschwindende Coefficienten, d. h. die Function ist auch in diesem 
grösseren Kreise überall gleich Null. Indem man einen Punkt z'' im 
Innern dieses Kreises zum Mittelpunkte macht, gewinnt man einen 
neuen Kreis, und dieses Verfahren lässt sich fortsetzen, bis man zu 
einem Kreise gelangt, der den Nullpunkt einschliesst. Da für diesen 
Punkt die Function mit allen ihren Ableitungen Null ist, so gilt das 
gleiche für alle Punkte des ursprünglichen Convergenzkreises der Reihe: 
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f(z) = ao + ö^i^ + ^2-^^ + • • • ««^'* + • • • 
d. h. es ist 

/•(O)=ao = 0, f(0)=^ai = 0, r(0) = 2!a2==0.../-'»(0) = w!an = 0. 

Der Satz liefert eine Verallgemeinerung des am Schlüsse des vorigen 
Capitels über die eindeutige Darstellung einer Function durch eine 
Potenzreihe bewiesenen Theorems. Denn aus ihm folgt: 

Haben zwei Potenzreihen auch nur in unendlich vielen Punkten 
eines Gebietes denselben Werth, so sind sie in dem ganzen gemein- 
samen Theile ihrer Convergenzgebiete identisch. Denn heissen die 
beiden Reihen: 

aQ-\-a^(ji — a)+Ö2(^'^")^+ • •• ^^^ ^o + ^iC^ — Ä + ^2(^~"i3)^+ • • • 
so lässt sich die Differenz dieser beiden Reihen für einen Punkt y, der 
im Innern des den Convergenzkreisen gemeinsamen Gebietes liegt, in 
eine Potenzreihe Cq + Ci(^ — y) + ^2(^ "^ y)^ + • • • entwickeln. Die- 
selbe verschwindet in unendlich vielen Punkten, und sonach ist sie 
innerhalb ihres ganzen Convergenzkreises Null. Man kann aber voti 
dieser Potenzreihe aus, indem man einen neuen Punkt im Innern des 
Convergenzkreises zum Mittelpunkte einer Reihenentwickelung wählt, 
die ebenfalls verschwinden muss, und dieses Verfahren fortsetzt, zu 
jedem anderen Punkte, der in endlicher aber beliebig kleiner Entfer- 
nung von den Grenzen liegt, gelangen. 

88. Es sei ein Convergenzgebiet mit dem Radius B zu unter- 
suchen; da in jedem endlichen Theile der Ebene nur eine endliche 
Anzahl von Verschwindungspunkten vorhanden ist, so können wir 
annehmen, dass auf dem begrenzenden Kreise keiner dieser Punkte 
gelegen ist. Die im Innern befindlichen Versch wind ungspunkte heissen: 

;efj, jß?2 . . . is^y ihre Ordnungszahlen A^, Aj ... A^. 
Man bilde das Product: 

17(4?) = {0 — is^y^ {z — z^^ ... {ß — Zvf\ 

f(z) ist durch Tf{z) theilbar, derart dass der Quotient eine Potenzreihe ist, 
convergent für das ursprüngliche Gebiet, die an keiner Stelle im Ge- 
biet Null wird. Um dies einzusehen, beachte man, dass nach der oben 
angegebenen Entwickelung , indem man h = z — z^ setzt: 

m = m + ^ - -^,) = a^i) + ^' r(^.) + ^^^rx'^.) + • • • 

wird; da z^ ein Verschwindungspunkt von der Ordnung k^ ist, so sind 
also ist 

Diese nach Potenzen von z — Zi fortschr^^ ^^Xvc^^ ^^xsNCt^eno^Ä 

V 
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Reihe kann wieder nach Potenzen von z geordnet werden und erhält 
den ursprünglichen Convergenzkreis. Denn der Convergenzkreis dieser 
Reihe muss wiederum den für die Entwickelung nach Potenzen von 
{z — iSfjy* geltenden umschliessen. Die neue Reihe^ welche sich erg-iebt, 
verschwindet im Punkte z^ ^^^ ^®^ Ordnung Ajj sie ist also durch 
{z — z^^ theilbar; auf diese Weise erhält man schliesslich 

Ä^ = 9'(^) oder m ==T\{e) ■ <p{.e) 

wo (p{z) eine Potenzreihe ist, die an keiner Stelle im Gebiete Null wird. 
Die bisher bewiesenen Sätze gelten insbesondere für die ganze 
rationale algebraische Function: 

f[0) = a„ + <^i^ + 0^2^^ + • • • + öt«^". 
Das Convergenzgebiet dieser Function, in welcher Oq . . . a„ bestimrate 
endliche complexe Warthe bedeuten, ist die ganze Ebene, d. h. zu 
jedem endlichen Werthe von z gehört ein bestimmter endlicher Werth 
von f{z)\ diese Function kann nicht für unendlich viele Werthe von 
z verschwinden, ohne dass sie identisch verschwindet; und weiter sind 
z^, Z2 . . . ief, Verschwindungspunkte, so ist f{z) durch T\{z) theilbar, 
derart, dass der Quotient selbst wieder eine ganze rationale algebraische 
Function ist; hier wird, wenn A, -(- Aj + . . . Ay = w ist, (p{z) con- 
stant gleich a„. Eine ganze rationale algebraische Function von der 
Ordnung n kann also sicherlich nicht mehr als n Verschwindungs- 
punkte in der ganzen Ebene haben. 

89. Bildet man den Logarithmus von f{z)j so wird 

+ . . . Kvl{z — z^) 4- i^ipy 

Für jeden der auf der rechten Seite stehenden Logaritlimen nehme 
man einen der unendlich vielen Werthe, die er besitzt, und lasse z 
die Peripherie des begrenzenden Kreises von irgend einem Punkte A 
an so durchlaufen, dass das Innere des Kreises zur Linken bleibt. 
Da das Argument z — z^ im Innern des Kreises nur einmal verschwin- 
det, nämlich an der Stelle z = Zi, so wird der Logarithmus, wenn er 
in den Punkt A zurückkehrt, einen Werth erhalten, der von dem 
Anfangswerthe um 2i7t unterschieden ist, §. 82, 5; dasselbe wird mit 
l(z — Z2) ... l{z — Zv) der Fall sein; der log (p(z) dagegen erhält 
bei seiner Rückkehr in den Punkt A denselben Werth, den er im 
Anfange besass, weil (p(z) in keinem Punkte im Innern des Kreises 
verschwindet, vielmehr für jeden Punkt ip(z) einen bestimmten end- 
lichen sich stetig ändernden Werth hat, so dass kein Verzweigungspunkt 
des Logarithmus eingeschlossen ist. Demnach erkennt man : Liegen im 
Convergenzhreise v Verschwindungspunkte, so ändert sich der Werth von 
lf{z)^ wenn z alle Funkte auf der Peripherie durchläuß, um 2inv'j 
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und umgekehrt: ist 2niv die Äenderung des Logarithmus heim Durch- 
laufen des Convergmzkreises , so ist v die Anzahl der Verschtvindungs- 
punJcte im Innern dieses Kreises, 

90. Wendet man diesen Satz auf die algebraische Function an, 
so lässt sich der Radius eines Kreises, für dessen Punkte die 
Werthe von gebildet werden sollen, so gross nehmen, dass der 
Betrag des Gliedes »„£?" alle übrigen bei weitem übertriflft, mithin der 
Betrag von: 



n 



kleiner wird als eine beliebig kleine Grösse ö] um dieses zu erreichen, 
hat man nur mod grösser als eins zu nehmen und so zu bestimmen, 
dass auch 

wobei die A Moduln der üoefficienten a bezeichnen; sodann setze man: 

\ a^z / 

unter e die complexe Grösse verstanden, deren Modul kleiner ist als d. 

Der 1(1 + ^), gebildet von einer bestimmten Stelle auf dem be- 
grenzenden Kreise, weicht überall von dem Z(l) = + 2Äi:;r beliebig 
wenig ab; beginnt man mit einem Werthe des Logarithmus, z. B. mit 
dem einfachsten , so wird bei Äenderung des Werthes £ der zugehörige 
Logarithmus, da er sich stetig ändern soll, stets nur beliebig wenig 
von dem einfachsten Werthe von Z(l) nämlich Null differiren; ist z in 
den Anfangspunkt zurückgekehrt, so ist der Werth von 1(1 -f- f) nicht 
um ein Vielfaches von 27ti gewachsen. 

lianZ"*) = nl{anZ) ändert beim Umlauf um den Kreis sein Argu- 
ment um 2%i . ny da der Punkt ;? = in diesem Kreise eingeschlos- 
sen liegt. Sonach erleidet lf{z) die Äenderung 2%in^ d. h. in dem 
ConvergensJcreise mit beliebig grossem Radius sind stets n Werthe vor- 
handen ^ für welche die rationale Function 

ÜQ + «1 ^ + «2^^ 4" • • • ^n^^ 

Null wird] die Verschwind ungspunkte können zum Theil zusammen- 
fallen, stets aber ist die Gesammtsumme der Ordn^^g^^ desVerschwin- 
dens gleich n. Dieser Satz, welcher auch i^ Aie^^^^^^ gefasst werden 
kann: Jede Gleichung n^^'^ Grades: 

f\z) = «0 + «1^ + 0^2^^ + , a^ =^ 

hat n complexe Wurzeln, heisst der fi> ^ . ^xv^^\'ä«\>''' ^^^'c "^^* 

Harnack, Differeutial- u. Integralrechnung. ^ s^ Ai^^ 

\6^ 
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gebra*). Sind die Coefficienten üq, a, ... a„ alle reell, und be- 
sitzt die Gleichung eine complexe Wurzel js: = a + ißf so besitzt 
sie auch die conjugirte complexe Wurzel = a — iß* denn es ist 
allgemein 

f{a + iß) =U+iV, f{a — iß) = ?7- iV. 

Ist a + i/3 eine Wurzel, so wird U sowohl wie V gleich Null. 
Die implicite algebraische Function §. 25: 

-4o + Aj^y + A^y^ + . . . ^y* = 0, 
in welcher -4q . . . -4„ ganze Polynome in x bedeuten, ist sonach, wenn 
die complexen Lösungen mit berücksichtigt werden, eine w- deutige 
Function, d. h. zu jedem Werthe von x, durch welchen die Coefficien- 
ten -4q . . . An bestimmte Werthe erhalten, gehören n gleiche oder 
verschiedene Werthe von y, nämlich die n Wurzeln der Gleichung 
w*en Grades. 

Die Berechnung der n Wurzelwerthe, d. h. die Darstellung der- 
selben als Function der Coefficienten, bildet den Gegenstand der 
Gleichungstheorie. So lange w ^ 4 ist, lassen sich die Wurzeln mit 
Hülfe der expliciten algebraischen Rechnungsoperationen, der sechs 
ersten Species, in geschlossener Form als Functionen der Coefficienten 
entwickeln; ist w > 4, so liefert die Auflösung der allgemeinen Glei- 
chung neue Functionen, deren Eigenschaften im folgenden Capitel 
untersucht werden sollen. In allen Fällen aber ist es, wenn die Coef- 
ficienten einer Gleichung in der Form bestimmter numerischer Zahlen 
gegeben sind, möglich, jede Wurzel mit beliebiger Annäherung nume- 
risch auszudrücken, d. h. nach der Methode der Einschliessung in 
Grenzen zwei unendliche Folgen von rationalen Zahlen zu bilden, von 
denen die eine den rellen, die andere den Factor des imaginären Be- 
standtheiles einer Wurzel zum Grenzwerthe hat. 



*) Der Satz ist zuerst bewiesen worden von Gauss in seiner Doctordisser- 
tation 17Q9 mit einer Ergänzung vom Jahre 1849; zwei andere Beweise hat Gauss 
im Jahre 1815 und 1816 veröffentlicht (siehe Gauss' Werke Bd. 3). Der im Texte 
ausgeführte Beweis mit seiner Anwendbarkeit auf Potenzreihen rührt im wesent- 
lichen von Cauchy her (Journal de Tficole polytechnique, Cahier 25. 1837); der- 
selbe hatte früher in seiner Analyse algdbr. chap. X 1821 einen elementaren Be- 
weis für die Existenz der n Wurzeln einer Gleichung gegeben, der dem Principe 
nach mit dem von Argand (Gergonne Ann. Bd. V, 1815) geführten überein- 
stimmt. 
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Viertes Capitel. 

Die ünplioite algebraisohe Function'*'). 

91, Die allgemeinste Form, durch welche eine Variabele t<; als al- 
gebraische Function der Veränderlichen ss definirt wird, ist ein 
Polynom, weiches aus ganzzahligen Potenzen von a und w besteht: 

1) f{w^, gl^) = w;»9o (^) + ^"""^ 9>1 (^) + • • . w^ 9?n-l(^) + 9'n W = 0, 

wobei die Factoren g?(^) ganze Polynome mit complexen Coefficienten 

von beliebigem Grade in !S sind. Der höchste Grad, welcher vorkommt, 

beisse tn. Die Form ist von der w^«" Ordnung in w^ indem wir 

annehmen, dass in dem Polynome 9oW Glicht alle Coefficienten Null 

sind 5 vielmehr möge g)Q vom Ä^®** Grade (ä ==» bedeute eine Constante) 

in z sein. Es darf vorausgesetzt werden, dass die Form l) nicht redu- 

cibel, d. h. nicht in Producte algebraischer Ausdrücke von niederer 

Ordnung zerlegbar ist; denn in diesem Falle Hesse sich jeder einzelne 

Factor gleich Null gesetzt untersuchen. 

Die ganzen und die gebrochenen rationalen Functionen sind in 

dieser Form enthalten, für dieselben wird w= 1; desgleichen die früher 

behandelte explicite irrationale Function: 

p_ 
w ^= (z — a)« , welche in der Form 1) lautet: w^ — {z — aY = 0. 

Jedem Werthe von z entsprechen zufolge der Gleichung 1), wie 
in dem vorigen Capitel bewiesen wurde, n bestimmt verschiedene oder 
gleiche Werthe von w (Wurzebi der Gleichung 1). Dieselben seien mit 
w^y w^ - , * Wn bezeichnet; sie werden sich je nach dem Werthe von z 
ändern. Die Gleichung 1) liefert also n Functionen von jet, oder mit 
anderen Worten : sie bestimmt eine w- deutige Function von z. Die fol- 
genden Untersuchungen haben darzuthun, wie sich diese n Zweige der 
Function von einander trennen lassen, und in wie weit dieselben stetige 
Functionen mit bestimmten Ableitungen sind**). 

92. Wird die Function w an einer bestimmten Stelle betrachtet, 
also zu einem bestimmten Werthe z = z^ einer der möglichen Werthe 
w berechnet, so fragt es sich, wie bei einer Aenderung des ;8?-Werthes 
dieser zugehörige Werth von w verändert wird. Die Stelle Zq, welche 
zum Ausgangspunkte gewählt ist, kann immer im Endlichen angenom- 
men werden; denn wenn es sich darum handelt, die Aenderung von 



*) In diesem Capitel werden die Sätze der Algebra über die Resultante 
und Discriminante als bekannt voraasgesetzt. 



♦*) Cauchy: Exercices d'analyse et de phvn^ ^e Tttal\i4inatlque. Tome IT. 
Puiseux: Journal de Math^matiques T. XV et V^^ (Va deutaclaer Uebersetzung 
V. Fischer, Halle 1861). Briot et Bouqu^t: ^I^^' \e öi^^ ionctVoTia e\\«>t\auea. 
Paris 1875. * \^^^^ 
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w von einem unendlichen Werthe an zu untersuchen, so setze man 

= - , führe durch diese Substitution den Ausdruck 1) in eine 

Relation zwischen w und / über, und untersuche die Werthe, welche 
w an der Stelle / = a annimmt. 

' Es muss zuerst festgestellt werden, welche Art von singulären 
Stellen auftreten können. Eine Gleichung w**^" Grades ergiebt stets 
n Wurzeln. Dieselben können nur darin Besonderheiten aufweisen, 
dass sie (da die Coefficienten der Gleichung 1) variabel sind) unend- 
lich gross, oder dass mehrere einander gleich werden. Dies sind die 
beiden Arten von Singularitäten. Indem wir sie näher untersuchen, 
wollen wir nachweisen, dass die Anzahl der Stellen eine endliche ist. 

1- Man setze w? = — und bestimme die Stellen, an denen w?'=0 

wird, so hat man statt der Gleichung 1): 

Soll w' nach dem Werthe Null convergiren, so muss (Pq(z)=^0 wer- 
den. Dieses Polynom vom Grade k bestimmt h getrennte oder zusam- 
menfallende, im Endlichen gelegene Punkte, bei denen ein Werth von 
w über jeden Betrag hinaus wächst. Ich bezeichne sie im folgenden 
mit «, , «2 ... «*; sie sind, wenn keine weiteren Bedingungen hinzu- 
kommen, ausserwesentUche singulare Punkte] denn aus der Gleichung 

1 * 1 1 

W(po{z) = — g),(^) — ^- g^^C^) — . . . -;^, 9«-i(^) - -:^ 9n(^) 

folgt, dass, wenn für jg? = a, w unendlich wird, doch das Product 
wq)Q{z) = — 9>i(^) endlich bleibt. 

In solch einem singulären Punkte werden ausser dem einen un- 
endlichen Werthe noch n — 1 andere, im allgemeinen endliche Werthe 
von w vorhanden sein, die aus der Gleichung 

w'^-'^q)^{a) -f- w^-~^(p.,{a) + ... «<;g?„-i («)-)- 9n («)== 

hervorgehen. Nur falls auch 9>i(a) = ist, wird noch ein zweiter 
Werth von w unendlich; falls auch gjjW = ^^*» ®^^ dritter u. s. f. 
Solch ein Punkt a kann den Charakter des ausserwesentlichen sin- 
gulären verlieren, weil er zugleich ein kritischer Punkt wird. Die 
kritischen Funkte bilden die zweite Art der Singularität, 

2. Wenn ein algebraischer Ausdruck f{w) von der Ordnung n an 
einer bestimmten Stelle w^ im Endlichen untersucht werden soll, so 
bringe man ihn (§. 87) auf die Form : 

f^w) = /•(«;,) + (m; - w,)nw,) + ^^--P'V"(«'.) + • • • ^f^" /•"(«'.). 

Verschwindet /* für w = w^ einfach, so ist ' {w^) = 0, während der 
Werth der ersten Ableitung f\w^ an dieser Stelle von Null verschieden 
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ist. Ist aber w = w, eine |A- fache Wurzel, so verschwinden auch 
sämiutliche Äbleitiiogen bis zur l — l''° inclusive: 

f(w) - 0, rC»,) - 0, . . . f'-'(w,) - 0. 
Wenn also bei der Gleichung I): f(w, s™) =. eine Doppelwurzel 
oder eine vielfache w ^ w, auftritt, so kann das nur bei denjenigen 
Werthen von e geschehen, für welche zugleich die Ableitung 

dw 
Null wird. Aus diesem Satire wird in der Algebra die Bedingung ab- 
geleitet, welche zwisclten den Coefficienten einer Gleichung, die eine 
Doppelwurzel besitzt, besteht: Indem man die Resultante der Gleichung 
und ihrer Ableitung bildet (durch fortgesetzte Division oder nachEuler 
durch Determinantenbüdung aus den Coefficieuten eines Systems von 
Gleichungen), erhält man die Discriminante als eine ganze rationale 
Function der Coefficienten. In der Gleichung /"(«;% 3"") = sind aber 
die Coefficienten selbst ganze Polynome in n, und sonach findet man, 
indem man die Discriminante gleich Null setzt, eine endliche Zahl 
von Punkten (ich bezeichne sie im folgenden mit ß), welche allein 
kritische Punkte der Function w sein können, d. h. Punkte, an 
denen zwei oder mehrere Werthe von w zusammenfallen. 

Ausser den Punkten von a und ß bleibt also nur noch der un- 
endlich ferne Punkt, welcher vermittelst der Substitution s = ■p—T' 
zu untersuchen ist, und entweder ein regulärer Punkt, oder ein singu- 
lärer der ersten oder zweiten Art sein kann. 

93. Nunmehr kann der Nachweis erbracht werden, dass jeder 
Zweig der algebraischen Function im allgemeinen stetig verläuft. Man 
umgrenze in der z- Ebene sämmtliche kritische Punkte durch Kreise 
von beliebig kleinem Radius, desgleichen die ausser wesentlichen sin- 
gulären Punkte. An der Stelle a = %, die selbst kein kritischer 
Punkt, oder ein ausserwesentlich singularer sein soll, betrachte mau 
einen der « möglichen Werthe von w, z. ß. den Werth w, . (Die 
Stelle e ^ Sg kann auch ein singularer Punkt für einige der Qbrigen 
Werthe von w sein; nur nicht för den Werth mj,, d. h. dieser muss 
hier eine einfache und endliche Wurzel der Gleichung sein.) Ver- 
ändert man nun n continuirlich, indem man den repräsentirenden 
Punkt eine beliebige Curve, welche keine ^gj eben genannten (Jrent- 
curven überschreitet, vom Punkte «„ bis z\\ ei'i^'''' ^'^'^^'^''^ Punkte Z 
durchlaufen liisst, av verändert &icli, iviu .r ._^-yjetÄeii soW, ävic\i w, 
continuirlich. '-ß ° 

Beseichnet man einen auf der Curve ^ der S^eft® Bu^>«iach- 

barien Funkt durch s„ + As und dm s{'^\ (f^^^^V. 'E'wsii^^^'*^'^ '^^^^' 



'sy 
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i{;, + Aw?, so muss^ wenn diese Continuität stattfindet, zu jeder noch 
so kleinen Zahl S ein Werth h angegeben werden können'^ mit der Eigen- 
Schaft, dass inod Aw < S, so lange mod Az ^ h. 
In der Gleichung: 

setze man ;sf = ;efo + Az, w = w^ -^ Aw, und denke sich dieselbe nach 
Potenzen von Aw geordnet: 

f(0Q + A0, w^ + ^^) = ^0 + Aw^Zj + Aw'^Z.^ + • • • AwZn. 
Die Coefficienten Zq , . . Zn sind Functionen von Ajs? und den Con- 
stanten jef^ und w^. Für A4?«=0 wird eine Wurzel der Gleichung 
Aw = 0, also muss Zq verschwinden, während die übrigen endlichen 
Wurzeln von Aw, vermehrt um w^, die n — 1 übrigen Werthe dar- 
stellen, welche die algebraische Function an der Stelle 0f^ besitzt. Da 
an dieser Stelle w^ keine vielfache Wurzel ist, so ist Z^ für Az =* 
sicherlich von Null verschieden. Der Modul von A^er werde nun so klein 
gewählt, dass für alle Werthe innerhalb des um jeTq mit dieser Grösse 
beschriebenen Kreises mod Zq nicht grosser wird als eine bestimmte 
beliebig kleine Zahl A] der Modul von Z, wiicd dabei unter einen ge- 
wissen Betrag B nicht herabsinken. Diese Forderung ist erfüllbar; 
durch den geforderten Werth A wird eine obere Grenze von Az be- 
stimmt; denn in dem Polynome Z^^ kommt kein von Az freies Glied 
vor,^ während ein solches in Z, enthalten ist. 
Betrachtet man nun die Form 

= ZiAw[l + P] 

und setzt man mod Aw; = *, so wird, wenn S den kleinsten Betrag 
von Zi bezeichnet, 

mod P - mod [| J^ + I A«. + . . . |; A«;-»] 



<^[j + SmodZ^+-- d«-i mod Z„], 



also, wenn C den grössten der Moduln Ton Z^ • - • Z^ innerhalb der 
angenommenen Grenze für Ai» bezeichet, 

modP<i[^ + C(<J+...<J-)]<l[^ + jg^]. 

TTT 1 Cd E 

Durch Wahl von 8 kann man ^ ; — 5 kleiner als -— machen (b willkür- 

jj 1 — o 2 > 

lieh klein). Desgleichen kann man den Werth von A und dadurch 
die obere Grenze für Aje^ so bestimmen, dass, wie klein auch immer d 

ist, 5--j<-|' wird; dazu muss A < € — ^ — gewählt werden; und die 
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dazu gehörige Grenze für Az nenne ich h. Nun ist zu zeigen ^ dass 
innerhalb des Kreises mit dem Radius d eine und auch nur eine Wur- 
zel der Gleichung 

/•(^o + A^er, w^ + Aw) = Z^Aw{l + P) 

liegt; bei jedem Werthe von A0y dessen Modul ^ h ist. Das geschiebt 
vermittelst des Satzes: 

log [f{0o + A0, w^ + Aw] = log Zj + log Aw; + log (1 + P). 

Führt man Aw auf dem Kreise um w^ mit dem Radius d, so bleibt 
Z^ eine Constante, \q^ Aw vermehrt sich; da der Nullpunkt einge- 
schlössen ist, um 2in] log (1 + -P) aber ändert, da der mod P kleiner 
als die beliebig kleine Zahl a für alle Punkte auf dem Kreise bleibt, 
beim Umlauf seinen imaginären Bestandtheil nicht; und folglich liegt 
in dem Kreise eine Wurzel Aw, deren Modul, wie zu beweisen war, 
kleiner als 8, 

Sonach folgt, dass auf einem bestimmten Wege, der von g^ nach 
Z führt, ohne die Grenze eines kritischen Punktes zu überschreiten, 
jeder Werth der algebraischen Function w;, sich eindeutig und con- 
tinuirlich verändert. 

94. Die algebraische Fungtion ist hei dieser Veränderung auch eine 
analytische Fttnction , d.h. sie" besitzt an jeder regulären Stelle ;2f einen 
bestimmten DiflFerentialquotienten, der unabhängig ist vom Differentiale 
dz =^ dx -}- idy. Es bezeichne und w, -\- Az und w + Aw ein 
Paar zusammengehörige Werthe; convergirt Az nach Null, so wird 

auch Aw =^0y es handelt sich darum, das Verhältniss ■^— zu bestimmen. 

Es sei mod Az<^hy so wird mod Aw <.S. Aus der Gleichung 

f{z + AiSf, w; + Am^) = 0, 
die nach Potenzen von Az und Aw entwickelt lautet: 

(sie schliesst mit Gliedern von der Dimension A0^' nnd Aw^ ab), folgt, 
da das erste Glied verschwindet, wenn mit Az dividirt wird: 

(dfidf A^N , j^. /av; , .> av a«« , av/Aw;Y\ 

W"aw' Ae/'^ 2^^\de*'^ dzdtö^Az '^dw^\AzJ ) 

Der Quotient ^ ist zufolge dieser (;^>. ^ v^w^vg ^^^^ n-wertliige al- 
gebraische Function, die für A0 =» ^^ ^ Ji ^"^"^ ^^^^^^ euäWchen 
Werth hat, nämlich; ^V^ 



168 Zweites Buch. Viertes Capitel: §. 94. 95. 






weil der Voraussetzung zufolge die Stelle z kein kritischer Punkt, 

und also ^ von Null verschieden ist. Es ist aber soeben bewiesen 

worden, dass eine einfache Wurzel einer algebraischen Function sich 
in der Umgebung jeder Stelle continuirlich ändert; demnach ist 



(hw\ dw df , df 

^Azyjz=o dz dz'dw^ 



ein Werth, welcher continuirlich aus dem DiflFerenzenquotienten ^- 

hervorgeht, also der gesuchte Differentialquotient (Ableitung). 
Mithin ist hier für die implicite algebraische Function bei jedwedem 
complexen Werthe dieselbe DifFerentiatioiisregel gefunden, die für reelle 
Argumente bereits früher aufgestellt wurde. (Dass in dieser Darstel- 
lung der DifFerentialquotient auch vermittelst des Werthes w ausge- 
drückt ist, beeinträchtigt den Satz, dass er lediglich durch den Werth 
von z bestimmt ist, nicht, weil w eindeutig von z abhängt.) 

96. Es war nothwendig, stets von einem bestimmten Wege zu 
sprechen, den das Argument z von ;8f^ bis Z durchlaufen soll, und 
dabei die Aenderung eines Zweiges w^ zu betrachten. Nun entsteht 
die Frage, ob der Werth von w^^ im Punkte Z immer derselbe sein 
wird, wie auch der Weg gewählt sein mag. Denn im Punkte Z be- 
sitzt ja die algebraische Function n verschiedene Werthe; es ist also 
denkbar, dass bei verschiedenen Wegen auch w^ in diese n verschie- 
denen Werthe übergeht. 

Begrenzen zwei verschiedene von Zq nach Z führende Wege eine end- 
liche Fläche, in deren Innern {einschliesslich der Begrenzungscurven) Icein 
hritischer Punkt gelegen ist, so sind die Werthe, welche w im End- 
punkte Z erhält, identisch. Befinden sich dagegen solche Punkte im 
Innern, so können die Werthe verschiedene sein. 

Wenn kein kritischer Punkt im Innern der Fläche liegt, so hat der 
absolute Betrag der Differenz zwischen den verschiedenen Werthen von w, 
welche zu einem jgf- Werthe gehören, eine angebbare endliche Grösse D als 
Minimum. Um den Punkt Zq kann man einen Ereis mit dem Radius h schla- 
gen, so dass für alle Punkte im Innern dieses Kreises von den zu- 
gehörigen Werthen einer und nur einer von dem Werthe w^ um eine 

Grösse abweicht, deren Modul kleiner als — , während die übrigen 

zu einer Stelle gehörigen Werthe um mehr als — von w. abweichen 

sollen; denn w^ ist, wie bewiesen wurde, längs jeder stetigen Curve 
eine eindeutige und stetige Function, und es kann an jeder Stelle in 
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diesem Kreise nur ein Werth um weniger als — von i^j abweichen, 

weil zwei solcher Werthe sich um weniger als D von einander unter- 
scheiden würden. Dieser Kreis 
durchschneide die Curve I zuerst 
im Punkte /, der zugehörige 
Werth heisse w^ -\- ^w ^=^ w'- 
Um den Punkt / lässt sich ein 
Kreis mit dem Radius h' von der 
gleichen Eigenschaft finden; er 
durchschneide die Curve I im 
Punkte z"\ es ist Wi= w' -\- ^w 

(med hw <i y)' S^ fortfahrend 

gelangt man nach einer endlichen 
Anzahl von Processen zu einem 
Punkte z^, mit dem Werthe w>^ 
und von diesem zum Punkte Z 
mit dem Werthe 

Fiß", 9. / Ti\ 

W= w'*'-\- t^w (mod ^w < —). 

Zieht man nun zwischen I und II eine Curve (2) von B^^ bis Z, und 
nennt auf dieser Curve die Durchschnittspunkte der v Kreise t\ t'\ . , 
P, so soll das Stück z^^t' innerhalb des Kreises um Zq, V t" inner- 
halb des Kreises um z\ ... t^z innerhalb des Kreises um z^ fallen. 
Alsdann gehört zu f ein und nur ein Werth w = v\ welcher von w^ 

um eine Grösse abweicht, deren Modul kleiner ist als — • Man muss 

nun einsehen: bewegt sich z auf der Curve (2) vom Punkte Zq zu f, 
so geht w stetig vom Werthe w^ gerade in diesen Werth v (und in 
keinen der anderen) über. An jeder Stelle, die z durchläuft, ist immer 

nur ein Werth vorhanden, der von w^ um weniger als — abweicht. 

Soll nun bei continuirlicher Aenderung w einen Werth erreichen, des- 

so müsste an einer Stelle 
B 




sen Unterschied von w^ grösser wird als — , 



dieser Unterschied gleich ^ werden; solch eine Stelle giebt es aber 

für die Punkte im Kreise nicht. Der Betrag der DiflFerenz zwischen 
v und w' beträgt (da V in dem um z' beschriebenen Kreise liegt) 



D 



weniger als -^' Ebenso gehört zu t" ein \yßtth '^'\ welcher, da i" 
sich auf der Peripherie des um z' beschri^v ^"S-tevaea hefindet, von 



dem Werthe w um weniger als ^ abwei 
Durchlaufen der Curve (2) von t' nacl^ 



i,et^et\5cv mxdVieim 



e 
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einen andern Endwerth annehmen, so würde sich derselbe von «;' um 
mehr als —- unterscheiden. Auf dem Wege t' t" müsste also ein Punkt 

liegen, bei welchem der Unterschied gleich — wird; was wiederum 

ausgeschlossen ist, weil t' und f innerhalb und auf dem Kreise um z 
sich befinden. Da f in dem um z" beschriebenen Kreise liegt; so ist 

mod \y" — w?"] < "ö" * 

In gleicher Weise wird erkannt, dass mod [v" — w?*] < — und von 

diesen Punkten gelangt man zu den Werthen W und F. Hier be- 
stehen die Ungleichungen: 

mod [W — Wy] < — , mod [ F — Wv] < -y • 

Daraus folgt, dass mod [ TF — F] < D. 

Da nun die n verschiedenen Werthe von w an der Stelle Z der 
Voraussetzung zu Folge sich von einander unterscheiden, dergestalt, 
dass der Betrag der Difierenz mindestens D beträgt, so können W 
und F nicht zwei verschiedene Wurzelwerthe bedeuten, vielmehr muss 
F= TF sein. Die Curve I upd die Curve (2) führen also zu dem- 
selben Endwerthe. Von der Curve (2) kann man zu einer Curve (3) 
übergehen, welche näher bei 11 liegt, und so fortfahrend muss man 
schliesslich zur Curve II gelangen können. Denn alle Radien h sind 
von endlicher angebbarer Grösse, und es ist also nicht möglich, dass 
ein progressus in infinitum vorkommt. Das könnte nur dann eintreten, 
wenn sich die eingeschalteten Curven einem kritischen Punkte von 
w immer mehr nähern, in dessen unmittelbarer Umgebung kein Kreis 
bestimmt werden kann, in welchem von den zugehörigen Wurzeln 

immer nur eine von w^ um weniger als ~, welche Grösse hierbei nach 

Null convergirt, unterschieden ist. Liegt in dem eingeschlossenen 
Gebiet ein ausserwesentlicher singulärer Punkt, der nicht zugleich 
kritischer Punkt ist, so bleibt der Satz bestehen. Denn wiewohl die 
algebraische Function in demselben unendlich wird, so behält sie doch 
den Charakter einer rationalen Function und bleibt eindeutig, Um- 
schliesst man nämlich den Punkt mit einem Kreise von beliebig kleinem 
Radius, so wird, während je? diesen Kreis durchläuft, die eine Wurzel, 
deren Betrag bei Annäherung an die kritische Stelle über alle Grenzen 
wächst, eine contiuuirliche Werthreihe durchlaufen, die in den Anfangs- 
werth zurückkehrt. Denn in diesem Falle ist in der Gleichung/'(x?"*M?'*)=0 
an der Stelle je? = a y^,(a) = 0, während g?i(a) von Null verschieden 
ist. Setzt man also z = cc -{- Acc und betrachtet die Gleichung: 

w'^Äq -f w'^-^Ä^ -f . . • J.» = 0. {Ät = (pk{u + Aa)), 
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so kann durch Wahl von Aa, -4« kleiner gemacht werden als eine 
beliebig kleine Zahl A, während raod [ÄJ sicherlich grösser bleibt als 
eine endliche Zahl B, Folglich gilt gemäss dem Beweise §. 93 von 
der Gleichung Aq -{- m;' J-^ + ^'^^2 . • • ^'"-4» = 0, dass sie bei jedem 
Werthe von Aa eine und nur eine Wurzel besitzt, für welche mod w' 

«B mod — < *; oder mod f^ > -j wird, d. h. durchläuft den beliebig 

kleinen Kreis, so kann der Endwerth von w mit keiner andern Wurzel 
als der anfönglichen übereinstimmen. 

Aus dem Satze folgt weiter: Lässt man das Argument z eine im 
Endlichen geschlossene Curve durchlaufen, von einem Punkte 0q beginnend, 
welche keinen kritischen Punkt einschliesst, so erhält w^ in z^ denselben 
Endwerth, den es am Anfang besass. 

96. Es ist mit Hülfe dieser Sätze noch nicht möglich, sich ein 
Bild von einem Zweige der Function zu entwerfen. Denn wenn man 
in einem Punkte Zq den Werth w^ berechnet hat, so kann man zu 
jedem andern Punkte noch auf sehr verschiedenen Wegen gelangen, 
von denen je zwei einen kritischen Punkt einschliessen , und man 
kann daher in jedem Punkte noch immer 'je nach dem Wege verschie- 
dene Werthe erhalten. 

Die vollkommen eindeutige Darstellung, welche bei der expliciten 
irrationalen Function erzielt wurde, gelingt nach der von Riemann 
angegebenen Methode auch hier, wenn zur Repräsentation von e nicht 
eine einzige Ebene, sondern n gewählt und längs Verzweigungsschnitten 
an einander geheftet werden. Dazu müssen die Eigenschaften der 
kritischen Punkte naher untersucht werden. 

Der Punkt £f = sei ein regulärer Punkt für alle Werthe der 
Function W] d. h. zu demselben mögen n einfache und endliche Wur- 
zeln der Gleichung f{0^f w^) = gehören. Man denke sich n ver- 
schiedene Ebenen über einander gelagert; jeder derselben ordne man 
im Punkte jer = einen der Werthe w^^ . . . w\ zu, demnach sei jede 
Ebene mit einem Index 1, 2...n bezeichnet. Ferner markire man in jeder 
Ebene alle diejenigen Punkte ß, welche überhaupt kritische Punkte 
für irgendwelche Werthe von w sind, und führe von diesen Punkten 
Curven, welche sich selbst und einander nicht durchschneiden, zum 
Unendlichkeitspunkte; in allen n Ebenen sollen dabei die von einem 
Punkte ßjt ausgehenden Curven identisch sein. 

Jedem Punkte der Ebene I ordne man nun denjenigen Werth von 
w zu, welcher aus w^^ durch stetige Aenderung hervorgeht, wenn das 
Argument auf einem Wege geführt wird, der keine von den Punkten 
ß ausgehende Curve überschreitet. Auf diese Weise gehört zu jedem 
Punkte ein ganz bestimmter Werth von «1;, und dies System von Werthen 
u; ist im allgemeinen ein stetiges. Nur zu beiden Seiten einer Curye 
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ß ist es möglich, dass die Werthe von w um eine endliche Grösse 
diflferiren. Wir wollen die beiden Seiten durch die Benennung links 
und rechts unterscheiden, indem wir die Richtung vom Punkte ß zum 
Unendlichkeitspunkte dabei festhalten. Ob nun eine endliche Differenz 
vorhanden ist oder nicht, entscheidet man folgendermassen. Man um- 
schliesse den Punkt ß mit einem beliebig kleinen Kreise, und lasse das Ar- 
gument z denselben durchlaufen, indem man bei dem Durchschnittspunkte 
mit der Curve ß links beginnt und wieder in denselben zurückkehrt. Ist bei 
diesem Umlauf w^ in seinen Anfangs werth zurückgekehrt, und nicht 
in einen andern der n — 1 noch möglichen Werthe übergegangen, 
so gehen auch zu beiden Seiten längs der ganzen Curve ß die Werthe 
von w in einander über; ß ist dann kein Verzweigungspunkt im 
Blatte 1; die von ß ausgehende Curve kann hier getilgt werden. Aen- 
dert sich aber der Werth von w bei diesem Umlaufe, so hat man auf 
der linken Seite von ß Werthe, die mit w^ bezeichniet werden sollen, 
auf der rechten anderen Werthe, die W2 heissen mögen. Man denke 
sich das Blatt längs dieser Curve durchschnitten. Dasselbe führe man 
bei allen Punkten ß aus, die Verzweigungspunkte im Blatte 1 sind, 
so ist nach dieser Zuordnung w eine stetige Function in Bezug auf 
alle stetigen Wege im Blatte 1, die keinen Schnitt überschreiten. 

Wenn nun auf der rechten Seite einer Curve ß im Blatte 1 Werthe 
W2 von M?j verschieden vorhanden sind, so muss unter den übrigen 
Blättern, bei welchen dem Coordinatenanfangspunkte die Werthe 
w.J^ . . . Wn^ bezüglich zugeordnet wurden , eines und nur eines vor- 
handen sein mit der Eigenschaft, dass den Punkten auf der linken 
Seite der Curve ß sämmtliche Werthe m^ entsprechen. Denn der Weg, 
auf welchem man (im ersten Blatte) von w^^ nach w^ gelangt war, 
muss auch umgekehrt W2 in einen der Werthe, den w an der Stelle 
^ = besitzt, zurückführen. In dem bezüglichen Blatte (es heisse 2, 
der Anfangswerth w^2^) gehören also zur linken Seite der Curve ß die 
Werthe W2] der rechten Seite dagegen können nun nicht dieselben 
Werthe w^ entsprechen (denn es war ja angenommen, dass der Weg, 
welcher zu einem Punkte der rechten Seite führt, w^^ in W2 überführt; 
also ist es nicht möglich, wenn man denselben Weg umgekehrt durch- 
läuft, von W2 nach W2^ zu kommen). Im zweiten Blatte befinden sich 
folglich auf der rechten Seite der Curve ß entweder die Werthe w^ 
oder neue Werthe w^. Im ersten Falle hefte man die linke Seite 
des ersten Blattes mit der rechten des zweiten und die rechte des 
ersten mit der linken Seite des zweiten längs der ganzen Curve ß zu- 
sammen, so hat man um den Verzweigungspunkt ß eine Windungs- 
fläche erster Ordnung construirt. Die Blätter 1 und 2 bilden 
einen Cyclus; bei einmaligem Umlauf des Verzweigungspunktes gelangt 
man vom ersten ins zweite Blatt, bei nochmaligem vom zweiten ins 



Die implicite algebraische Function. 173 

erste. Derselbe Punkt ß kann auch für die übrigen Blätter eine Win- 
dung erster Ordnung bestimmen. 

Aber in dem Falle, dass Blatt 2 neue Werthe w^ trägt, muss 
dasjenige dritte Blatt bestimmt werden, welches auf der linken Seite der 
Curve ß die Werthe w^ liefert. Entweder hat dies Blatt dann auf 
der rechten Seite die Werthe w^, so bilden die drei Blätter: 

1) mit den Werthen w^ links, W2 rechts, 

2) mit den Werthen W2 links, w^ rechts, 

3) mit den Werthen w^ links, w^ rechts 

einen Cyclus, und liefern eine Windungsfläche zweiter Ordnung; durch- 
läuft man einen Kreis um den Punkt /3, so dass derselbe zur linken 
bleibt, so gelaugt man aus dem Blatte 1 nach 2, bei nochmaligem 
Umlaufe von 2 nach 3, und beim dritten von 3 nach 1; durchläuft 
man den Kreis in umgekehrter Richtung, so kommt man aus dem 1. 
ins 3., aus dem 3. ins 2., aus dem 2. ins 1. Blatt. Oder zum dritten 
Blatt gehören rechts neue Werthe w^ ; dann giebt es ein viertes Blatt, 
welches entweder den Cyclus abschliesst, oder zu neuen Werthen w^ 
und damit zu einer Vergrösserung des Cyclus führt. 

Sonach gehören zu jedem Verzweigungsschnitte ß gewisse Cyclen 
von Werthen ; und die Zusammenheftung der verschiedenen zum Cyclus 
gehörigen Blätter längs allen Schnitten führt zu einer n- blättrigen 
Rie mann 'sehen Fläche; zu jeder beliebigen Curve, die man auf dieser 
Fläche zieht, mag sie Verzweigungsschnitte überschreiten oder nicht, 
ist die algebraische Function w durchaus eindeutig und stetig. (Sie 
kann nur in den ausserwesentlichen singulären Punkten a unendlich 
werden.) 

97. Es ist nur noch eine Bemerkung zu machen über die Werthe 
von w im ünendlichkeitspunkte. Bei der Werthvertheilung, wie sie 
für jedes Blatt getroffen ist, wird der ünendlichkeitspunkt selbst ein 
vieldeutiger Punkt, d. h. zu beiden Seiten der Curve ß, die ein Ver- 
zweigungsschnitt im Blatte 1 ist, bekommt die Function w für ;gr = 00 
die beiden Werthe, welche z. B. w^ und W2 für diesen Werth des 
Argumentes annehmen. In noch so kleiner endlicher Entfernung des 
ünendlichkeitspunktes (wenn wir uns statt einer Ebene die Kugelfläche 
denken) oder numerisch ausgedrückt bei noch so grossem Werthe von 
z herrscht jedoch volle Eindeutigkeit. 

Der Charakter des ünendlichkeitspunktes, als regulärer oder Ver- 
zweigungspunkt mit bestimmten Cyclen (in Bezug auf die verschiedenen 
Werthe von w), wird erkannt, wenn man von einem Blatte 1 ausgehend 
einen nur den ünendlichkeitspunkt (und keinen andern Verzweigungs- 
punkt) umschliessenden Kreis construirt, und die Werthänderungvonw;auf 
diesem Kreise beachtet, unter einem, nur den ünendlichkeitspunkt 
umschliessenden Kreis hat man sich (wie aus der Transformation durch 
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reciproke Radii vectores ersichtlich wird) einen Ereis um den Coordi- 
natenanfangspunkt zu denken, dessen Radius beliebig gross sein kann^ 
aber jedenfalls so gross sein muss/ dass alle im Endlichen befindlichen 
Verzweigungspunkte im Innern liegen. Wird dieser Kreis so durch- 
laufen ^ dass die endliche Fläche zur rechten bleibt; so bedeutet dies 
ein Umlaufen des Unendlichkeitspunktes, der zur linken eingeschlossen 
ist. Demnach besteht die Beziehung: 

Wenn das Umkreisen sämmtUcher im Endlichen gelegener Ver- 
Zweigungspunkte einen Werth w^ nicht ändert^ so ist auch der Unend- 
Kchkeitspunkt kein Verzweigungspunkt für w^ ; ur^ umgekehrt. 

Wenn dagegen das Umkreisen sämmtUcher im Endlichen gelegener 
Vereweigungspunkte in einer bestimmten Richtung einen Cyclus herbei- 
führt , w^ in w?2, w.^ in w^^ . , . Wp.iin Wp, endlich Wp in w^ überführt, 
*so ist der Unendlichkeitspunkt ein Verzweigungspunkt für die p Blätter. 
Das Umlaufen des Verzweigungspunktes in der vorgezeichneten Rich- 
tung (bei der Abbildung durch reciproke Radii vectores verwandelt sie 
sich in die entgegengesetzte) führt den nämlichen Cyclus herbei. 

98. Die allgemeine Theorie soll an folgenden Beispielen ausgeführt 
werden, 

1) w^^h{z--ß,){z^ß^)^0. 

Die Grössen 6, /J^, ß^ ^^ben beliebige complexe Werthe; ß^ und 
/Jj seien verschieden. Ausserwesentliche singulare Punkte giebt es, wie 

aus der Substitution — hervorgeht, im Endlichen nicht. Die kriti- 
schen Punkte lassen sich hier vermittelst der expliciten Form 

leicht bestimmen. Denn an den Stellen^ an welchen die beiden Werthe 
einer Quadratwurzel einander gleich sind^ muss die Function unter der 
Wurzel verschwinden, also sind sie: j9a=/J,, z^^ß^* 

Bei dem Umlauf um solch eine Stelle findet Yertauschung der 
Werthe statt. Denn betrachtet man einen benachbarten Punkt ;gr = jSj + r c' 9» 
(r beliebig klein), so ist das zugehörige Werthpaar von 

w ^Ihrev {ß^ ^ ß^ + re'v)Y :^ 

die Argumente der beiden Werthe unterscbeiden sich um n. Wählt 
man einen Werth und lässt g? alle Werthe von Null bis 2n durch- 
laufen, so tritt c^»^ an Stelle von e^. Im letzten Factor wird das Ar- 
gument nicht um 2% wachsen, da dasselbe stets von dem Argument 
der Constanten Zahl ß^ — /Jj beliebig wenig abweicht. Sonach er- 
leidet die Wurzel die Aenderung um den Factor 6*'', d. h. die Werthe 
vertauschen sich. Dasselbe gilt für die Stelle /Jj« Beide sind sonach 
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Verzweigungspunkte. Längs Schnitten, welche von denselben ausgehen, 
hängen die beiden Blätter zusammen. 

Nennt man Blatt 1) dasjenige, welches im Coordinatenanfangspunkte 
den Werth hat: 

< = [M. ßj = {H B, B,)^ [cos "+»;+»* - + i da "+»^+»'] 
b ^=^ B (cos a -|- i sin a), /^i = B, (cos ^j -|- i sin ^J , 

jSj = Bj (cos ^2 + i sin ^j)^ 
Blatt 2) dasjenige, für welches 

< = {B B, B,)^ [cos ''+»'+»'+^' + i siu «+»<+»t+2» j , 

so kann man entscheiden, welcher Werth von u? zu jeder Stelle in 
jedem Blatte gehört, nachdem über den Verzweigungsschnitt eine Fest- 
setzung getroffen. Wird dieser von |3, aus parallel der positiven Ab- 
scissenaxe gezogen, so soll entschieden werden, welche Werthe zum 
Blatte 1) längs der Geraden Oß^ gehören. 

Ein Punkt auf dieser Geraden heisse jer =: r (cos V'i + t sin V'i); 
zu demselben gehört: 

w = [JB (cosa + isina) (r — BJ (cos^^+isin^^) (r (cos ^^ + i sin V'i) — 



— Bj (cos ^2 + * sin ^^2)] 



2 



oder indem man: 


> 

> 


r (cos 


^1 + i sin 


ti) 


setzt, 


für r < Bi 




^2 


= (^ (Bi - 


■r) 



w 



- B2 (cos ^2 + * sin V'j) = P (cos + i sin O) 
(« < 2%) 

= (J? (Bi — r) Py l^cos ^^'J ^ + i sm ^^'^ ^ J , 

j s» (B (B, — r) P)2 cos ^^*^ — -^- 1- ^ sm ^^'^ — -^— • • 

Convergirt nun r nach Null, so wird P gleich Bj, O = ^2 + ^5 ™^^ 
sieht also, dass der erste Werth in «;2®i der zweite in w^^ übergeht. 
Letzterer liegt im ersten Blatte. 

Betrachtet man aber die Punkte, für welche r > B, , so umschliesse 
man ß^ mit einem Kreise von beliebig kleinem Radius q und durch- 
laufe denselben vom Punkte unterhalb j3| bis zu einem oberhalb ß^ 
gelegenen Punkte auf Oß^ , derart,» dass der Verzweigungsschnitt nicht 
überschritten wird. Setzt man 

r (cos 9 + i sin 9) — Bj (cos V'j + i sin ^i) = q (cos x + i sin x); 

so ändert sich X) ^^^ ^^^ Blick auf die Figur lehrt, in welcher g cos % 
und Q "sin % ^^i allen Werthen von r und q geometrisch construirt 



w 
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werden können, wenn es mit dem Werthe ^== tlf^ -{- Syt beginnt, bis 
zu dem Werthe %=^j+2:nr, so dass nun auf einer Stelle der Geraden 
0/3, der Werth im ersten Blatte lautet: (* < 27r) 

, = [1? (r — B^) P]^ COS - -•— ^*-^- — *- 1- ^ sm - - ^ - - — . 

Umschliesst man die beiden Verzweigungspunkte ß^ und ß^ mit einer 
Curve, und durchläuft dieselbe so, dass die endliche Fläche zur rechten 
bleibt, so gelangt man von einem Punkte des ersten Blattes beim 
üeberschreiten eines Verzweigungsschnittes ins zweite, beim üeber- 
schreiten des andern aber wieder ins erste, so dass also w in den 
ursprünglichen Functionswerth zurückkehrt. 

Folglich ist auch der unendlich ferne Punkt kein Verzweigungs- 

punkt. Dasselbe erkennt man durch die Substitution ^ = - , wo- 
durch 1) übergeht in 

t(;2/2 - (1 — ß^/) (1 — ß^/) = 0. 

In der Function w = KiJzliililzzM')!! ist der Punkt z =0 

z 

kein Verzweigungspunkt, wohl aber die Punkte / = —, ;^ == -- • 

Pi Vi 

2) w^ '-^zw-\- z'^ = Q. 

Um die kritischen Punkte zu bestimmen, berechnet man 

df 



dw 



= 3(^w^ — 0) = O 



und substituirt hieraus in die Gleichung 2) w"^ = 3].so folgt zu ihrer 
Bestimmung die Gleichung s^ (ß^ — 4) = 0. 

Im Punkte z = sind drei Wurzeln der Gleichung Null. Um zu 
entscheiden, ob dieser Punkt ein Verzweigungspunkt der drei Blätter 
ist oder nicht, setze man z = re^ (r beliebig klein); so wird 

Da die algebraische Function stetig ist, so muss bei beliebig kleinen 
Werthen von r auch der Modul der Werthe w beliebig klein werden ; 

das Verhältniss — kann dabei sowohl einem endlichen Werthe, als auch 

den Werthen Null oder oo zustreben (unbestimmt kann die Wurzel 
einer Gleichung nie werden). Aus* der Gleichung 

geht hervor, dass das Verhältniss ~ nicht endlich sein kann; denn 
das mittlere Glied wächst für r = über jeden Betrag. Nimmt man 
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r 
zum zweiten und dritten und es wird 



an, dass — Null wird, so verschwindet das erste Glied im Vergleich 



Lim ( — - "^ €^^) = — e^.y also Lim «; =^ i- r^ «^'^ 



«7,ö. 



Lim (-V — - Lim ~ e'^ + e^'v = 0, 



Diese Gleichung besagt, dass in der Nähe des Nullpunktes eine Wur- 
zel der Gleichung von —r^e^^^= — z*^ beliebig wenig unterschieden 
ist. Diese Wurzel ist in der Umgebung der Stelle eindeutig. 

Nimmt man an, dass — einem unendlich grossen Werthe zustrebt, 
so kann das nur so geschehen, dass 

also, wie aus der Division mit — hervorgeht, 

Lim (^y - A e.> = 

wird. 

Daraus folgt, dass 

Lim w = j/3r^ e^ = w^^, 
oder 

Lim w =^j/Sr^ e^ = w^^ 

ist. Zwei Wurzeln der Gleichung weichen von diesen Werthen beliebig 
wenig ab, und für diese beiden ist der Nullpunkt ein Verzweigungs- 
punkt. Ich denke mir den Verzweigungsschnitt längs der negativen 
Ordinatenaxe gewählt. Die übrigen Verzweigungspunkte sind durch 
die Gleichung z^ — 4= bestimmt, welche drei Werthe liefert: 

ß^ == j/Ä (cos ^ -j- i sin ^) = /4 ej' . 

Um festzustellen, in welcher Weise eine Vertauschung der Wurzeln 
um die Punkte ß stattfindet, gehe man von einem Punkte aus, der 
auf der Abscisseuaxe in der beliebig kleinen Entfernung r vom Coor- 
dinatenanfangspunkte liegt; die zugehörigen Wurzeln sind reell und 
mit beliebiger Annäherung 

Zwei sind positiv, eine negativ. Bewegt sieb auf der Abscisseuaxe 
bis in die Nähe des Punktes ß^ , so bleiben die drei Wurzeln der 
Gleichung reell (denn weil complexe Wurzeln nur paarweise conjugirt 

Harnack, Differential- u. lutogralrechuung. jo 
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auftreten, so kann, da der reelle und imaginäre Bestandtheil sich stetig 
ändern, solch ein üebergang nur in Punkten stattfinden, in denen die 
reellen Bestandtheile gleich, die imaginären Null sind, also in Ver- 
zweigungspunkten). Im Punkte ß^ haben die beiden gleichen Wurzeln den 

Werth m; = -j-J^^ = + 2^; es vertauschen sich die beiden positiven 
Werthe; er ist ein Verzweigungspunkt für die Blätter 1 und 2; der 
Schnitt werde so gewählt, dass er nicht die Strecken O/Sj, Oß^ durch- 
schneidet. Man betrachte nun einen Punkt, der in beliebiger Nähe 
des Anfangspunktes auf der Geraden O/Sg Hegt; für denselben ist, in- 
dem man auf dem Kreise mit dem Radius r die negative Ordinatenaxe 
nicht überschreitet. 



Urt 



in 



1 4t/r 



1 Aitt 



w^^ == — r^ e 3 



w 







= /3r2 e3 



2in 

Ein Punkt auf Oß^ hat die Coordinaten z = Qe'^ , inr den Punkt ß^ 



Un 



Airt 



hat die üoppelwurzel den Werth = 2^ e ^ . 

2%n 

Setzt man nun in die Gleichung = Qe ^ , w => w' e ^ , so erhält 
sie die Form: 



w 



'3 



aus welcher hervorgeht, dass sich auf 0/^2 m?' ebenso verhält, wie w längs 
des Radius 0/3,, es vertauschen sich also die beiden positiven mit 



AiTt 




e * multiplicirten Wer- 
the, d. h. Wi und w^y 
ß^ ist also Verzweigungs- 
punkt für das erste und 
dritte Blatt; der Schnitt 
• werde so gelegt, dass er 
nicht die Strecken 0/3,, 
Oß^ durchschneidet. 

Endlich erhält man auf 
dem Radius Oß^: 



w 



2t 71 

_ r^ P 3 

m;.,o = j/3r2 e » , 

1 6in 



W. 



,o = /3 



.2 



Fig^. 10. 



e ^ = 
= _ ^3 ^2 e 3 ^ 



und in derselben Weise wird festgestellt, dass ß^ ein Verzweigungs- 
punkt für m;, und w;.^ ist. 
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Demnach ist das System der Verzweigungsschnitte festgestellt. 
Ein Umlaufen sämmtlicher Verzweigungspunkte führt jeden Werth in 
den anfänglichen zurück; folglich ist auch der ünendlichkeitspunkt 
nur ein ausserwesentlicher singulärer. , 

99. Es soll nicht darauf eingegangen werden, wie sich das System 
der Verzweigungsschnitte vereinfachen lässt; Untersuchungen, welche 
für die Theorie der algebraischen Integrale und deren Perioden wichtig 
sind; wohl aber muss die Frage aufgeworfen werden, nach welcher 
allgemeinen Methode die verschiedenen Werthe von w, welche bei 
continuirlicher Veränderung von selbst continuirlich auf einander 
folgen, berechnet werden können. Denn die bisherigen Unter- 
suchungen haben nur die Bestimmtheit dieser Aufgabe dargethan, und 
an den einfachen Beispielen, die sich auf den 2*^" und 3'^" Grad in w 
beschränkten, sind nur gewisse Hülfsmittel für die Behandlung der 
Werthe an den Verzweigungsstellen zur Anwendung gekommen. Das 
allgemeine Problem der Berechnung der algebraischen Function bleibt 
also noch zu lösen (siehe viertes Buch), und wird vermittelst der 
Tay lo raschen Reihe für complexe Functionen seine Erledigung finden. 

Bei dieser Gelegenheit wird auch die Bestimmung der höheren 
Ableitungen einer algebraischen Function gelehrt werden. 
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Drittes Buch. 
Die Integrale von Fnnetionen reeller Yariabelen. 

Erstes Capitel. 

Das bestimmte xind xinbestimmte Integral. 

100. Bevor das Gruiidproblem der Integralrechnung betrachtet 
wird, ist es nothwendig, ein Theorem kennen zu lernen, welches die 
in §. 21 und §. 37 bewiesenen Sätze vervollständigt. 

Im §. 37 wurde aus dem Mittelwerthsatze gefolgert: Ist der vor- 
und rückwärts genommene Differentialquotient in einem Intervalle 
allenthalben gleich Null, so ist die Function in diesem Intervalle stetig 
und zwar constant. Dieser Satz kann nicht so ausgesprochen werden : 
Ist der vorwärts genommene Differentialquotient in einem Intervalle 
an jeder einzelnen Stelle gleich Null, so ist die Function constant. 
Dies lehrt das in §.17 erwähnte Beispiel: denn die unstetige Function 
ys=zG{x)^ in welcher G{x) die grösste ganze in x enthaltene Zahl 
bedeuten soll, ist an den Stellen x ^=^\, 2, 3 ... unstetig; und doch 
muss man behaupten, dass an jeder einzelneu Stelle der vorwärts ge- 
nommene Differentialquotient Null ist. Denn mag z. B. x noch so 
nahe am Puncte 1 liegen: x = \ — £, so kann man doch ein 
Intervall Are < £ angeben, so dass x '\- tiX <, 1 wird, also 

Aa; 

Man kann aber mit Hülfe des Mittel werthsatzes einsehen, dass 
eine stetige Function^ deren vorwärts genommener Differentialquotient 
allenthalben in einem Intervalle verschwindet, constant ist, und zu- 
gleich den Satz des §. 21 in der Fassung beweisen: 

Wenn in einem Intervalle, in welchem f(x) stetig ist, auch der 
vorwärts genommene Differentialquotient eine stetige Function von x ist, 
so existirt überall in diesem Intervalle ein bestimmter Werth des rück- 
wärts genommenen Differentialquotienten, der mit dem ersten identisch ist. 

Während also dort die gleichmässige Stetigkeit des Differenzen- 
quotienten in Bezug auf x und Ax die Voraussetzung bildete für die 
Identität der beiden Ditferentialquotienten und für ihre Stetigkeit, soll 
hier aus der Stetigkeit des einen die Identität gefolgert werden; auch 
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wird sich ergeben, dass die gleichniässige Stetigkeit des Differeuzeii- 
quotienten daraus hervorgeht. 

Die ausgesprochenen Sätze lassen sich durch folgende Ueber- 
legungen beweisen: 

1. Wenn eine stetige Function in einem Intervalle durchweg einen 
positiven vorwärts genommenen DiflFerentialquotienten besitzt, so wach- 
sen die Werthe der Function in diesem Intervalle, und der Anfangs- 
werth ist kleiner als der Endwerth. 

An jeder Stelle, wo eine stetige Function einen vorwärts genom- 
menen, von Null verschiedenen DifFerentialquotienten besitzt, lässt sich 
ein Intervall Aa? vorwärts genommen angeben, in welchem die Diffe- 
renz f(x + Aa;) —f{x) ihr Zeichen nicht wechselt, §. 20. Würde nun 
die Function an einer Stelle abnehmen und nicht wachsen , so müsste 
f{x '\- Q^x) — f{x) und also auch der DTfferentialquotient negativ 
sein. Auch ist der Fall nicht denkbar, dass, während x nach einer 
bestimmten Stelle x' im Intervalle couvergirt, Lx unter jede angeb- 
bare Grenze herabsinkt. Denn bildet man die Differenz f{x —s-^-Ax) 
— f{x' — s) und lässt € nach Null convergiren, so würde, falls auch 
Ax nach Null convergirt, diese Differenz zu Folge der Stetigkeit von f 
den Werth Null annehmen, und da an der Stelle x' ein positiver Diffe- 
reutialquotient existirt, so lässt sich jedenfalls ein Intervall h angeben, 
so dass f{x'-\' h) — f{x) positiv bleibt. Es ist also auch f(x''\- h) — 
f{x' — s) positiv, wie klein auch immer s gewählt ist. 

2. Wenn eine stetige Function an den Endpunkten eines Inter- 
valles denselben Werth annimmt, und überall im Intervalle eine be- 
stimmte vorwärts genommene Ableitung besitzt, die im ganzen Inter- 
valle stetig ist, so muss es eine Stelle geben, an welcher die Ablei- 
tung verschwindet. 

Da die Function an den Endpunkten denselben Werth erreicht, 
so muss sie, falls sie nicht durchweg constant bleibt, einen Wechsel 
der continuirlichen Zu- und Abnahme erfahren, d. h. Stellen besitzen, 
an denen der Differentialquotient positiv, und Stellen, an denen er 
negativ ist. Da dieser aber stetig ist, so muss zwischen solchen 
eine Stelle vorhanden sein, an denen er Null wird. 

3. Für jede nebst ihrem vorwärts genommenen Differentialquo- 
tienten stetige Function besteht in einem Intervall von x^^ bis X die 
Gleichung 

—x^ = ^i(*« + ö(^-^o)) (0 < e < 1), 

unter /*, ist die vorwärts genommene Ableitung zu verstehen. Denn 
bezeichnet man den Werth von 

fiX)-fM ^it ^ 

X—Xq ' 
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so ist (p{x) = (f(x) — Ex) — (/X^o) — -^^o) 

eine stetige Function von x, welche an den Endpunkten des Inter- 
valles Xq und X denselben Werth, nämlich Null annimmt^ und deren 
DiflFerentialquotient ebenso wie der von f stetig ist; es gibt daher eine 
Stelle a?(, + Ö(X — Xq)^ an welcher 

q>,{x, + e(X - :^o)) = A(^o+ Ö(X -x))^K = Q 
wird. 

Die Gleichung 

/W^ = /•. (^« + 0(X - ^«)) oder f^±^--m == /•, (^ + QU) 

gilt, wenn x und x -^ h irgend welche Stellen im Intervalle bezeichnen, 
für jeden Werth von h. Ist ein beliebig kleiner Werth von h vorge- 
geben, so kann man x so wählen, dass x -\- h eine beliebige Stelle o?, 
im Intervalle darstellt. Mithin hat man das Resultat: Für noch so 
kleine Werthe von h ist an jeder Stelle x^ im Intervalle die Gleichung 



/-w-A^.-fe) _^^(^^_efe) 



erfüllbar. Lässt man h nach Null convergiren, während der Werth 
von Xi festgehalten wird , so geht die rechte Seite stetig in den Werth 
/i(^i) über, also ist, was zu beweisen war, der rückwärts genommene 
Diflferentialquotient mit f^ an jeder Stelle identisch. 

Demnach gilt der Mittelwerfhsatz für eine stetige Function^ deren 
vorwärts genommener Differentialquotient ebenfalls stetig ist; und hier- 
aus folgt: Eine stetige Function j deren vorwärts genommener Differential- 
quotient in einem Intervalle Null ist, ist in diesem Intervalle constant. 

Ich will der Vollständigkeit halber noch die gleichmässige Con- 
vergenz des Differenzenquotienten nachweisen. Es soll bewiesen wer- 
den, dass zufolge der Stetigkeit von f und /\ für jeden Werth von x 
eine obere Grenze für h und Ax angebbar ist, so dass für alle kleine- 
ren Werthe 

r f{x+h+Ax) - f(x+h) _ f(x+Ax) - f(x) 1 

L ^^ ^^ J 

kleiner bleibt als eine beliebig kleine Zahl d. 

Der erste Quotient lässt sich auf die Form bringen /\ (x + Ä -f- A ic), 
der zweite ist gleich f^{x-\-Q'Ax), Die Differenz fi{x -\- h -\- QAx) — 
f^{x + Q'Ax) kann, da /*, stetig ist, lediglich durch Wahl von h und 
Ax kleiner gemacht werden als S. 

Daraus folgt, dass, wenn die Function f{x) und ihre Ableitung 
fi(x) für ein ganzes Intervall von a bis i definirt sind, eine obere 
Grenze inr Ax angegeben werden kann, die für jedes zwischen a und 
b gelegene Intervall hinreichend ist, um bei gegebenem Werthe von d 
die Ungleichung 
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'ZU erfüllen. Denn würde, während x nach einem Wertbe x conver- 
girt; auch J^x unter jede angebbare Grenze herabsinken, so liesse sich 
auch die Ungleichung 

f,{X'^Qhx)-f,{x)<S 

in beliebiger Nähe dieser Stelle durch keinen angebbaren Werth von 
Aa? erfüllen, was der Stetigkeit von f^ widerstreitet. 

lOl, Das Grundproblem der Integralrechnung besteht in der Um- 
kehr desProblemes der Differentiation ; es lautet: Gegeben ist im Inter- 
valle von X '= a bis X ='i eine beliebige aber eindeutige Function f(x) ; 
es soll eine stetige Function F(x) ermittelt werden y welche die Eigen- 
schaft hat, dass ihre Ableitung für alle Werthe von x = a bis x =*== b 
mit f{x) identisch ist 

Ueber die Function f{x) machen wir zunächst folgende beschrän- 
kende Voraussetzungen: Erstlich f(x) sei im Intervalle durchweg end- 
lich; zweitens f{x) sei im Intervalle durchweg stetig, oder es erleide 
an beliebig vielen, jedoch immer nur vereinzelten Stellen endliche 
Sprünge. 

Ist f{x) eine stetige Function , so ist die gesuchte Function F(x)j 
vorausgesetzt, dass sie überhaupt existirt, so beschaffen, dass ihre vor- 
wärts und rückwärts genommenen Ableitungen allenthalben im Inter- 
valle übereinstimmen. Ist aber f{x) an einzelnen Stellen unstetig, 
dicrart, dass an einer solchen Stelle die als bestimmt vorausgesetzten 
Werthe Lim f(x + d) und Lim f(x — d) für d = verschieden sind, 
so soll die Function F{x) die Eigenschaft haben, dass hier ihr vor- 
wärts genommener Differentialquotient gleich f{x + 0) , ihr rückwärts 
genommener gleich /"(a; — 0) ist; unter diesen kürzeren Bezeichnungen 
sind die oben genannten Grenzwerthe zu verstehen. 

Zunächst ist die Frage zu beantworten, ob unter diesen Be- 
dingungen und bei diesen Festsetzungen das Problem ein bestimmtes 
ist, oder nicht; d. h. ob sich nicht mehrere von einander verschiedene 
stetige Functionen finden lassen, deren Ableitungen im Intervalle von 
a bis b übereinstimmen. Es sei ausser der Function F(x) noch eine 
zweite Function <i>(x) ermittelt, deren Ableitungen im lutervalle a bis 
b ebenfalls gleich f{x) sind; so ist <t>(x) — F(x) eine stetige Function 
deren vor- und rückwärts genommene Ableitungen in demselben In- 
tervalle durchweg Null sind. Eine solche Function kann, wie im 
vorigen Paragraphen bewiesen wurde, nur eine Constante sein. Mit- 
hin ist 

<D(a;)==i^(ic) + Const., 

d. h. aUe stetigen Functionen, welche in einem Intervalle dieselben be- 
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stimmten Werthe der vor- resp. rückwärts genommenen Ableitung he- 
sitzen y unterscheiden sich von einander nur um eine additive Constante 
mit beliebigem Werthe. 

Man kann dieses Resultat auch folgen dermassen aussprechen: Es 
giebt nicht mehr als eine stetige Function, welche an der Stelle x=a 
einen bestimmten (beliebig gewählten) Werth hat, und deren Ablei- 
tungen, im Intervalle a bis b mit f{x) übereinstimmen. Denn die ad- 
ditive Constante wird durch Festsetzung eines Werthes der Function 
an der Stelle x = a eindeutig fixirt. 

102. Die Function F{x) soll unter der Voraussetzung, dass f{x) 
durchweg stetig ist, bestimmt werden. 

Zwischen einer stetigen Function F(x) und ihrer vorwärts genom- 
menen Ableitung besteht die Gleichung: 

F{x±£^x)-^F(x) _ ^.^^^ _^ g ^ 

wobei d eine stetige Function von Ax bezeichnet, die mit Ax nach 
Null convergirt; der Werth von 6 ist für jedes endliche Ax unbe- 
kannt, so lange die Werthe von F unbekannt sind. Wir nehmen an, 
das Intervall von a bis zu irgend einem Werthe x ^b sei von end- 
licher Länge, und theilen dasselbe in n Theile durch die Punkte x^^ 
a?2 . . . Xn—i\ die Längen der Theilintervalle : x^ — a, x^ — a?, , . . . 
Xn-\ — ÄTn— 2, X — Xn-\ seicu mit rf, , ^2 . • • ^n-i > ^n bezeichnet; an 
der Stelle a sei F{a) = Const. beliebig gewählt, so muss die gesuchte 
Function F(x) die Gleichungen erfüllen: 

F{x,)-F{a) =dj{a) + d,d\ 
F(x^) ^ F{x,) = d^f{x,) + d^d^ 
I. F(x^) - F{x^) = dj\x^) + ^3*3. 



F{Xn^l) — F{Xn-2) = öf„_i f(Xn-2) + rf„_i *««i 
Fix) - F(Xn-i) = dn flXn-l) + dn Sn . 

Aus der Addition aller dieser Gleichungen folgt dann: 

II.F^x)-^Fia)^[dJ{a)+d,f{x,)+d,f{x,)..,dn^tK^n-2)+^^^^^ 
wobei die Unbekannte A gleich ist: 

Denkt man sich unter allen Werthen d, , ^2 ... #„ denjenigen, 
dessen absoluter Betrag am grössten ist, mit d bezeichnet, so ist der 
absolute Werth von A sicher kleiner als der absolute Werth des Pro- 
ductes ; 

d[dy + d^ ... -(- d J «c S(^x — a). 
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Dieser Werth wird für eine stetige Function F{x), deren Ableitung 
f(x) sein soll, kleiner werden als jede noch so kleine Grösse, wenn 
die Theilintervalle d sämmtlich unter einen gewissen Betrag herab- 
sinken. Soll also die Gleichung II. zur Berechnung des Werthes 
F{x) dienen, so muss erstlich der in der Klammer stehende Ausdruck 
der rechten Seite bei beliebiger Vermehrung der Theilintervalle nach 
einem bestimmten von x und der Constanten a abhängigen Werthe 
convergiren, und dieser Werth muss zweitens eine stetige Function 
von X mit der Ableitung f(x) sein. 

103. Um zu zeigen, dass die erste Forderung in der That erfüllt 
wird, verfahren wir folgendermassen. Die Summe: 

S == dj{a) + d^fix^) + dJ{X2) + . . . dn-xfixn-^z) + dnf{Xn-l) 

werde dadurch abgeändert, dass jedes der Intervalle c?j, d^ - • . dn aufs 
neue in tJnterabtheilungen zerlegt wird; die entsprechende Summe, 
gebildet ebenso wie S aus den Producten je eines der neuen Theil- 
intervalle mit dem Werthe von f an der Anfangsstelle solch eines 
Intervalles, werde mit S' bezeichnet; die Anzahl der neuen Intervalle 
sei n\ darauf soll wiederum jedes dieser Intervalle in eine beliebige 
Anzahl von ünterabtheilungen zerlegt werden, der darauf bezügliche 
Werth der Productsumme heisse Ä", die Anzahl der Intervalle w"; 
auf diese Weise fortfahrend erhält man eine Reihe von beliebig wach- 
senden Zahlen: 

w, n', n" . . . w^*^ . . . 
und eine Reihe von zugehörigen Summen: 

S, /S', S' . . . s^*^ .... 

Diese Reihe soll einen bestimmten Grenzwerth repräsentiren , d. h. es 
muss sich zu jeder noch so kleinen Zahl 8 ein Werth w<*^ finden las- 
sen, so dass die Beträge der Differenzen zwischen Ä^*) und allen fol- 
genden Werthen: 5^*+*') kleiner bleiben als 8, 

Ich bemerke zunächst, dass eine Summe von der Form S stets 
durch einen Ausdruck von der Form: 

III. 8^{x- a)f{a + 0(a; — a)) 0^6^!, 

dargestellt werden kann;, denn wird der grösste Werth unter den Coef- 
ficienten f{a) . . . f(Xn^i) mit 6r, der kleinste Werth (beide mit Be- 
rücksichtigung ihrer Vorzeichen) mit K bezeichnet, so ist: 

K{x — d)<S< G(x — a) 

oder S gleich dem Producte von x — a mit einem zwischen K und G 
gelegenen Werthe. Weil nun f(x) eine stetige Function von x ist, 
nimmt sie jeden zwischen dem kleinsten Werthe K und dem grössten 
Cr gelegenen Werth mindestens einmal an^ sie überspringt keinen ; es 



186 Drittes Buch. Erstes Capitel: §. 103. 

muss daher eine Stelle vorhauden sein, au welcher f gerade denWerth 
hat, welcher für die Gleichung III. erforderlich ist. 

Wird nun jedes der Intervalle von a bis x^ , von x^ bis x.^ u. s. f. 
in kleinere Intervalle getheilt , so treten an Stelle der Producte d^ f{a\ 
d.J'{x^) . . . neue Suramen; nämlich wenn die Theilpunkte im A^®" Inter- 
valle : von Xk-i bis Xk mit ^/*>, iPj^*^ • • • ^i'-i^*^ bezeichnet werden, an 
Stelle von djtf{xjc—\) die Summe: 

Die rechts stehende Summe kann analog der Gleichung III. auf die 
Form gebracht werden: 

(*) 
2 = iXk—Xk-i)f(Xk-i + Ok {Xk — Xk-i)) == dkf{Xk-i + QkiXk — Xk^i)) 

O^Ok^ 1. 

Die Th eilung der Intervalle von/S inneueünterabthei- 
lungen liefert also einen Werth S\ der von dem vorigen 
nur dadurch unterschieden ist, dass in jedem Terme 
dkf{Xk-i) an Stelle von f(Xk—i) ein anderer Werth von f tritt, 
der zu einer im Intervalle dk befindlichen Stelle gehört. 

Ebenso geht S' aus 5" dadurch hervor, dass an Stelle des Ter- 
mes in /S", dkf{Xk-i)j ein anderer Werth von f tritt, der zu einer im 
Intervalle dk gelegenen Stelle gehört; mit dk ist eines der n Theil- 
intervalle bezeichnet, dessen Anfangspunkt x'k-i ist, u. s. f. 

Da nun aber die Function f stetig ist, so kann an jeder Stelle 
ein endliches Intervall ausfindig gemacht werden, in welchem die ver- 
schiedenen Werthe von f um weniger als eine beliebig kleine Endliche 
Grösse s diflferiren. Durch fortgesetzte Theilung werden also sicher- 
lich die Intervalle so klein gemacht werden können , dass in jedem 
derselben die absoluten Beträge der Differenzen der verschiedenen 
Werthe von f kleiner sind als a; ist die Anzahl dieser Intervalle n^^\ 
der hierauf bezüglichen Summe S^*), so ist, wenn zu irgend einer der 
weiteren Theilungen übergegangen wird: 

abs [S<*) - «(Hr)] < a[rfj 4- ci^ 4- . . . 4(*)]; 

also, da die Gesammtgrösse der Intervalle immer gleich (x — a) bleibt, 
kleiner als e(x — a). 

Ist also einmal die Theilung so weit vorgeschritten, dass in jedem 
Intervalle die Schwankungen von /"kleiner sind als die Grösse: 

x — a^ 
so vermögen alle weiteren Theilungen den Betrag von S^** nur um 
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weniger als S zu ändern; die Reihe der S nähert sich also einem be- 
stimmten Grenzwerthe. 

Es muss aber noch untersucht werden, ob dieser Grenzwerth von 
der ursprünglichen Theilung in n Intervalle und der daraus hervor- 
gehenden fortgesetzten Theilung jedes Intervalles in kleinere abhängig 
ist; oder ob es ganz gleichgiltig ist, in welcher Weise das Gesammt- 
intervall von a bis x in ünterabtheilungen zerlegt wird , deren Grösse 
schliesslich unter jeden Betrag herabsinkt*). Dass letzteres der Fall 
ist; erhellt aus folgender Betrachtung. 

Es sei ursprünglich eine Theilung in m Theile gewählt, der zu- 
gehörige Werth heisse 8^ Durch weitere Theilung dieser Intervalle 
erhält man eben so wie vorhin eine Beihe vonWerthen /Sj^*\ Ä/^J . . . 
jS/*^ . . ., während die Anzahl der Intervalle m', m', . . . m<*^ ist. Die 
Theilung sei so weit vorgeschritten, dass jede neue üntertheilung den 
Werth von S/*) nur um weniger als d zu ändern vermag. 

Denken wir uns nun die beiden Theilungen in i»^*^ und in w^*^ 
Intervalle zu einer einzigen vereinigt, so gehört zu dieser eine Summe 
2Jf welche von S^*^ sowohl als auch von /S/*^ um eine Grösse kleiner 
als d verschieden ist; denn es ist diese dritte aus der Vereinigung 
entstandene Theilung als eine Fortsetzung jeder der beiden früheren 
zu betrachten. Mithin ist 

abs[Ä(*^— Si^] 

kleiner als die beliebig kleine Grösse 2d, d. h. die Keihe der S^ hat 
den nämlichen Grenzwerth wie die Reihe S, 

Man kann sich also insbesondere das Intervall von a bis x in 
lauter gleiche Theile Ax zerlegt denken, deren Anzahl n immer mehr 
wächst; alsdann stellt sich der gesuchte Werth in der Form dar: 

Lim{Axif{a) + f{a + Ax) + f{a + 2 A^z;) + . . . /(a + (w— i)Aa;)] } 

[^^Ax, fürA^ = q]. 

Mit Benutzung des Differentialzeichens dx= Lim Ax bezeichnet man 
die Summe nach dem Vorgange von Leihnitz durch das harze Symbol 



X 



IV. \jf{x)dx= Ura{Lx[f{a)-\-f{a-^Lx)-\-...fix—Lx)'] 

a 

für Are = 0, ^^ = Ax) 

und nennt sie das bestimmte Integral der Function f{x) genommen von 
der unteren Gre/izc a bis zu einer bestimmten oberen Grenze x. 

Das Integralzeichen / ist ein Summenzeichen ; auf der linken Seite 
der Definitionsgleichung IV steht ein Symbol, auf der rechten ein 

*) Ausführlicher noch ist diese Untersuchung §. 142 geführt. 
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berechenbarer Ausdruck. Zu beachten ist bei dieser Formel, dass x 
ak obere Grenze einen bestimmten Werth repräsentirt, unter dem 
Integralzeichen dagegen eine Veränderliche bedeutet, da f für die 
Stellen /"(«), f{a + dx)^ f\a + ^dx) ... zu bilden ist. 

Der Begriff des Integrales als einer Summe gab Veranlassung zu 
einer irrthümlichen Auffassung. Wenn man nämlich auf der rechten 
Seite der Gleichung IV. zuerst Aa; gleich Null setzt, so erhält man, 
da alle Glieder den Factor Ao? haben, lauter Summanden, deren Werth 
Mull ist, und welche nothwendigerweise, wie viele man auch addiren 
mag, den Summenwerth Null liefern. Demnach könnte ein Integral 
immer nur den Werth Null haben, oder die Gleichung IV. enthielte 
einen Widerspruch. Derselbe wird durch den andern Widerspruch 
dx.f{x) ist nicht Null, sondern eine unendlich kleine Grösse, nicht 
beseitigt, sondern nur verdunkelt. Euler (siehe Anmerk. zu §. 105) 
verwarf daher die Definition des Integrales als einer Summe gänzlich, 
und behielt nur die Definition, welche aus der Umkehr der Differen- 
tiation folgt, bei. Indessen führt doch diese Definition, wie die obige 
Entwickelung zeigt, unumgänglich auf den Summenbegriff, und der- 

X 

selbe enthält keinen Widerspruch, wenn man beachtet, dass 1 f(x) dx 



a 



nicht die Summe aus den Grenzwertheu von f(x)Ax, sondern der 
Grenzwerth der Summe aus den Gliedern f{x)Ax ist; mit andern 
Worten: es handelt sich darum, zuerst die Summe bei endlicher 
Gliederzahl als Function von Ax zu ermitteln, und alsdann den 

Grenzwerth für Ao; == zu bestimmen. Es ist z. B. für Ax = ~ 

n 



b 

ß 



xdx = LimAa;[a + (a+Aa;) + (a+2A^*) + ... (a + (w— l)Aa;)] = 
= Lim anAx + Lim Ax'^ ^7" ^ = 

= (6 — a) a + Lim y (J — a) (b — a — Ax) = -^ -|- • 

In der Gleichung IV. gilt bei jedem noch so kleinen Werthe von 
Ax der Satz, dass die rechts stehende Summe gleich ist dem Producte 
von X — a multiplicirt mit einem Werthe, der zwischen dem grössten 
und kleinsten der Werthe enthalten ist, den f an den verschiedenen 
Theilpunkten annimmt; da aber Y als stetig vorausgesetzt ist, so muss 
es auch diesen mittleren Werth jedenfalls einmal annehmen, d. h, es 
ist auch: 

X 

V. jf{x) da; = (a; — a) /"[a + 6 (a: — «)] 0^6^ 1. 
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104. Der bestimmte Grenzwerth ist aber auch zweitens eine stetige 
Function seiner oberen Grenze X'^ zu jeder noch so kleinen Zahl d 
kann eine Zahl h gefunden werden, so dass: 

X±h X 

abs \Jf{x) dx — (fix) dx]<ö, 



a a 



vorausgesetzt, dass x + h auch noch im Intervalle a bis h liegt. 
Denn aus der Summendefinition geht hervor: 

äC + A X 

lf{x)dx—Jf{x')dx=UmAx[fix)-\-f{x+Ax)-{---f(x-{-h-Ax)]^ 

a a 

x-\-h 

== lf(x)dx, 

X 

Es ist aber nach Gleichung Y.: 

x-\-h 

O<0<1. 



ff(x)dx^hf{x+ eh) 



Da f(x) durchweg endlich ist, so kann dieser Ausdruck durch Wahl 
von h beliebig klein gemacht werden. Ebenso ist: 

X — h X 

I f(x) dx — j f{x) dx=— Lim Ax [f(x—h)-i-f{x—h-\'Ax)-\' • • •f{x—Ax)] 



a a 



St — h 

und nach Gleichung V.: 

X 

—Jfi^) dx= — h fix — Qh) O^e^ 1. 

X — h 

Aus diesen Gleichungen folgt auch, dass das Integral, als Function der 
oberen Grenze betrachtet, die Ableitung f(x) besitzt. Denn es wird 

«-f-A X «-f-A 

Lim -^1 f f{x) dx — 1 f{x) dx^ = Lim y f f(oc) dx = Lim f{x + GÄ)? 

a a X fQr A=0 

X — A X X 

Lim ~ -V- 1 I f{x)dx — 1 f{x) dx^ = Lim fr 1 f{^) dx = Lim f{x — Qh). 

a a x — h für A = 

An den Stellen wo f(x) stetig ist, geht f{x-\-Qh) sowohl wie f{x — Qh) 
stetig in den Werth f(x) über; der vor- und der rückwärts genom- 
mene Differeutialquotient sind hier identisch. 

Mithin sind die Bedingungen erfüllt, welche nothwendig und hin- 
reichend sind, um aus der Gleichung II. den Satz zu gewinnen: 
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Die gesuchte stetige Function F{x)y welche die Eigenschaft haben 
solly dass ihre Ableitungen im Intervalle von a bis b allenthalben gleich 
sind den Werthen der stetigen Function f(x\ ist gleich dem bestimmten 

Integrale 1 f{x) dx, dasselbe additiv vermehrt um eine beliebige Constante: 



u 



X 



Fix) ^J'fix) 



dx + Const. 



a 



Die Function F{x) heisst das unbestimmte Integral von f{x). Die 
Constante wird festgelegt, sobald der Werth, den F an der Stelle a 
haben soll, gegeben ist. Denn setzt man in der Gleichung x = a, so wird 



J 



f(x)dx =^ 0, also 



F{a) = Const. 

Das bestimmte Integral lässt sich sonach umgekehrt bezeichnen 
als die Diflferenz der Werthe des unbestimmten Integrales gebildet für 
die obere und untere Grenze: 



X 

F{x) — F{a) = j'f(x) dx. 



a 



X 

105. Das bestimmte Integral I /"(a;) da: ist einer einfachen geo- 



a 



metrischen Deutung fähig, wenn die Werthe f{x) als die Ordinaten 
einer Curve, oder präciser gesprochen als Ordinaten der Eckpunkte 
eines Polygones mit beliebig vielen Ecken dargestellt werden, denn 

die Bedingung der Darstellbar- 
keit durch eine Curve oder der 
Differentiirbarkeit braucht hier 
nicht erfüllt zu sein. Construirt 
man zu den Punkten 

a, a + ^^? 
a-\-2Ax, . . (a + (w— 1) Aic), x 

die Ordinaten 

/•(a), aa + Ax), 

f{a+2Ax) ...f(a+{n—l)Ax),f(x) 

und verbindet die auf einander 
folgenden Endpunkte dieser Or- 
dinaten durch Gerade, so ist der 

vom Polygon und den Coordinaten begrenzte Flächen räum -45(72) als 

€umme von Trapezen gleich: 




Fl?. 11. 



Das bestimmte und unbestimmte Integral. 



191 



Air \f(^)+f(^+^^) 4. fia +Ax)+n a+2Ax) ^ 



' 2 



oder gleich: 



f{a+{n^l)Ax) -i-f{x) '] 



Ax 



s-"^^ {f{a) - m} , 

unter S eine Produetsumme der früheren Form verstanden. Lässt man 
nun Aa: nach Null convergiren, d, h. geometrisch: construirt man die 
der Function f entsprechenden Polygone mit immer mehr Ecken, so 
geht S in den Werth des bestimmten Integrales: 



Jm 



dx 



ilber, während das zweite Glied der Gleichung nach Null convergirt. 
Das bestimmte Integral ist also gleich der Maasszahl eines Flächen- 
inhaltes, wenn dieWerthe von f als Ordinaten von Punkten gedeutet 
werden; insbesondere des Flächeninhaltes, welcher von einem Cur- 
venstücke, den Ordinaten seiner Endpunkte und der Abscissen- 
axe begrenzt wird, falls die Polygone der Function f nach einer be- 
stimmten Curve convergiren*). Sind die Werthe von f im Intervall 
von a bis x von verschiedenen Vorzeichen, so misst das bestimmte 

Integral die Differenz von Flä- 
chen. Diese geometrische An- 
schauung vermittelt auch am 
einfachsten die Erkenntniss, dass 

das bestimmte Integral I f{x) dx 



O 




a 



a. 



^JL 



Fiff. 12. 



^J 



auch dann noch einen bestimm- 
ten endlichen Werth hat, wenn 
die Function f an beliebig vie- 
len, aber immer noch zählbaren 
Stellen : 

^i 7 ^2 • • • ^ 
zwar endlich bleibt, jedoch dis- 

continuirlich wird. 



"") Aus der Lösung dieses geometrischen Problemes, den Flächeninhalt, wel- 
cher von einer beliebigen durch eine Function gegebenen Curve umschlossen 
wird, zu messen, ist die Integralrechnung gleichzeitig mit der Differentialrechnung 
(dem Probleme der Tangenten) hervorgegangen. Die ersten Sätze gaben auch 
hierüber Leibnitz und Newton in den §.23 genannten Schriften; vorher schon 
hatten Fermat (1608—1665) und Wallis (1616-170a) den Grundgedanken einer 
Summation für die Flächenmessung bei den parabolischen Curven entwickelt und 
ausgeführt. Die weitere Ausbildung dieser Rechnung ist aber vornehmlich das 
Verdienst der Brüder Jacob (1654—1705) und Johann (1667—1748) BernouUi 
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Es ist dann,; 

lf{x) dx = ff{x) dx + Cf{x) da: + . . . /a^) da; + if{x) dx 

eine bestimmte endliche Grösse^ nämlich die Summe der Flächen^ welche 
von den einzelnen Curvenst(icken (Polygonen) und den Ordinaten ihrer 
Endpunkte begrenzt werden. Das unbestimmte Integral 



X 

F{x) = j'f(x) dx + Const. 



u 



hat an einer solchen Unstetigkeitsstelle von f den vorwärts genom- 
menen Differentialquotienten f{c + 0), denn es ist : 

c+A c 

ff(x) dx —ff(x) dx c+h 



= \Jm d^ = f{<^ + e*)) 



und den rückwärts genommenen Differentialquotienten f{c — 0) , denn 
es ist: 



G — h C 

ff ix) dx — ffix) dx 



-Ä —h 

c — A 



c 

+ {-j'mdx=^f{c-Qh), 



wie bei der Problemstellung für die Function F verlangt wurde. 
106. Die Formel 



sc 

F(x) =ff{x)dx + Const. 



ist in dem Sinne bisher abgeleitet worden, dass das unbestimmte Inte- 
gral F{x) aus dem bestimmten dargestellt werden soll; sie erfordert 
also die Berechnung des Grenzwerthes einer Summe mit beliebig vielen 
Summanden. Sie kann jedoch umgekehrt dazu dienen, diesen Summeu- 
grenzwerth zu berechnen, falls das unbestimmte Integral F{x) bekannt 
ist. Da nun aber in der Differentialrechnung zu ganzen Glassen von 
Functionen F(x) ihre zugehörigen Ableitungen: f{x) ^=^F\x) berechnet 



in Basels die sich in der Lösung von Aufgaben vermittelst derselben gegenseitig 
zu überbieten suchten. Job. BernouUi verfasste in den Jahren 1691 und 16&)2 
zu Paris seine Lectiones mathematieae, das erste Lehrbuch der Integralrechnung^ 
welches 1742 in der vollständigen Sammlung seiner Schriften im Druck erschien. 
Bei der Uebersendung derselben an Euler schrieb Joh. BernouUi: „Exhibeo 
enim mathesin sublimem, qualis fuit in infantia, Tu vero eam nobis sistis in virili 
aetate.** Euler^s systematische Bearbeitung der Integralrechnung: Institutiones 
Calculi Intogralis erschien 1768—70 in Petersburg. 
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worden sind, so ist auch umgekehrt zu jeder dieser Ableitungen f{x) 
das zugehörige unbestimmte Integral JP(;3;) bekannt. Unter derVor- 
aussetzung, dass dieses Integral im Intervalle Ton a bis h 
eindeutig und stetig ist, erhält man durch die Differenz der 
Functionswerthe das bestimmte Integral von a bis 6. Diese Berech- 
nung ist selbst dann noch gültig, wenn in dem Intervalle von a bis h 
die Function f{x) unendliche Werthe annimmt, während F{x) endlich 
bleibt; indem an einer solchen Stelle c gesetzt werden soll: 

c c— .d 

ff ix) <?» = Lim [ j'f{x) dx\ -=Lim[i?'(c— *)— J'(a)]= ^(0)— J?'(a), 

a a für d=0 flii; d = 

und sie gilt auch für ein unendliches Intervall von a bis <X), oder von 
— cx) bis +00, wenn die Function F{x) auch an diesen Grenzen 
einen endlichen bestimmten Werth behält, wenn man die Definition 
einführt: 

//•(«) da; = Lim r jf{x) äxl = Lim lF{w)—F{a)'] = F((x>) — F(a). 



a 



to=<» 



W=QO 



Das unbestimmte Integral von f{x) soll mit dem Symbol y/'(a:) da; + const. 
bezeichnet werden. Es ist also 'j, ^ — =f{^)] fi^) heisst die zu 



dx 
integrirende Function, F{x) die Integralfunction. 

107. Fundamen talform ein: 

"^ ^x^dx (m^— 1). 
dx 



1) 

2) 



7) — d cotg X = 



3) 

4) 
5) 
6) 



d(lx) = 

de"" 



X 



8) d aresin x 



= e 



mx 



m 
d sin mx 



dx. 



VI 

dco^mx 
m 



= cos wa: dx. 



d tang X 



= sin mxdx. 
dx 



9) 
10) 

11) 



c7 arccos x = 



dx 

■» ■ • 

sinrr* 
dx 

dx 



d arctg X 



dx 



l + ic* 



dx 



— darccotff x == -r-. — 7- • 



cos aj* 
Daraus folgt umgekehrt 

x^dx= ^^jjj- +const.(m^- 
2) C^ = l{x) + const 



1). 4) 1 cosm;3;eZa;=^^^^ + const. 



5)/si 



m 



sini»ÄJaÄ;= Y const. 



m 



/* c*"* r dx 



Harnaok, Differential- n. Integralrechnung. 



X + const. 
13 
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^ J Ä ^^^S ^ + const. \0)J j^ = arctg x + coust. 

8) / yY==^ = arcsin ic + const. 11)/ yr^ = — arccotg x + const. 



a — arccos x + const. 

Diese Formeln sagen nur in anderer Form dasselbe aus, was durch 
die ersten elf Gleichungen behauptet ist. 

Hieraus können nun aber die bestimmten Integrale gewonnen 
werden, deren Gültigkeitsbereich bestimmt durch die Forderung, dass 
die Integralfunction reell, stetig und endlich bleibe, in den beistehenden 
Klammern angegeben ist; und die nun folgenden Gleichungen ver- 
mitteln eine neue Erkenntniss,, indem sie die Berechnung der Grenz- 
wertbe von Summen darstellen. 

b 

^"*^^ = rn+1 (»w ^ - 1; < a < oo, < 6 < cx)) 

a 

ist m + 1 > 0, so gilt die Formel auch für a oder b gleich Null, ist 
m + 1 < 0, so gilt die Formel auch für a oder h gleich cx>. 

^) h-Ki)(0<a<oo,0<l<ooy, ß^ + lil). 

a — a 

b 

e^nx ^ix = _ — (— oo^a< + c>o, — oo^6< + oo 

a 

wenn m > 0). 



b 



-, 8m(wft) — sin (wa) , . ^ , 

COS mx dx = — - ■■ (— cx><a<+oo. 

— oo < 6 < + oo), 



o 

e, /'. , co8(mfe) — cos (ma) , ^ ^ \ 

5) j&inmxdx =: ^^ — ^— ^^ (— oo < a < + oo, 

a 

— OO < 6 < + ^• 
b 

6) / — ^ = tg 6 — tg a (in jedem Intervall von a bis 6, welches 

a 

nicht ungerade Vielfache von -|- enthält). 

b 

7) f-^^ = — cotg b + cotg a (in jedem Intervalle von a bis b, 

a 

welches nicht tc oder Vielfache von 7t enthält). 
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b 



8) u. 9) Jj 



== aresin b — arcsin a == — arccos h -f- arccos a . 



Vi — x^ 

10) u. 1 1) / 7-jr~2 = ai'ctg 6 — arctg a =* ~ arccotg 6 + arccotg a 

( — cx) ^ a ^ + cx>, — " oo ^ & ^ + oo). 

108. Die Angabe des unbestimmten Integrales gelingt auch für 
Functionen, die aus den einfachen zusammengesetzt sind ; hierzu dienen 
die allgemeinen Regeln, die sich aus den Regeln der Differentiation 
(§. 26) durch Umkehr ableiten lassen. 

Ist 

a) m = /•, {X) + f,{x) + /•3(a:) . . . + Ux) 
so ist: 

Jf(^) äx =jf^{x) dx -\'jU{x)dx +JU{X) dx + ^ ' Jfn{x) dx, 

d. h. das Integral einer Summe von Functionen ist gleich der Summe 
aus den Integralen der einzelnen Summanden. Der Beweis ergiebt 
sich durch Differentiation. 
Ist 

b) Fix) = q){x) if(x), so ist r(x) =f{x) = (p{x)t'{x) + tio!^)(p\x), 
also umgekehrt 

/ q>{x)il>(x)dx + / tl}{x)q){x)dx = q){x)il}{x). 
Schreibt man diese Formel: 



oder auch 



/ 9>(^) V'C^) dx = (p (x) 'ilf(x) — j flf {x) (p{x)dXy 
jq>{x) dl^ix)] = q){x) if{x) —j tl>{x) d[sp{x)}, 



so lehrt sie das Integral einer Function, welche aus zwei Factoren 
besteht, von denen sich das Integral des einen angeben lässt, auf ein 
anderes Integral zurückführen. Diese Reduction, das Verfahren der 
theil weisen Integration genannt, gewährt in vielen Fällen eine 
Vereinfachung des Problemes. 
Specialsatz : Ist 

F(x) = (iq){x)y so ist F{x) = f(x) = aq/ (x)j 
also: 



/ aq>{x) dx = aq)'{x) ^= a 1 (p'(x) dx. 



13' 
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c) Führt man iu die Formel 

F{x) = ff{x) dx 

für X eine neue Variabele ein durch die Gleichung a? = 9 (w) , welche 
so geartet ist, dass den stetig auf einander folgenden Werthen von 
a; = a bis a? = 6 eindeutig stetig auf einander folgende Werthe von 
u entsprechen, wobei u keinen Wechsel der Zu- und Abnahme erfahrt, 

SO dass j- nicht Null wird, so möge F(x') den Werth V(w), f(x) den 

Werth ^(u) erhalten. Alsdann besteht die Relation: 

also: 

mithin ist Y(m) = / ^(m) q>Xu) du. 

Die Substitution der Variabelen vermittelst der Glei- 
chung Ä? = g)(u) führt die Bestimmung des Integrales von/* 

auf die Ermittelung des Integrales /V'(w)9'(m)ö?w zurück; bei 

zweckmässiger Wahl der Substitutionsformel kann dieses 
Xntegral einfacher zu ermitteln sein als das ursprüngliche. 

Ist das ursprüngliche zwischen den Grenzen x = a und n? = & zu 
nehmen, so ist das neue Integral mit den Grenzen Ua und Ub zu 
bilden, für welche a = (p(Ua)f h^=(p{u^j so dass die Werthe von 
X = a bis X = b eindeutig auf die W"erthe Ua bis Ub bezogen sind. 

Ist dagegen die Beziehung zwischen x und u nicht umkehrbar 
eindeutig, so muss das gesammte Intervall in Theilintervalle zerlegt 
werden, bei denen eine gegenseitig eindeutige Beziehung sich her- 
stellen lässt. 



OD 

Ist z. B. jfyax -\ j dx vorgelegt (a und h positiv), und setzt 




ax -{- — = u^ so gehört zwar zu jedem Werthe von x eindeutig ein 

Werth w, aber während x von bis cx> läuft, erleidet w einen Wechsel 
der Ab- und Zunahme, so dass es anfänglich eine abnehmende, dann 
aber eine wachsende Function ist; zu jedem Werthe von u gehören 
zwei Werthe von Xy 

was man sich durch geometrische Zeichnung der Hyperbel veranschau- 
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liehen kann. Ermittelt man den Minimalwerth von u, so ist derselbe 
aus der Gleichung ^^ = 0, also a — ^ = zu berechnen; es wird 

Läuft X von Null bis y-^, so erhält u die abnehmenden Werthe 
von <x> bis 2j/ab und es ist: 



oo 



dagegen wird in dem Intervall von a;=l/— bis oo, u von 2/a6 bis -|- oo 



wachsen, und also 






Demnach folgt durch Summation: 

OD 00 

f(ax H — -\dx =^ — I f(u) ,, ^ — du. 

Die allgemeinen Sätze sollen im Folgenden auf verschiedene Func- 
tionen f{x) angewandt werden, mit der Absicht die Bestimmung von 

dx vermittelst der Fundamentalformeln zu erreichen. 



/' 



fm 



Zweites Capitel. 

Das unbestimmte Integral der rationalen algebraischen Funotionen. 

Fartialbmehzerlegung. *) 

109. Das Integral der ganzen rationalen Function w*®^ Ordnung: 

fi^x) = ao + ^1 ^ + 0^2 ^^ + • ••«na?*» 

wird (nach Satz a) und b) und der Fundamentalformel I. des vorigen 
Paragraphen): 

F{x) == f f(x) dx = Uq I dx -\- a-x 1 xdx + aj f x'^dx -| a** 1 x"" dx 



•) Leibnitz und Job. Bernoulli. Acta erud. 1702—1703. Euler: Insti- 
tationes calculi integralis. Vol. I. Sect. I. Cap. I. 
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110. Eine gebrochene rationale Function: 

in welcher ^ von der m^®", q) von der w^^" Ordnung ist, lässt sich, falls 
m^n ist, stets zerlegen in eine ganze Function und eine echt ge- 
brochene, d. h. in eine solche, in welcher die Ordnung des Zählers 
höchstens arleich n — 1 ist. Zu dem Zwecke hat man die Division 
mit dem Nenner q)(oc) auszuführen und dieselbe so lange fortzusetzen, 
bis die Ordnung des Restes kleiner als n wird. Da die Integration 
der ganzen Function geleistet ist, so handelt es sich darum, das Inte- 
gral von der Form: 



fi 



dx 



zu bestimmen, in welcher die Ordnung m < w ist, und (p und ^ keine 
gemeinsame Wurzel besitzen. 

Biese echt gebrochene Function hann in eine Summe von Brüchen 
verlegt werden ^ deren Zähler constant und deren Nenner lineare Func- 
tionen oder Potenzen von solchen sind, (Partialbröche.) 

111. Es seien die n Verschwindungspunkte von 

q){x) == «0 + ^1 ^ + • • • + ^** 

bezüglich a? = «j , «j , . . . «n reell oder complex, aber zunächst sämmt- 
lieh von einander verschieden. (Der Coefficient der höchsten Potenz 
von a? in 9 ist gleich 1 vorausgesetzt, was sich durch Vorsetzen des 
ursprünglichen Factors vor den ganzen Quotienten und also auch vor 
das Integral stets erzielen lässt.) Die n Verschwindungspunkte werden 
als bekannt angenommen und q){x) wird aufgelöst in das Product: 

(p{x) = (x — «,) (x — «2) . . . (x — an). 

Das Product aller Factoren mit Ausnahme des ersten bezeichne 
ich durch (pi{x), so dass 

(p(x) = (x — ai) g)i{x). 
Alsdann erkennt man: Der Bruch ^^^ lässt sich nur auf eine 

q>(x) 

einzige Weise zerlegen in die Form: 

in welcher ^^ eine Constante, ti(^) eine ganze Function höchstens 
von der Ordnung n — 2 bedeuten soll. Denn es ist identisch: 

t{x) = Ä^ q)^{x) + (x — «i) t^{x), 
also: 

2) w;,(a;) = ^^iM:zA^?iW. 
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Damit nun dieses eine ganze Function höchstens von der Ordnung n — 2 
werde, muss der Zähler rechts durch x — a^ theilbar sein, d. h. für 
a;8=saj verschwinden; daraus folgt: 



3) = t|^{cc^) — A^ 9i(ai). oder -4, = 



'^M 



9i(ai) 

Der Werth q)^ («,) = («j — cc^) (a, — a,) . . . (ofj — a^) verschwindet 
nicht, weil alle Wurzeln a von einander verschieden sind; derselbe 
kann auch vermittelst der Ableitung von q)(x) unter der Form q>'{cc{) 
geschrieben werden; denn es ist 



Lim ^ = wiccA für a; = a. 



_(p{x) 
c 

sonach : 

^ <p(a?) qp'(a,) « — a, ' qp,(a;) ' 

In gleicher Weise fortfahrend wird man den Quotienten ' ^^| zerlegen 
in die Form: 



ferner: 






In dem zweiten Quotienten der rechten Seite ist die Ordnung des 
Zählers mindestens um eine Einheit kleiner als die des Nenners, so 
dass sich schliesslich: 



ergiebt, wobei -4„_i und An Constante bedeuten; demnach ist bewiesen: 
Die echt gebrochene Function lässt sich nur auf eine einzige Weise 
in Partialbrüche zerlegen von der Form: 

5^ t^ «= _4l L ^« j ^^ . 

^ q>{x) X — a^ X — ofj . X — a^ 

Auch für die Coefficienten A kann nunmehr eine einheitliche Bestim- 
raungsweise gegeben werden, ganz abgesehen von der Reihenfolge, 
nach welcher sie berechnet werden. Multiplicirt man nämlich beide 
Seiten der Gleichung 5) mit q){x)y so wird: 

Wird für q>(x) überall der Productwerth substituirt, so heben sich die 
linearen Factoren des Nenners auf der rechten Seite fort; und setzt 
man für x irgend einen der Verschwindungswerthe «^ von 9), so 
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fallen alle Glieder mit dem Factor x — a* fort, es bleibt das Glied 
mit dem Coefficienten Au nach; d. h. es wird 

^ («*) = Ale . Lim J^_|^ = Ak 9 («*), 

für x^^aje 

also 

q>' {«k) kann nicht Null werden, weil ^(a?) = lauter verschiedene 
Wurzeln hat. Umgekehrt erkennt man: Besitzt die Gleichung 9)(a;)=0 
zwei gleiche Wurzeln, so verschwindet für diesen Wurzel werth auch q>Xx). 
Mithin ist 

q>ix) SJ "^(«ib) 1 



/ y(a;) ^ ^^ ^(gj) C __äx_ , ^(cft) C _äx_ i _ ^ ^(^'J / * da; 

Das Integral 1 wird dutch die Substitution « — «»=;?, dx^ds 

auf das Fundamentalintegral /—= 2(;s;) gebracht, so dass die Schluss- 
formel lautet: 

m 

I. r^ da: = ^ l (X - «,) + ^ Z (o; -«,) + .. . 

J <p{x) q> («i) ^ l^' » q, («,) V 27 ^ 

if) (cc ) 

• • • H — rrA- Jte — ccn) + Const. 
Beispiel: 

= :r + y J(a; — 1) + y i(a; + 1) — 2l{x) + Const 

Das bestimmte Integral kann aus dieser Formel entnommen werden 
für jedes endliche Intervall, zu welchem die Verschwindungspunkte 
— 1, 0, + 1 nicht gehören. 



4 



/: 



^dx = '-^l{x- i) + i=ll{x + i) + C.= 



Die Logarithmen complexer Grossen sind vieldeutig, unterscheiden 
sich aber nur um eine additive imaginäre Constante, so dass es für 
das unbestimmte Integral gleichgültig ist, welcher Werth den einzelnen 
Logarithmen beigelegt wird. Der Uebergang zum bestimmten Integrale 
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durch Bildung der Differenz zweier Functionswerthe erfordert, dass 
der Werth der Function an der einen Stelle durch continuirlichen 
üebergang aus dem Werthe an der andern Stelle hervorgehe (siehe 
den Schluss des nächsten Paragraphen). ^ 

112. Sind die Coefficienten von 9 reell, so kann q)(x) zwar com^ 
plexe Wurzeln* enthalten, doch sind dieselben paarweise conjugirt (§. 90). 
Man kann das Auftreten complexer Werthe, falls auch t reelle Coef- 
ficienten hat, in der Schlussformel alsdann vermeiden , dadurch dass 
man die auf die conjugirt imaginären Wurzeln bezüglichen Partial- 
brüche vereinigt. 

Seien a -{- iß und a — iß die beiden conjugirten Wurzeln, so ist 

,[t.l eine complexe Grösse: M4-iN. 

und /,"~^^v der conjugirte Werth: M — iNi 

also wird: 

M+iN . M—iN 2M{x-'€c)-'2Nß 



x—{cc+%ß) ' x^(tt^iß) (x-ay + ß* 

ein reeller Quotient. Es lassen sich die Coustanten des Zählers auch 
direct bestimmen, indem man von der Identität ausgeht: 

folglich : 

tix) = (Px + Q)ip,{x) + ti {x)i{x - af + ß^). 

Substituirt man für x die beiden Werthe cc + iß, so folgt: 

Der reelle und imaginäre Theil dieser Gleichungen liefern zwei 
Gleichungen zur Bestimmung von P und Q, 
Das Integral: 

i&if zerlegbar in: 

Das erste derselben wird durch die Substitution: {x — «)' + /J^ == ^> 
{x -- tt)dx = -^ dz verwandelt in: 

Das zweite lässt sich durch die Substitution ^ = ;8f, dx ^^^ ßdz auf 
ein Fundamentalintegral reduciren; 
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Son^h ist: 

Das obige Beispiel liefert bei dieser Behau dlungsweise den Werth: 

/ätr d* = I U^' + 1) + a«tg ^ + c. 

Hier kann auch ohne weiteres das bestimmte Integral für jedes end- 
liche reelle Intervall nach der Formel berechnet werden: 



t 

ß 



b 

^+1 dx = \ Z^J + arctg h — arctg a. 



Aus den beiden verschiedenen Formen , welche für das nämliche 
Integral gefunden wurden, erkennt man, dass 

arctg x=--^ ^d:^) + ^^"^^• 
sein muss, für ajle Werthe von x. In der That ist (§. 74): 

l — ^ = l — ~„ 7", ^* = — i arctff -i — r + C. == 2i arctg a? + C. 

Beispiel: 

J * dx /* dx^ 1 j cx-^-h I p, 

a+Ux+cx^ — y (ca;+&)»+(ac~6«) "- p^TTp ^^^'^^ ^^^^^ITg« + ^'' 

Dies ist eine reelle Darstellung, falls ac ~ b'^ '^ 0, d. h. wenn die 
Wurzeln complex sind. 

4-QO 



Ja+2bx+cx^ yac — b* -u j. ^ i • utx 

_5^ gut diese Formel nicht). 



{ac — 6^ > 0, im andern Falle 



113. Enthält die Function q) vielfache Wurzeln: 

q)(^x) = (x — aY^{x — ß)^ + . . . (a; — x)^»n, A, -[-A.^ + • • • ^»i = w, 
so ist die angewandte Partialbruch Zerlegung nicht mehr möglich; da- 
gegen besteht hier der Satz: Der Quotient ^^^ ist immer und nur 
auf eine einzige Weise in die Form zerlegbar: 

VW (05 — «p (J5 — a)^ 9>i(iP) 

in welcher Aq eine Constante, ^('iCa;) eine ganze Function höchstens 
vom Grade n — 2 bedeutet. Dies folgt aus der Identität: 

2) t {X) = Ä, 9>, {X) + ^, (x) (a; - a) oder : ^, (*) = !!L^l=^lM . 
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Damit der Quotient eine ganze Function werde^ muss sein Zähler für 
X = a verschwinden ; also ist 

0\ A ^(«) ^W 

unter ^^{a) denWerth der Ableitung von der Ordnung Aj verstanden; 
die Constante Äq ist weder Null noch unendlich. 

Wendet man dasselbe Verfahren auf den zweiten Quotienten auf 
der rechten Seite der Gleichung 1) an, so wird man erhalten: 

Der Werth von A^ kann aber auch verschwinden , wenn ^j (a) = ist. 
Sonach erhält man bei Fortsetzung dieser Methode die Gleichung: 

^. 7l>{x) ^ Aq , A^ , A^ _j ^x,-i I %(x) ^ 

^ {X— cc)^'q>i{x) (a;-«/' "^ (aj-a/^-^ "^ (x-af^^^ "^ x-cc'^ q>i{x) 

Der Quotient -^-^, in welchem die Ordnung des Zählers kleiner 

ist, als die des Nenners, lässt sich in Bezug auf die vielfachen Facto- 
ren von ^j nach der nämlichen Regel zerlegen, so dass allgemein und 
nur auf eine einzige Weise die Gleichung besteht: 

gv iff(x) ^ A f ^1 + . . . ^^'-^ 

, -Bq I -gj I ^x,-\ 



+ r-^ + 7-^+ ^'""'^ 



Die Constanten A^y B^ . . , K^ sind von Null verschieden; die übrigen 
können auch verschwinden. 

Die Bes'timmung der Coefficienten A in der Gleichung 4) erfolgt 
am besten , indem man x — a = Ä setzt und beachtet, dass 

^^^^ = ^, -I- ^,Ä + Ä,h:^ + . . . A-iÄ^'-> + ^4 • ^'' 

qp|(a + '^) u I- 1 I i I '^i A I qpj (o^ _j. /j) 

wird; es sind also Aq, A^ . , , Ax^-i die A, ersten Coefficienten, die 
sich bei Entwickelung des links stehenden Quotienten nach wachsen- 
den Potenzen von h ergeben; denkt man sich die Entwickelung nach 

der Taylor'schen Reihe ausgeführt, so folgt, wenn man ^!t!^ mit 
<t), (a) bezeichnet: 

Sonach ist im allgemeinen Falle ; 



204 Drittes Buch. Zweites Capitel: §. 113. 114. 



Es ist aber 



, — ^ = *~ 1 — i- izri (wenn A > 1) 



also: 






i=^,-2 






^=0 ^m-i~i (a:-xy 

2)a5 Integral jeder rationalen algebraischen Fundion ^^~ir ist selbst 

durch rationale algebraische und durch logarithmische Functionen dar- 
stellbar; die explicite Darstellung erfordert die Bestimmung der Ver- 
schwindungswerthe von q>(x); an Stelle der logarithmischen Function 
können auch die cyclometrischen eingeführt werden. 

Beispiel: ^ = ^^?^p^^ . 

Setzt man a; = — 1 + A, so wird 

-»(— l+fe) _ 27- 18ft+21fe» — llfe3 + 2^< _ Q -L 9J.2 -L V 



^ (a;) _ 3 , 2 , 



f 



q>{x) (x + iy ' (a;+l) ^ {a?~2)»' 



114. Auch in dem zuletzt behandelten allgemeinen Falle ist es 
möglich; das Auftreten complexer Grossen in dem Schlussresultate zu 
umgehen, wenn die Coefficienten von (p und ^ zwar reell sind, jedoch 
die Wurzeln von (p complex werden; es sind wiederum die zu conjugirt 
imaginären Wurzeln gehörigen Partialbrüche zu vereinen. Man geht 
hierbei direct von dem Satze aus: Ist 

so lässt sich nur auf eine einzige Weise die Zerlegung: 

flf^x) ^_ PqX+Qq . iffjjx) 

ausführen, in welcher P und Q reelle Constante bedeuten. 
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Es muss 

t{x) = {P,x + Q,)g>, (x) + i;,(x) [(x - ay + ß^] 
werden, d. h. 

p.c. ± .7» + «. -^fe±f ■ 

Demnach wird: 

fix) _ PqX+Qo , PjX+Qi , _ , Px-^i^+Qx ^i , xM . 

(Pix) ((aj_a)*+j5«)^ "^ {{x-ay+ß^f-^ "^ [x-a)+ß^ ^ 9,(aj) 

Ein Int^ral von der Form: 
besteht aus den Theilen: 
Das erste derselben hat den Werth: 

J {(x-^ay+ß»y 2 X-2 • ((^_a)2+p2)^i • 

Das zweite Integral verwandele man durch die Substitution 
(x — a) = y iu: 



r dx ^ r dy 



Da nun: 

a r y 1 ^ ^y_ 2a - n ^'^^ 

L(y' + ß«/"* J (2/» + P*/"' {y'+ ß'f 

= _ (2A ~ 3) ^^, + (2A — 2)j82— ^2/ 

so gewinnt man die Formel: 

IV r ^^ = ^ y , 2^-3 r dy 

J iy^+ß*)^ ß' (2^-2) (j/«+ß*/-' "^ ^«(2^-2) J (y« + p«/-l 

Die successive Andeutung dieser Becursionsformel also: 

/ dy ^^ 1 y , 2i--5 r_ dy 



'.+ j5«)^~^ 



u. s. w. 



führt die Entwickelung des vorgelegten Integrals auf algebraische 
Functionen und auf das Integral: 



2urück. 



/S^p-j-'^f + o. 
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Beispiel: 

r x+l , _ r xdx , C dx 

■l 1 |i X |tf X t ö I I /-« 



116. Das Integral: 



f'- 

J x' 



dx i^\ 



n I jai 



oT + e' 



i = j/— 1, m — l<n, — ^^^^ + ^* 

Die w Wurzeln des Nenners sind complex und sämmtlich von ein- 
ander verschieden. 

:c « y^^ = e' ^'^^^^^ = cos (fH^H^^llf ) + ,• «j« (M:(?|+l) ?) 

Ä = 0, 1, 2, ... n — 1. 
Demnach wird der constante Zähler eines Partialbruches: 

1 i(m^n) ^' ^ ^ 1 (2*+l)— - 

also : 

J x^' + e"* (i_^)a<jf=^ \ / ^ 

Trennt man den Logarithmus der complexen Grosse in seinen reellen 
und imaginären Bestandtheil {x reell gedacht), so folgt 



/ 



a^-Ux ^ *~^' ,..^u'!^ 



1 ^^^-''''^C^^ + ^eO + c. 



wobei (§. 74): 

p, = i- ;(x^ - 2x cos «+(^^+0' ^ i) 



. a+(2X;+l)5r 
Bin l:! l ' 



«* - -<« ^TRSITTF 



COS — ^— i : — X 

n 



(die Vielfachen von Jti können zur Constante gezogen werden). 

Es soll das bestimmte Integral zwischen den Grenzen Null und oo 
ermittelt werden, wenn alle Wurzeln des Nenners complex oder nega- 
tiv sind, also — ä < a < + ä. Zu dem Zwecke hat man die Werthe 



*) Ell 1er: Inst, calcüli integr. Vol. I. Cap. I. §. 77—80. Cap. VIII. §. 351-356. 
Dirichlet: Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integp*ale. Bearbeitet 
von Meyer. Leipzig 1871. §. 27. 
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von Pk und Qk an den Grenzen Null und oo zu bestimmen ^ doch 
müssen in dem ganzen Verlaufe von x = bis a; = cx) P* und Qk 
stetig bleiben. 

Der Werth jedes P an der Stelle ä: = ist Null, er wächst mit 
wachsenden Werthen von x continuirlich. Zerlegt man aber, da 

n 

(a+2(Ä;— l)jr 
1 s^^ ) 

und vereinigt alle mit -tI{oc^) multiplicirten Glieder in der Summe, so 
liefern dieselben den Werth 

yZ(a;') >e « =_ i(a:2) ______ g n = Q; 

diese Formel ist nicht mehr giltig, wenn m = n ist. Alsdann wird 
das Integral mit unendlichen Grenzen nicht mehr endlich; wir führen 
also die Voraussetzung ein , dass m höchstens gleich n — 1 ist. 

Es kommen nunmehr die zweiten Theile von Fk bei der Summen- 
bildung allein in Betracht, und diese convergiren für a;«=»co nach Null, 

Zur Bestimmung des Werthes Q^ bemerke man, dass 

für alle Werthe von ifc = 0, 1 ... n — 1, weil a < n angenommen 
wurde. Für a; = ist Qk = arctg (tang ^); es möge gleich ^ gesetzt 
werden, in welchem Quadranten dieses auch liegen mag. 

Liegt IL im ersten Quadranten (cos ft > 0, sin ft > 0), so wächst 
mit wachsenden Werthen von x der arctg, wird für x = cos ^ gleich 

+ Y, für grössere Werthe von x wird das Argument negativ, für 

ä: = cx) ist ^i = n. 

Liegt ^ im zweiten Quadranten (cos ^ < 0, sin ft > 0), so bleibt 
das Argument durchweg negativ,, f ür o? = oo ist Qk = n. 

Liegt fi im dritten Quadranten (cos ^ < 0, sin ft < 0), so bleibt 
das Argument durchweg positiv, für x = <x> ist Qk = ^r. 

Liegt IL im vierten Quadranten (cos ^ > 0, sin ^ < 0), so nimmt 
mit wachsenden Werthen von x die Function arctang ab, wird für 

27«= cos ^ gleich J^, für grössere Werthe von x kleiner als -^, für 

o; iCB CO gleich n. Demnach ist: 

■ 
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Die Summation wird folgendermassen ausgefährt: es ist ffir jedes 
A < 2ä 



*r=n — 1 *=n-l 



^0 «^' — 1 kH (c^^ — 1)« 




Die zweite Formel ergiebt sich durch Differentiation der ersten nach A. 
Für 



folgt: 



. 2mn 

n 



*=«— 1 *=«— 1 j^^i 




-- " = o^^. =0, 2^ike " = ^-^^ 

e « — 1 e « ~1 2*8in — 

Demnach wird: 

00 

x^ ^ dx 2n%e » '^j — - — « e ^ n/ / ^ a 

-— — TT«* —. , >^,*ß «« — • (m < n). 

^ i^ ^* *^ *=o sin — 

n 

Substitw'rt man in dieser Formel statt o(^ und bezeichnet man den 
echten rationalen Bruch— mit a, so erhält man die für die Theorie 

der bestimmten Integrale wichtige Fundamentalformel: 

00 
l'^-j'^JL^ e<«-i)«« *) — ;r < « < + jr. 

J z-Le*"* »man ^ -^ -. -p 



u 



116. Auf die Form eines rationalen Integrals wird ein Ausdruck 
von der Form: 



ß 



in welchem a, fe . . . Z rationale Brüche, das Functionszeichen f eine 
rationale algebraische Verbindung der angegebenen Grössen bezeichnen 
durch eine einfache Substitution gebracht**). Nennt man m das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache der Nenner von a, h . , . l und setzt 

rc = jg«, dx=^ m^-^d0j 
so wird: 

ff{x^, afi^ . . . cc^)dx^ ml fiz^"^, ^'% . . . ^''») 0^-'^d0 
das Integral einer rationalen Function. 



*) Weitere Folgerangen aus dieser Formel sind in §. 159 gegeben. 
**) Ealer: Inst. calc. integ. Gap. I. §. 27. 
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Beispiel: 

= — -j-«^+y0' + «8 — 1-«*+2«3_6« + 6arctg« + C. 



und durch Substitution für z: 

— i^-^ — j-^ — dx= — -rxyx -\--z-xyx -\- X — - yx^ + 

+ 2/« — 6^^+ 6 arctg ^« + C. 



/ 
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Das Integral der expliciten irrationalen Functionen. 

117. Die za integrirende Function heisst eine explicite irrationale, 
wenn sie ausser ganzen oder gebrochenen Potenzen der Variabelen x 
(siehe den vorigen Paragraph) Polynome in x enthält, welche selbst 
mit gebrochenen Exponenten behaftet sind. Als einfachster Fall dieser 
Art stellt sich das zweigliedrige lineare Polynom dar: 



f: 



f(x^ (a + bxy)dXy 



wobei p und q ganze relativ prime Zahlen bezeichnen sollen. Dieses 
Integral wird in ein rationales verwandelt durch die Substitution: 

a -\- bx = 09, hdx = q^^-^d^ , 



also 



ß{x, (a + hx)i)dx = ^Jf(^-^, zp)gfi-^dz. 



Als allgemeines binomisches Integral bezeichnet man ein Inte- 
gral von der Form: 



/ir"*-i(a + Ix'^ydXy 



unter m, n, p beliebige rationale Brüche verstanden*). Die Zahlen 
m und n können aber ohne Einschränkung der Allgemeinheit stets als 
ganze Zahlen vorausgesetzt werden; denn sind sie Brüche, so setze 
man statt Xy jb?", unter v das kleinste gemeinschaftliche Vielfache ihrer 
Nenner verstanden. Auch kann man n stets positiv annehmen, anderen 
Falles schreibe man: 



*) Euler, a. a. 0. Cap. II. §. 103—124. 

Harnack, Differenlial- u. Integralrechnung. 14 
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Ist nun auch p eine ganze Zahl, so ist die Function ohne weiteres 
rational ; ist aber p gebrochen , so kann die Function in gewissen Päl- 
Jen auf die Form einer rationalen gebracht werden. Man substituire: 



so folgt: 



a + hx-^z, ^=[V]". ^^=6^[Sr]" ^^^ 



fn wi 



Ist— eine glänze Zahl, so verwandelt sich der erste Auldruck durch 

die Substitution je? = ^ in einen rationalen, wobei q den Nenner des 
Bruches p bedeutet. 

Ist^j-I eine ganze Zahl, so verwandelt sich der zweite 

Ausdruck in einen rationalen durch die Substitution: 

h ^• 

118. Lässt sich nun auch das binomische Integral nur unter die- 
sen bestimmten Bedingungen durch explicite irrationale algebraische 
Functionen und durch logarithmische darstellen*) , so kann doch in 
allen Fällen seine Integration auf die Integration gewisser einfacher 
Formen reducirt werden. 

Man betrachte das DifiFerential af*"~^(a + hxl^Ydx als Product von: 

l(5l . („ ^ ^^y oder auch : '^^^t^lT' ' «™-, 
80 wird nach dem Verfahren der theil weisen Integration: 
I. faf»-^Ca + hx'Ydx = ''"'i± +^<'">'' _ *|?^ A?n+«-»(o-|-&a;")''-*da;, 

Diese Formeln kann man so abändern, dass in den Integralen der 
rechten Seite immer nur der eine der Exponenten geändert erscheint. 
In der Gleichung I. schreibe man: 

in der Gleichung 11.: 



*) Tschebychef, Sur rintdgration de differentielles irrationnelles. Liouville 
Journal T. XVIII. 1853. 
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und vereinige jedesmal das Integral der rechten Seite mit dem ihm 
gleichen der linken; es wird: 

III. ßrn-^(a + bx^)Pdx=''^^+^J^^ 

IV. J a:-> (a + h af^)P dx = ^^^^^^^^ 

Die Formeln III. und IV. vermindern also die Exponenten n und 
m um die Grössen 1 und n. Die Formeln lassen sich auch so be- 
trachten, dass sie die rechts stehenden Integrale auf die links stehen- 
den zurückführen. Um eine einheitliche Formulirung zu gewinnen, 
löse man die Gleichung nach den rechts stehenden Integralen auf, 
nachdem man zuvor in III. statt p—l den Werth jp, und in IV. 
statt m — w den Werth m geschrieben, so ergiebt sich: 

V. fx-^-'{a + hx^)Pdx^ ~^-tSv^ + 

^m+n{p+^) f^m^^a + bx-)P'^^dx, 

VI. / x^'^^ (a+bx^'^P dx «== — ^^— ^ — 

Die vorstehenden .Reductionsformeln werden unbrauchbar, wenn 
die in den Nennern stehenden Grössen verschwinden; in allen diesen 
Fällen wird aber das Integral durch die früher angegebeneu Substitu- 
tionen rational; bemerkenswerth sind hierbei nur die Fälle m = und 
np -(- w = 0; es wird : 

\a + bx'' J' 

Die Formeln IV. und VI. lehren, dass das binomische Integral 
durch algebraische Functionen ausgedrückt werden kann und durch ein 
Integral, in welchem der Exponent m von x zwischen Null und n ge- 
legen ist, das Verhaltniss - also zwischen Null und 1. 

Die Formen III. und V. zeigen,, dass das binomische Integral 
durch algebraische Functionen ausgedrückt wird, und durch ein Integral, 

14* 



n 
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in "welchem der Exponent p ebenfalls ein positiver Bruch zwischen 
Null und 1 ist. 

Wird schliesslich — nicht gleich Null oder ergänzen sich beide Brüche 

und jp nicht zu eins, so wird der Werth des Integrals nur durch eine un- 
endliche ^eihe ausgedrückt ^ indem man das Binom der zu integriren- 
den Function in eine Potenzreihe entwickelt, und alsdann das Integral 
dieser mit a;'^~^ multiplicirten Reihe bildet (Cap. 4). 

119. Die nächstfolgende Gruppe irrationaler Functionen bilden 
diejenigen, in welchen die Quadratwurzel aus einem Polynom zweiten 
Grades auftritt*): 

unter F eine rationale Verbindung der Grössen x und B verstanden. 
Das Vorzeichen von }/lt ist, wenn nicht das — Zeichen vorgesetzt 
wird, positiv zu nehmen. Geordnet nach seinem rationalen und irratio- 
nalen Theile wird 

6r, Hy 6r, , H^ bedeuten ganze rationale Functionen. Macht man den 

Nenner dieses Quotienten durch Multiplication mit Gi{x) — H^(x)}/R 
rational, so wird: 

F(x, }/R) = 9(a;) + ^(a;)/S. 

q> und ^ bezeichnen rationale Functionen. Wir haben uns im folgen- 
den nur mit dem irrationalen Theile zu beschäftigen, dem man die 
Form geben kann: 

f{x)^ ^n. vj[_ . y ^na?* ■ 'V_?«_ _! 

denn die rationale Function f(x) zerfällt in eine ganze Function und 
in eine echt gebrochene, die in Partialbrüche zerlegt werden kann. 

Das Integral i ^^^=- wird durch eine Recursionsformel auf alge- 
braische Functionen und auf das Integral: l— gebracht. Es ist: 

d[Är»-i j/a + 2bx + cx^'] = 
= Un - l)x^^ya + 2bx + cx^+ x'^'-'ih+cx) 1 ^^ 

= I (n— l)a?"~'^(a-H2&a?+ca;«) , x^^{b+cx) 1 , 
""L VB "^ Vb J ^^ 



■^ > 



•) Euler a. a. 0. Cap. II. §. 88—93. 
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also durch Integration: 

I. ..-. . VR - (»-1)«/^;"' + <^»- ')'/'-w'+»«/Tf ■ 

Setzt man in diesei^Formel für n nach einander dieWerthe 1, 2, 3 ..., 
so folgt: 

/ a^dx X / ü 8^ r xdx a^ Cdx 
yb ~Tcy^ 2cj yb ^^Jym 

^ \2c 2c«/'' \2c« ^c/Jyb^ 

/^dx^ ?! t/ » __ ^ C x^dx 2a rdx 
Yb "" ^c^ ^cj Yb »cJ yb 

'^ \3c 6c« ' 6c5 / \'2c^ "^^^'JYB 

Allgemein: 



v=:n 



Die Coefficienten a^ und /3 werden aus Recursionsformeln bestimmt, 
die man aufs neue durch Differentiation dieser Gleichung herleiten 
kann : 



v=n v=n 



oder nach Multiplication beider Seiten mit ]/jB, geordnet nach a, b, c: 
a:» = c ^ ay(w -— v + 1) ii;«-''+i + * ^ ^"(^^ — 2v + 1)^;'*-'' + 

Hieraus entnimmt man durch Coefficientenvergleichung die Relationen: 

1 = ca,*», = ca^in — 1) + 'ba^i^n — 1), 

= ca^[n — 2) + ha^i^n — 3) + ««iC^ — 1), 
allgemein : 

jyy == ccLy (w — 1/+ 1) + 6ar-i(2w — 21/+3) + aa»u_2(w— 1/+2), 

Bemerkung: Ist 6 = 0, also R ^= a -\- cx^^ so verschwindet in 
der Recursionsformel für a„ das mittlere Glied; dem zufolge wird 
«2» «4 ... überhaupt jedes a mit geradem Index gleich Null. Ferner 
wird: 
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= ca2m+i (w — 2m) + ö^«2m-i (w — 2 m + 1) 



also: 



1 a(n— 1) a«(w — l)(w — 3) 



i cm' 3 c«n(«— 2)' ^ c3w(n-2)(w— 4) ' 

« = (-_ l^m . a^(n -l)(n-3) ...t^-2m+ l) 

Ist n UDgerade, so wird ß gleich Null; ist aber n gerade, so wird, 
indem luan die gerade Zahl n mit 2p bezeichnet: 

, ^ ^ C^2p(2i?--2)(-2p-4)...4.2 

Im ersten Falle reducirt sich das Integral 






auf algebraische Functionen allein; im zweiten auf algebraische Func- 
tionen und auf den Theil 

dx 



i'fn 



120. Dem Integral f-^ 

J Va 



+ cx^ 
dx 



+2&a?+ca;* 

kann stets die Form eines rationalen Integrales gegeben werden. Bei 
reellen Werthen der Coefficienten a, 6, c unterscheidet man die Fälle, 
ob c > oder < 0, und sucht jedesmal die Integralfunction wo möglich 
vermittelst reeller Grössen allein darzustellen. 

1) Ist c > 0, so substituire man: }/a + 2bx + cx^ = 0^ x^c 



X = 



a ^-g _ {z'^+a)yc+Uz 



^zVc-^-l) ' 2(£(Kc+6) 

und es sind x sowohl wie y^R rational und eindeutig durch z ausge- 
drückt. Aus der Gleichung: a + 2hx = z^ — 20Xj/c folgt: 

hdx == gdz — d8X]/c — ädxYcf dx(b + zj/c\= dz(z — xj/c) 

, dx dz 

oder ri^ = ,7^ • 

VB b+zVc 

Es ist also: 

= -1- Z (6 + j/Bc + xc) + C. 

Fe 
2) Ist c < 0, aber a > 0, so substituire man: 

}/a + 2bx + ox^ =j/a+s}x 
2{zya—b) j-j\ Yä{c+z'^) — 'ihz dx 2dz 



D^s Integral der expliciten irrationalen Functionen. 215 

Also: 

Ist a < und sind die Wurzeln der.Gleichung a+26^+ca;^ = 
complex, also ac — 6*^ > 0, so ist B bei allen reellen Werthen von x 
negativ^ j/R also imaginär; in diesem Falle kann auch die Einführung 
imaginärer Constanten bei der Darstellung der Integralfunction nicht 
vermieden werden. 

Sind dagegen die beiden Wurzeln der Gleichung reell, a und /3, 

so ist für dieWerthe von x^ die zwischen a und ß gelegen sind, ]/B 
reell ; in diesem Falle kann man der Integralfunction eine reelle Form 
geben vermittelst der Substitutionen: 

3) R = a-\-bX'\-cx'^ =^ c{x — cc)(x — ß), }/B = {x—tt)z, folglich 

cß—az"^ / jS c{ß'~a)z dx 2dz 



^="4^, yü 



Es wird: 

TTT r dx ci r dz 2 r dz 2 X ^ 1 n 

= — ~ arcl« ~^= + C. 

V—e (X — tt)V—c 

Die angegebeneu Substitutionen dienen auch dazu, das Integral 

F{x, j/B) dx 



ß 



von vornherein in das Integral einer rationalen Function zu verwandeln. 
Bemerkung. Der Fall c = führt zurück auf das einfachste 
binomische Integral: es wird 



/- 



dx 



lj/a + 2bx + C. 



man 
formel : 



ya+2bx 

121. Um das Integral fy^zryj^ ^^ bestimmen, untersuche 

/dx 
,^- 5 für dasselbe gewinnt man eine Recursions- 
X yB 



Laj—U x' ^ x^-^Vit 

(it— l)(a-|-2 6a! +ca!') j , (.b+ex)dx 
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, r VB 1 (n-—l)adx (2n — 3) bdx _ (n — 2)cdx 

also : 

I C-^^ = — -— i— ^ __ (2n— 3)5 r äx (n— 2)c C _dx_ 

** J ic^Fie (n-l)a aj— 1 (n-l)a J a?"-^^^ in-l)aj x'^-^VR 

(wenn a ^ 0). 

Setzt man für n nach einander die Werthe 2, 3, 4 . . ., so reducirt sieh 

das Integral schliesslich auf die Form i-tf-. 

Die Formel wird verallgemeinert durch die Substitution x = e — q'^ 
es wird: 

B^A + 2Bz + C^2 = (« _ 26() + c()2) + 2(6 - c())^ + c;2?% 
also: c = C, 6 = i? + C^, a = ^ + 2£^ + (7^2, 

Man schreibe dann auf beiden Seiten statt der Zahlzeichen Ay B, C 
die Zahlzeichen a, &, c, statt ;s? u;, und der Kürze halber: 

a + 26p + CQ-' = /(p), 6 + cp = In?), c = |/"(9), 

SO ergiebt sich, unter der Voraussetzung , dass f{Q) von Null verschie- 
den ist: 

__ (n -2)r(g) r__A±— 

Daraus erkennt man , dass 



I 



vz=.n — 1 

dx 



ij r dx ^ y^ cc^vb , g r c 

J (x^q^VB ^1 {x-of-^ "^ ^J {X- 



Q)yB 

wird. Die Grossen cc^ und ß lassen sich aus Recursionsformeln be- 
rechnen, die man durch DiflFerentiation dieser Gleichung erhält: 

y= =n — 1 v=n — 1 

1^ __ (54- CO?) ^^ «V ^ü >^ (n— y)«y , ^ _ J 

also : 

1»==»-— 1 y= n— 1 

1 = (6 4- cic) ^«^ (a? —())»' — (a + 2 6 x+ca?2) ^(^ _ ^) ^^ (^ __ ^)v-i _^ 
oder, wenn x — q = :s gesetzt wird : 
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Geordnet nach den Coefficienten erhält die Gleichung die Form 

V = n — 1 v= =/»— -1 

1 = - f(Q) 2- (»» - ^) ''' '""' - ^'(p) 2 (»* - ^ - 1) «•'^'' - 

% 

r==n_--l 

Hieraus folgt: 

f{Q){n - 1) «, + 1 = 0, Ap) (« - 2) «2 + r(e) (n - |) «, == 0. 

Allgemein : 

(1/ = 3, 4, ... w — 1), 

/5 = Y r((>) ««-1 + Y r(^) ««-2. 

Bemerkung. Die in diesem §. entwickelten Formeln erleiden 
eine Abänderung, .wenn /"(p) = wird, also q zugleich eine Wurzel 
von a + 2hx + cx^ = ist. 

Multiplicirt man die Identität I mit /*((>), und setzt dann f^Q) = 0, 
so folgt: 

Q ^ \__ ^ Vn __ (2n-3)r(9) f ^^ _ _ 

(n^2)r(Q) r dx 

oder, wenn für n der Werth w + 1 gesetzt, wird: 

j. r dx_ ^ J^ Vb (n-1) f'io) r__dx____ 

' J (x^grVE (2w-i)r(9) ' (oj-^r (^w-o * t^J (oj-p)'»-^ ks " 

Demnach : 

iir. r((>)«o(»*"-|) + i = o, 

r(^)ö^r (^ — ^ - y) + i r((>) (n — 1/) or,^i = 0, 
oder: 

a =(— l>-i r/'^^(g)]' (n-l)n-2)...(n-y) 

" ^ ^ [r(p)]'^^ * (2n — l)(2n~3)...(2n— 2v-l)' 

In diesem Falle ist also das Integral durch algebraische Functionen 
allein darstellbar. 
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122. Zur Berechnung der Integrale: 

/dx 1 /* dx 

^ve "^ J (7-^)y^ 

dienen die in §. 120 angegebenen Substitutionen. Für die Darstellung 
des ersten Integrales ist von Wichtigkeit, ob a > oder < 0. 

Im ersten Falle (a > 0) benutze man die Substitution IL ; es wird 

J xVB J zVa-b Ya ^ ^ ^^ Va ^ « ^^ 

Setzt man in dieser Formel für x den Werth z — ^, so wird wie 
vorhin : 

JB = ^ + 2B0 + 6V = (a - 2bQ + cq^) + 2(6 ^cq)0-\- cz'', 

c^G, b==B + CQ, .a = Ä + 2BQ + CQ\ 

Schreibt man dann wieder auf beiden Seiten der Gleichung I. statt A, 
By C die Zahlen a, hy c, statt x und setzt: 

so folgt, die unter der Voraussetzung /"(p) > reelle Formel 

Im Falle, dass a < benutze man die Substitution 1); es wird 

II. I -——=2 I -= — = — = arctg -— i^+t'^'vT^ arctg — —=:. — f-C. 

Daraus ergiebt sich nach dem vorigen Verfahren: 

TT' r äx^ _ 2 yB+[x-Q) n , p 

Endlich hat man noch, wenn a < 0, c < 0, die Wurzeln der 
Gleichung a + 26ic + ^^^ = aber reell, und folglich von gleichem 
Zeichen sind, vermittelst der Substitution 3): 

TiT /*da? _g/ " dz J^r dz^ _^ 

•^^^- J xVR J cß--az^ = cßj ^^ a_ / z y 

2 zY^ 

oder 

/• dx 2 . t/'cc VB , p, 

Jrc^iJ VaßV-c ^r ß {x~a)V^c ' 

Auch diese Gleichung lässt sich nach dem bisherigen Verfahren ver- 
allgemeinern: es wird 
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unter a und /8 die Wurzeln der quadratischen Gleichung U = ver- 
standen. 

Anmerkung. Das Integral: / F(x, j/JJ) dx kann mit Zu- 

hülfenahme geometrischer Vorstellungen erörtert werden. Bezeichnet 

man den Werth: j/R = j/a -{- 2'bx -\- cx^ mit y, so stellt die Glei- 
chung: j/^ = a + 26a; + ca;^, bezogen auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem, eine Curve 2*®"* Ordnung dar; dieselbe ist eine Hyperbel, 
wenn c > 0, eine Ellipse wenn c < 0, (eine völlig imaginäre Curve, 
wenn zugleich ac — 6^ > 0), eine Parabel wenn c = 0. Die Abscissen- 
linie ist eine Hauptaxe, zu jedem Werthe von x gehören zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werthe von y, oder + j/S. 

Das Integral: f F{x, y) dx ist eindeutig auf die Curve bezogen, 

d. h. zu jedem Punkte derselben (reell oder complex) gehört ein Werth 
der zu integrirenden Function, denn durch den Punkt der Curve ist auch 
das Vorzeichen der Wurzel bestimmt. Die Untersuchungen haben gelehrt, 
dass ein solches längs eines Kegelschnittes erstrecktes Integral in ein 
rationales verwandelt werden kann, dass also die Coordinaten x^ y der auf 
dem Kegelschnitte gelegenen Punkte sich als rationale Functionen einer 
Variabelen z ausdrücken lassen. Setzt man umgekehrt diesen Satz, 
der sich aus der projectiven Geometrie der Kegelschnitte als Funda- 
mentalsatz ergiebt, voraus, so werden die Methoden zur Behandlung 
des irrationalen Integrales einfache Folgerungen und verlieren den 
Anschein einer künstlichen Substitution. So wird z. B. für die Hy- 
perbel y2 = a 4" 26 a; + c^^ (^ > 0) die Richtung der Asymptoten 
fixirt durch y^ — cx^ = 0. Construirt man nun ein System von Ge- 
raden, welches der einen Asymptote parallel ist, so hat man für dieses 

System die Gleichung y -\- xj/c==iSy unter eine Variabele verstanden. 
Jede dieser Geraden schneidet die Hyperbel nur noch in einem Punkte, 
der sich im Endlichen befindet (der andere Schnittpunkt ist stets der- 
selbe im Unendlichen gelegene) und die Coordinaten dieses einen 
Schnittpunktes sind als Functionen von z ausgedrückt: 

2{zyc + h)^ "^ 2izVc + h) 

Dies sind aber die Formeln der ersten Substitution im §. 120. Die 
beiden anderen Substitutionen daselbst werden durch analoge Betrach- 
tungen motivirt. Indem man das Strahlbüschel in einem beliebigen 
Punkte des Kegelschnittes betrachtet, erhält man alle möglichen Sub- 
stitutionen, durch welche das Integral rational wird. Das Studium der 
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algebraischen Integrale überhaupt gewinnt erst Zusammenhang und 
klare Anschaulichkeit durch die Geometrie der algebraischen Curven, 
was in den grundlegenden Arbeiten von Aronhold und Clebsch 
(Journal f. Math. Bd. 61. 63. 64) zuerst ausgeführt wurde. 

In Bezug auf das erledigte Problem ist noch zu bemerken: die 
beiden Fundamentalintegrale, auf welche jedes andere zurückgeführt 
wurde, waren: 

— und 1 7 r— (y^ = a + 2hx + cx'^). 

Betrachtet man eine der zur Lösung derselben aufgestellten Formeln, 
z. B.: 






VBf(^)-f(Q)-iriQ){x-Qy 



rdx 

J y 

so erkennt mau, dass die Integral function nicht unendlich wird an den 
Stellen y = 0. Diese Durchschnittspunkte mit der Abscissenaxe , (in 
denen die Taugenten des Kegelschnittes parallel der Ordinatenaxe sind), 
Verzweigungspunkte der Function y, sind für die Integralfunction nicht 
Unendlichkeitspunkte. Dagegen wird in der ersten das Argument des 
Logarithmus unendlich, wenn x unendlich gross wird. (Für die Hy- 
perbel sind dies zwei reelle, für die Ellipse zwei complexe Punkte.) 

In der zweiten Formel tritt für x ^== q ein Verschwinden des Ar- 
gumentes unter dem Logarithmus ein; dieser selbst wird also ebenfalls 
unendlich. Denn es ist: 



'(b + cx)y7{i) 



. ~0-L VE 2^^^]-^. 



X — Q 

X=Q X=g 

Das eine Fundamentalintegral ist logarithmisch unendlich an den beiden 
Punkten des Kegelschnittes, die auf der unendlich fernen Geraden ge- 
legen sind, das andere an den beiden Stellen auf der Geraden x= q. 
Dieser Zusammenhang zwischen den beiden Integralen wird evident, 
wenn man die Gleichung der unendlich fernen Geraden ebenso be- 
handeln kann, wie die jeder anderen Geraden, was am einfachsten 
vermittelst homogener Coordinaten geschieht. 

. Setzt man x = —. t/ = — » so ist a?, = die unendlich ferne 
Gerade. 



Es wird 



/dx iXgdXi — Xf dXi r dx Cc 
y ~J ^8«»' ' J ios-Q)y ~J 



x^dX j — Xjd x^ 

(,Xi--QX^)Xi 
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Die Gleichung des Kegelschnittes ist x^ = ax^ + 2bXiXr^ + cx^'^. 
Hieraus erkennt man, was bei der nicht homogenen Form verdeckt ist, 
dass das erste Integral nur eine specielle Form des zweiten ist, in- 
dem an Stelle der Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der Geraden 
Xi — p ^3 = 0, die Schnittpunkte mit der Geraden x^== treten. 
(Aronhold a. a. 0.) 

Ist f{Q) = 0, so sagt das aus, die Gerade x = q tangirt die Curve, 
denn es erhalten ihre beiden Schnittpunkte dieselben Coordinaten x = q, 
t/ = 0; dann wird aber 



fi 



dx 2 VE j^ p 



und an der Stelle x = q wird dieser algebraische Ausdruck: 

f— -?- ^ 1 = r 2_ b+cx i ^ r_ _J ] _ 

L riQ) ' x-Q j L f'iQ) ' YB \ L vm^~'^' 

Dasselbe tritt bei der Parabel ein in ihrem Schnitt mit der unendlich 
fernen Geraden. 

123. Aus dem unbestimmten Integrale lässt sich das bestimmte 
zwischen zwei Grenzen bilden, in deren Intervalle die Integralfunctipn 
stetig bleibt und nicht unendlich wird; so ist z. B. wenn p^> 1, nach 
Formel IIF in §. 122: 

j(x^Q)Vr^x^ L V7^^ y p+i «-1 J 

— 1 a?=:— I. 

Für x = — 1 verschwindet das Argument von arctg; wächst Xy so 
bekommt dasselbe continuirliche negative Werthe, für a; = -|- 1 wird 
der Werth — oo\ denn es ist 

Fr=^ ^ VT^ . Vx+x ^ r Vv+x i ^ _ 



der Factor l/ ^3^ ist positiv, also wird: 



x=l 



/i 



+1 , 

ax n 



{x-q)VT^^^ Vq^ — I 

Diese Schlussweise wäre nicht möglich , wenn p^ < 1 ; alsdann wird 
arctg im Intervalle unstetig; das Argument bekommt an der Stelle 
X =^ Q den Werth — i. 

124. Die nächstfolgende Classe expliciter irrationaler Integrale 

ist durch / F{x, j/R) dx gegeben, wobei B ein Polynom dritten oder 

vierten Grades in Xy J? = a + ^^ + crc^ + dx^ -}- eoc* (e kann auch 
gleich Null sein), F eine rationale Verbindung von x und yB be- 
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deatet. Denn ebenso wie es bei den bisherigen Betrachtungen im 
Grunde gleichgiltig war, ob unter der Quadratwurzel ein Polynom ersten 
oder zweiten Grades stand — in beiden Fällen konnte das Integral 
auf eine rationale Form gebracht werden — , so sind auch hier die 
Fälle dritten und vierten Grades gleichgeltend: die Integrale können 
in einander übergeführt werden, werden aber im allgemeinen keines- 
wegs mehr rational. Diese üeberführung wird durch die folgende 

Substitution geleistet: Setzt man a; = ä + -zrr~ = ^ + Ä; so geht: 

B = a -\' hc -{- cx^ + dx^ + ^^* = fXp^) 
über in 

m + Ä) = m + Ä r (fc) + 1! r qc) + ^, r ß) + f, ro^) > 

oder 



+ ^prw + i;rw] 



Bestimmt man nun Je so, dass f{k) ==0, d. h. dass k eine Wurzel der 
Gleichung jB = wird, so ist: 



A = lf'{k), B = Zmlf'Qc) + I Pf"{k), 

C = SmHf' (k) + m Pf" ß) + ^ T" (ä) , 

1) = mHf'ik) + I mHr'ik) + 1 mlT'Uc) + j^ Pr\k). 

Die Grössen l und m bleiben willkürlich. 

Unter der Quadratwurzel steht nur noch ein Polynom dritten 
Grades, und da x rational durch ausgedrückt ist, so geht 

JF{x, j/B) dxuher in /0(^, j/Z)d0, 

was behauptet wurde. Bezeichnet man die Wurzeln von i2 = mit 

a, ß^ y^ d und lässt man h mit a zusammenfallen, so sind die zugehörigen 

l l l 
Werthe von 0: 00, ^ m. m, -^ m. Dem einen 

Verschwindungswerthe von R entspricht also ein unendlich werdendes 
^] den übrigen Verschwind ungswerthen entsprechen die Wurzeln von 

Die Ermittelung des elliptischen Integrales:*) 



*) Auf Integrale dieser Form wurde man durch das geometrische Problem 
geführt, die Länge des Bogens einer Ellipse oder einer Hyperbel zwischen will- 
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fF{x, /B) dx B = a + hx + cx'^ + dx^ {e = 0) 

lässt sich zurückführen auf algebraisclie und logarithmische Functionen 
und auf drei Fundamentalintegrale: - 

/ dx r x dx / • dx 

Kl' JW J {x-g)yR' 

Geordnet nach seinem rationalen und irrationalen Theile wird (vergl. 
§. 119): 

9 und ^ bezeichnen rationale Functionen; das Integral von <p führt 
auf algebraische und logarithmische Ausdrücke; der zweite Theil liefert: 

f(x)B ^ ,, V _L ^ "V — — -4- V ^^ JL 

rS /^ Vii ^ VB '^ Zj (x^gfVB 

n=0 

Das Integral I ist vermittelst einer Recnrsionsformel redncirbar: 

fr XC ^ f JXl 

also durch Integration: 



+ c („ - .,/--9-' + ^ (« - i)/^ 



dx 



VB 
Setzt man für n nach einander die Werthe: 2, 3, 4 ... so wird: 

/ x'^dx 2 /^ 6_ /^^^ 2c rxdx 

/ aj^da; ^ ^p 2a /^rfrc 36 P xdx 4c P x^dx 
YB ~bd^V^ ^djy% bdj Yb ^dj J/e' 

kührlich gegebenen Endpunkten zu bestimmen. Der italienische Mathematiker 
Fagnano (1682—1766) (Produzioni matematiche, t. II. 1750) ermittelte zuerst mit 
Hülfe des Integrales geometrische Beziehungen zwischen den Bogen dieser Gurve, 
Beziehungen, für welche Euler (1761) („par une combinaison qu'on peut regarder 
comme fort heureuse^ quoique ces hasards n'arrivent qu'a ceux qui savent les faire 
naitre'* Legendr e) in dem Additionstheoreme den allgemeinen Grund aufdeckte 
(Inst. calc. integral. T. II. Cap. VI §.606—649). Euler erkannte, dass durch diese 
Integrale neue Functionen in die Analjsis eingeführt werden, so dass sich die 
Gruppe der transscendenten Functionen (der Logarithmus und die cy ciometrischen, 
und deren inverse : Exponentialfunction und die goniometrischen) in gesetzmässiger 
Weise erweitern lässt. Eine Theorie dieser neuen Transscendenten begründete 
Legen dre (1752—1833) durch sein Hauptwerk: Traitö des fonctions elliptiques 
et des integrales Eul^riennes 1825—26. 
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Allgemein wird: 

so dass die Zurückführung auf die zwei ersten Fundamentalintegrale 
geleistet ist. 

Setzt man in derselben Recursiousformel für w die Werthe Ü, 0, 

/dx 
X Y H 
durch die beiden ersten Fundamentalintegrale und durch das Integral 
dx 



darstellen. Um dieses in Evidenz zu setzen schreibe man statt 



JxVB 

n, — w + 3; es folgt: 



IT ^-ß ^ /^ i\ r ^^ T.( s\ r dx 



"(— ^)/54s-^("--l)/^ 



Für n === 2, 3 . . . ergiebt sich, falls nicht gerade a = ist : 

/ ' dx ^ ___ i_ ?^ &_ r dx , ^ rxdx 
x^VB ~ « « 2a J ^y^ "T" 2a J ^^ * 

^^YE 2a x^ ^aJx'^'VB 2<^J xVB ^<^ J Vb' 

Allgemein ist: 

Für den Fall, dass a = ist, wird, wie aus -der Recursionsformel II. 

— T^ durch die beiden ersten Fundamentalintegrale dar- 
X y M 

gestellt. 

Die Formel II. gestattet nach der bereits früher (§. 121) ange- 
wandten Methode eine Verallgemeinerung, indem man für x x — q, 
für a + 6a; + ca;^ + dx^ A + Bx + Cx^ -{- Dx^ schreibt, wobei 

b = B + 2qC+ 3q^D = f (^), 

wird. Denkt man sich dann für A, B, C, 2) die Zeichen a, 6, c, d ge- 
schrieben, so folgt: 
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- i r(rt (» - 2)/^,^ - 1 rw) (« - l)/^.p^- 

Nach dieser Formel wird: 



v=n — l 



ii T 



+ */-^^ (« ^ 2), 

d. h. es ist durch die drei FuDdamentialintegrale ausgedrückt 

/dx rjcdx_ r dx 
TW' J'VF' J-{x-9)rB' 

was behauptet wurde; man nennt dieselben die elliptischen Inte- 
grale erster, zweiter und dritter Gattung. 

Benutzt man die Substitution, welche dazu diente, Polynome vierten 
Grades unter der Quadratwurzel in ein Polynom dritten Grades zu 
verwandeln^ so kann man, indem man diese drei Integrale wieder um- 
gekehrt transformirt, das erhaltene Resultat auch so aussprechen : 

Jedes elliptische Integral / F{x^ j/B) dx, in welchei 

B=^ya -\- bx -^ cx^ + ^^^ + ^^* 

m 

ist; lässt sich darstellen durch drei Fundamentalintegrale 

VB ' J {x-a)VB ' J {x-q)VB 

und durch algebraische und logarithmische Functionen. 

In dem Integrale zweiter Gattung bedeutet a eine Wurzel von 
22=0. Statt der letzten beiden Integrale kann man auch die Integrale 

*x^dx 



im 



/xdx , Px^dx 



einführen, wie die Entwicklung einer der Formel III. analogen Re- 
ductionsformel lehrt. 

125« Es sollen nun noch auf Grund dieser Reductioneu die drei 
Normalintegrale aufgestellt werden, auf deren Berechnung Legendre 
das allgemeine elliptische Integral zurückgeführt hat. 

Es seien in dem Polynome J? == a + 6ä; + cx"^ + da? -j- ß^* die 
Coefficienten reell, so kann man, mögen die vier Wurzeln von JB=0, 
reell oder complex sein, stets vermittelst einer reellen linearen Sub- 
stitution in dem Polynome die ungeraden Potenzen zum Verschwinden 
bringen. 

Harnack, Differential- u. lutegralrechnung. 15 
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Die vier Wurzeln a, ß, y, d seien, falls sie reell sind, so benannt, 
dass a > /J > y > Ä; sind sie complex, so seien a und /8, y und d 
conjugirt. Man setze 

so ist: 

a+/3 = 2A, ccß^ii, y + d = 2Q, yd = a. 

Aus der Substitution: 

l+z 
folgt: 

wobei : 

A = q^ — 2kq + fi, Ä' = «^ — 2p2 + <?, 

B = 2(i)2 - A (jp + g) + fi), :B' = 2ipq ^^{p + q) + a), 

C = jp^ — 2A2) + fi, C" =i)2 _ 2qp + <y, 

p und q können stets so bestimmt werden, dass B und 5' verschwinden. 
Denn aus den Gleichungen: 

pq — ^(p + q) + ii = 0, pf—Q(p-^q)^a = 

folgt (falls A — Q nicht gleich ist): 

und weiter 

Da die Werthe jp + 2, jp^ reell sind, so werden auch die Werthe p 
und q einzeln reell sein, wenn (p — qY grösser als Null ist. 

Sind von den vier Wurzeln zwei reell, zwei imaginär, so sind 
A^ — II und Q^ — von verschiedenem Zeichen, demnach ist der Zähler 
positiv. 

Sind die vier Wurzeln reell, so entwickele man den Zähler: 

(."f + yo- i^±£Mä^+fi)* - 4 (,« _ ('4^)') (.ß - (ü±i)-) - 

_(.(, + ,«_ (!!±fi(L-M))« _ 1. ü, _ fl> („_ «,. 

Dieser Ausdruck ist in a und ß, y und d symmetrisch, und ver- 
schwindet für « = y; er enthält also den Factor (a — y) und folglich 
auch die Factoren (a — d), {ß — y), {ß — d). Da er vom vierten 
Grade ist, so besteht er aus diesen Factoren multiplicirt mit einem 
Zahlenfactor; und da das Glied «^ ^2 ^^f beiden Seiten mit dem Fac- 
tor 1 vorkommt, so ist dieser Zahlenfactor 1, also 
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(«|8+y*-^-^^±^-y-|(y-«)V-^)'=(«-y)(«-*)(^-j')(^-*). 

Dieses Product ist positiv, weil a > /3 > y > tf . 
Sind die vier Wurzeln complex, so sei: 

so wird: 

a — y = (A — p) + i («' — /) , a — d = {k -- q) + i (a + /), 

^ ~ y = (^ - 9) - i (« + /), ^ - # = (A ~ p) - i («' - /). 

Das Product ist also : [(k — gf + («' — /)2] [(A — p)^ + («' + y')^], 
d. h. ebenfalls positiv. 

Ist A = p, also: It = elx^ — 2Xx + fi] [a;^ — 2Aa; + a], und 
setzt man : a; = ;ef -f- A , so wird : 

j? = e [^2 ^ (^ — A2)] [^2 + (ö — A^)]. 

Durch die angenommene Substitution wird das reducirte elliptische 
Integral : 

JW ^"^ == ^-/■^(it¥)S' Z = U>>' + C){Az-^ + C'), 
wobei : 

Alle diese Grossen sind reell , wenn die Coefficienten in 22 reell sind. 
Entwickelt man die rationale Function Ff^^—] > so lassen sich 

die Glieder gerader und ungerader Ordnung im Zähler sowie im Nenner 
vereinigen : 

G,{z^) + zH,(z^)' 

Multiplicirt man Zähler und Nenner dieses Ausdrucks mit G^—zH^j 
so erhält man im Nenner nur gerade Potenzen und es wird: 

Vz~ Vz'^ Vz 

Das Integral des zweiten Gliedes verwandelt sich durch die Substitution 
j2f^ = ^ in ein Integral der Form : 

tp {t) dt 



rj 



V{At + C) (Ät + C) ' 

es wird also durch logarithmische und algebraische Functionen aus- 
gewerthet. 

Im Integrale des ersten Termes kann das Polynom Z. auf die Form 
gebracht werden: 

15* 



D 
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in welcher < Ä' < 1. Um dieses einzusehen, sehreibe man : 

Z = GG'(\ + ^- ;^2^ (^1 + ^ ^2\ = + y2 (1 + «2^2) (1 + ^2^2). 

Es sei «^ > /S^. (Diese Bezeichnungen a^y sind nicht mit der frühe- 
ren Bezeichnung der Wurzeln von J? zu verwechseln.) Je nach dem 
Vorzeichen ergeben sich nun 8 Fälle, indem man dabei solche Werthe 
von z und entsprechende für y betrachtet, bei welchen Z positiv bleibt, 
so dass die zu integrirende Function und die Integralfunction bei reellen 
Werthen der Variabelen reell sind. 

1) Z= + y« (1 + a^z^) (1 + /S'^') bleibt bei allen reellen Wer- 
then von z positiv. Man setze: 

y ^jj»— ^y 



az = -;=^-= -. a-dz =^ 



Kl — y* ' (1 — y«)* 

Wächst z von — oo bis 0, so wächst y von — 1 bis 0, wächst z von 
bis + oo, so wächst y von bis + 1; es wird: 

il = ^y j2 = «'~y . 

yz ay?/(l-.i/«)(l-Ä:«y«)' «' 

Die Quadratwurzeln haben in dieser Gleichung sowie in allen analogen 
Resultaten sub 2) bis 8) auf beiden Seiten dasselbe Vorzeichen. 

2) Z= + y2^i^^2^2j^l__|52^2j bleibt positiv, so lange ;2f zwischen 

— -j- und + -^ liegt. Man setze: 

Wächst z von — -^ bis 0, so lasse man y von bis + 1 wachsen 
(die Quadratwurzel in der Substitutionsformel hat das negative Zeichen), 
geht z von bis + -«-, so lasse man y von — 1 bis wachsen (die 
Quadratwurzel hat das positive Zeichen); es wird: 

VZ y ^«2 + ^ K(l — y«) (1 - k^'f) ' a« + p« * 

3) Z = + y^ (1 — a^jei^) (1 + /32jef2) bleibt positiv, so lange z zwischen 
und -| liegt. Man setze : 



az=^j/l — y^, adz =^ 



ydy 



y\ - yi 

Wächst z von bis 0, so wächst y von bis -j- I (die Quadratwurzel 

hat das negative Zeichen), geht z von bis -| , so wächst y von 

-- 1 bis (die Quadratwurzel ist positiv); es wird 



d^^ ___ ^ _ _ J2= _ßl_ 

VZ y Va^ + ß^ V(i - y«) (1 - ^V) ' «* + |3« 
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4) Z= + y^ (1 — «^;si')(l — ß'^z^) bleibt positiv, so lange z entweder 
zwischen und -1 oder zwischen +^X)und +-3-, — 00 und — 5- 

a ' a ' P p 

liegt. Man setze: az=^y, adz = dy im ersten Falle, ^— c=y, ^_=:^y 
im zweiten Falle, so wird ; 

5) Z = — y2 (1 ^ «2^2) (1 ^ ^2^2). in diesem Falle Ist Z für alle 
reellen Werthe von negativ; die Integralfunction vermittelst reeller 
Constanteii nicht darstellbar. Setzt man den Factor ]/ — 1 vor das 
Integral, so ist der Fall im übrigen auf den ersten gebracht. 

6) Z = - y2 (1 + cc'^0'^) (1 — ß'^0'^) bleibt positiv, für ;s? von — 00 

bis — -5- , und von + -^ bis + 00. Man setze : 
P P 



Wächst von — 00 bis — ^, so wächst y von — 1 bis (die Qua- 
dratwurzel ist negativ zu nehmen); wächst z von + -^ bis + ^^5 so 
wächst y von bis + 1 (ß^^ Quadratwurzel ist positiv). Es wird: 
dz _ 1 dy ^2 _ |3« 



VZ yV^^^ß^ Vii — 2/*) (1 — A;«!/«) ' a^ + ß^ 

1) Z= — f{\— a?z') (1 + ß'^z'^) bleibt positiv, für ;e? von — 00 
bis und von + bis + 00. Man setze: 



a ' a 



a0=^j^=^., adz = ^ ^ . , 
Vi-y^' (1-2/*)^ 

dz _ \ dy j5.2^ «* 



8) Z= — y'^(l — a^z'^) (1 - ^z'^) ist positiv, für ;5 von — -j 
bis und von -f- — bis + -3-. Man setze: 



^ t/i a* — |3^ 9 /> j a^ — ß^ — 2/<?2/ 



ß^ , 
-y^ 



Wächst 3 von -^ bis , so wächst y von bis + 1 (die Qua- 

dratwurzel ist negativ), wächst z von -j- -^ bis -| , so wächst. y 

von — 1 bis (die Quadratwurzel ist positiv). Es wird: 

dz dy 7 2 ^' ~' H" 

Vz'^ ßyyn~y^)\i~-l^)' ~' ''' 

Damit ist das Behauptete für alle Fälle bewiesen. Allen Werthen von 
:<y bei denen ]/ Z reell bleibt^ entsprechen die Werthe y* < 1. 



>(■ 



230 Drittes Buch. Drittes Capitel: §. 125. 

Beachtet man aber, dass alle angewandten Substitutionen in der 
Form enthalten sind: 

s + s^y*' 
so hat man das Resultat: Das elliptische Integral f^^=^ äz kann (bis 

auf constante Factoren) stets auf die Form gebracht werden: 

lii^*)^, r = (1 - f) (1 - ÄV), 

in welcher, falls Z reelle Coefficienten hat, h — der Modul des 
elliptischen Integrales — einen reellen positiven echten Bruch 
bedeutet. 

Setzt man, um die Reduction dieses Integrales auf die Legen- 
dre 'sehen Normalformen zu vollenden, 

so wird: 

r^/ ^ + ^iy' \jy _l/V/.^ dt 

Von diesem Integrale, in welchem das Polynom nur vom dritten 
Grade ist, wurde bewiesen (§. 124), dass es auf die Fundamentalforraen 

/'dl rtdt r dt 

yr JvT' J{t^9)VT 

gebracht werden kann; mithin lauten in y die Legendre'schen Nor- 
malintegrale : 
r äy r y^dy r dy _ 

J KU - y') (1 - ^'y') ' JVli- y') (i - k^y') ' J (y» -p)K(1 -y«) (i- fc'y«) ' 

oder wie Legendre, indem er sich auf die Untersuchung reeller Inte- 
^ gralwerthe zunächst beschränkte, nach Substitution von 

j/ = sin 9>, dy = cos q)dq) 
schrieb : 

ü ' Ü 



A 9> = ^1 — 1c^ sin <p^. 

Der Coefficient w = im dritten Integrale heisst der Para- 
meter des dritten Normalintegrales*). 

*) Eine von Weierstrass gegebene compendiösere Darstellung der Trans- 
formation auf die Normalform, wobei die Coefficienten einer gebrochenen linearen 
Substitution durch die Forderung bestimmt werden, dass den 4 Wurzeln von Ä=0 

die Werthe y = + l, dz-f entsprechen sollen, ist mitgetheilt von Schellbach: 

Die Lehre von den elliptischen Integralen und den Theta-Functionen , und Königs- 
b erger: Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Integrale. 
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Anmerkung. Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse 

folgt, wenn o; = a sin tp gesetzt wird {g) bedeutet die Anomalie ex 
centro gerechnet von der kleinen Axe), y ^^b cos tp, 

Cydc^~+df = Cd(p }/a^ cosg?-^ + V sin 9?^ «, « p^ j/l —Jc^ sin^^ 

Die Länge des Ellipsenbogens , der zu den Werthen und g) gehört, 
hängt also von der Berechnung des Integrals 

ab. 

Aus der Mittelpunktsgleichung der Hyperbel -^ — -|^ == 1, in 

welcher a die Länge der reellen Halbaxe bedeutet, folgt, wenn man 
^ ^ ^^ ^®*^*' y = 6 tg 9>, ^rf^2 + rfp == ^, / 6^ + a^ sm^K 

Um jedoch Integrale der früheren Form zu erhalten, führe man 
die Entfernung des Brennpunktes vom Mittelpunkte ein, c^ = a- + b\ 
und setze: 

y == _^_^=, tg qp, so wird a? = -^^— l/l — k'^ sinqp^ Jc^ = -ö-Vir»> 
also 

_ ^» / ^ dtp 

Ka^ + fty cosqp*A<p^ 



A 9 = ;/ 1 — Ä;** siny'^ . 

Das Integral, durch welches die Länge des Hyperbelbogens von 
g? = an gemessen wird, Y(9?), ist also direct gleich dem dritten 
Normalintegral TJitp), in welchem der Parameter n = — 1. Da aber 
hier n = — 1 ist, so kann dieses dritte Integral auf das zweite und 
erste gebracht werden (es ist dies ein Fall, wo der Verschwiudungs- 
werth Q der linearen Function mit einer Wurzel von Y = zusammen- 
fällt). Aus der Identität: 

j , jL 1 V Awdw k^ sinqp^ d w 

d (A<jp . tang q>) = -^ ^-^ 



folgt 



^ ' COSqp'A^ "• A9 Aqp 



Y (9) = ya^ + 6MA <P tang 9) - y^^^ F{tp) + ^^ Z{cp) 
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oder auch 



Y(<3p) == j/a^ + b'^ (A(p tang (p)+ -^- F{q>) ^ Va^ + 6^ e{^). 

üer erste Term hat eine einfache geometrische Bedeutung. Er 
ist gleich der Lauge auf der Tangente in dem zu tp gehörigen Curven- 
punkte, diese Länge gemessen vom Curvenpunkte bis zum Fusspunkte 
des vom Centrum gefällten Lothes*). 

126. Die elliptischen Integrale der drei Gattungen oder auch 
die drei Legendre 'sehen Normalintegrale werden durch Reihenent- 
wickelungen ausgeführt, indem man die zu integrirende Function in 
eine Potenzreihe verwandelt und das Integral dieser unendlichen Reihe 
bildet. Diese Methode erfordert aber zunächst einige allgemeine Unter- 
suchungen. 

Viertes CapiteL 

Ueber gleichmässige Convergenz, Differentiation und Integration 

einer unendlichen Beihe. 

127. Bei den allgemeinen Sätzen über Poteuzreihen (§. 44 IV) 
wurde bereits darauf hingewiesen, dass sich der Nachweis der Stetig- 
keit einer durch eine Potenzreihe dargestellten Function sowie die 
Regel für die Differentiation derselben auf eine bestimmte Eigenschaft 
dieser Reihen stützt, nämlich auf ihre gleichmässige Convergenz. 

Dieser Begriff soll nun im folgenden bei einer beliebigen unend- 
lichen Reihe, welche für ein reelles Intervall couvergirt, näher er- 
örtert werden. 

Es sei die unendliche Reihe 

/i(^) + A(^) + AC^) + • • . fn{00) + fn+lix) + . . . 

convergent im Intervalle von a bis 6; ihre Summe werde mit F {x) 
bezeichnet. Die Functionen fn{oo)y welche nach irgend einem Gesetze 
unbeschränkt fortgesetzt werden können, seien alle, wie viele man 
auch bilden mag, stetige Functionen in diesem Intervalle. Diese 
Voraussetzung ist bei allen folgenden Sätzen festzuhalten. 

Die Convergenz der unendlichen Reihe erfordert, dass zu jeder 
noch so kleinen Zahl d eine Stelle n gefunden werden kann, von der 
ab säramtliche Reste: 

-R» = fn{x) + fn+l{x) + • • • ; -^«-^1 = fn+l{x) + fn-\.2 + • • • ; 

ün-i-k = fn+k{O0) + . . . 

ihrem Ijetrage nach kleiner bleiben als ö (§. 39). 

Die imcndlicltc Ticilie heisd in dem (janzen Intncalle ausnahmslos 
f/Jeichifo'issig conrertjentj wenn dicae-a Kriteriiin* der Comcrfjcnz für jedes 

*j Legeuclro: 'i'raitc de;- tbnctiong olliptiques piig. 10. 
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d, während x alle Werthe von a bisb durchläuft , durch dasselbe n er- 
füllt wird; für n hat man erst dann einen anderen Werth zu nehmen, 
wenn ein anderes ä gegeben ist*). 

Ein ausreichendes (nicht nothwendiges) Kriterium gleichmäs- 
siger Convergenz liefert der Satz : Convergirt die Reihe aus den nume- 
risch grössten Werthen, welche die Glieder der unendlichen Reihe in 
dem Intervalle von a bis b erhalten, so ist die Reihe für alle Werthe 
von X gleichmässig convergent. 

Denn alsdann giebt die Zahl n von der ab die Reste P», Pn+i • . . 
der neu gebildeten Reihe kleiner als d bleiben, auch für jedes x die 
erforderliche Stelle an. 

Beispiel: 

sin X ßin Sx . sin 6x sin 7x j^ 

ist für alle Werthe von x gleichmässig convergent, weil 

^2 1^ 32 1^ 52 1^ 72 T^ • • • 

convergirt (§. 47, Anmerk.). 

Für eine Reihe, deren Glieder in einem Intervalle altemiren, d. h. 
abwechselnde Zeichen haben, genügt auch das Kriterium: Die Reihe 
convergirt gleichmässig, wenn sich zu jeder Zahl d eine Stelle n aus- 
findig machen lässt, von der ab für jeden Werth von x die nume- 
rischen Werthe der Glieder fn{x) abnehmen und kleiner bleiben als d. 
Denn setzt man: 

-R«(^) = fn{^) — fn-\.l{x) + fn+2{0(i) — A+3(^) + • • • ; 

wobei die Grössen /"sämmtlich positiv sind, so ist U« (^) grösser als 0, 
aber kleiner als fn{^)} weil 

Unix) = [fn{x) — /;+l(^)] + [/»+2W — /n+3(ir)] + • • • ; 

Iin{O0) = fn (X) — [fn+l{x) — /*n+2(^)] — [A+sC^) — fn^{oo)] — . . . 

128, Ist eine unendliche Eeihe in der Umgebung einer Stelle ihres 
ConvergeiizintervaUes gleichmässig convergent, so stellt die unendliche Reihe 
eine an dieser Stelle stetige Function dar. 

Bezeichnet man die Summe der n — 1 ersten Glieder der Reihe 
mit 2:{x), so ist F{x) = Z{x) + Rn{x), 

Da die Reihe in der Umgebung von x gleichmässig convergiren 
soll, so kann ein n gefunden werden, so dass für jeden Werth von 

X bis x + h ^hs Bn(x) kleiner bleibt als -7^, unter ö eine beliebig 

kleine gegebene Zahl verstanden. Demnach wird, da 

*} Heine, Ueber trigoiioraetrische Reihen. Crelle's Journal Btl. 71. 
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abs [F(x±h) - F{x)] = a.hs[S{x±h) — 2:(x) + Bn{x±h) — B,(«)] 
ist, 

abs [F{x ±h)- F{x)] < abs [2:{x ±h) — 2;(a;)] + ^ • 

Da die Functionen f stetig sind und 2 eine Summe von endlicher 
Gliederzahl bedeutet; so kann man h stets so klein aber noch endlich 
wählen, dass 

wird ; mithin lässt sich zu jedem d ein h ausfindig machen, für welches 

abs [F(x ±h) — F(x)] < 8 

bleibt. Das Kriterium der Stetigkeit ist sonach erfüllt. 

Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden: Ist die 
durch die Reihe dargestellte Function an einer Stelle discontinuirlich, 
so muss die Reihe in der Umgebung dieser Stelle ungleichmässig cou- 
vergiren. 

Aus dem Satze folgt: Convergirt die Reihe in ihrem Convergenz- 
intervalle ausnahmslos gleichmässig, so stellt sie eine in demselben 
Intervalle durchweg stetige Function dar. 

Die vorstehenden Sätze lassen sich nur unter einer gewissen Vor- 
aussetzung umkehren. 

Stellt die unendliche Reihe an einer Stelle eine stetige Function 
dar, so gehört zu jeder Stelle x ein endlicher Werth w, so dass JK« 

und alle folgenden Reste kleiner sind als — ; ferner lässt sich ein 

Ä -Werth angeben, für welchen 

abs [F{x± h) — F(x)] < 4- "ud ebenso abs [2:(x + h) — 2:(x)] < -*- • 

Demnach folgt aus der Gleichung: 

F{x + Ä) - F{x) = 2:{x ±k)-- 2{x) + Rn{X±h)-' Rn{x) 

dass auch 

abs [Rn{x + h)] < S. 

Hieraus folgt aber nicht , dass alle folgenden Reste im Intervalle + h 
kleiner bleiben als d. Nur dann wird dieses sicher der Fall sein, wenn 
alle Glieder im Intervalle x his x + h dasselbe Zeichen haben, weil 
alsdann die Beträge der Reste eine abnehmende Reihe bilden. Sonach 
lautet der Satz: 

Lässt sich in der Umgebung einer Stelle ein endlicher Werth n 
angeben, von dem ab sämmtliche Glieder der Reihe im Intervalle das- 
selbe Zeichen behalten, so folgt aus der Stetigkeit der Reihe an dieser 
Stelle auch ihre gleichmässige Convergenz; oder auch: Convergirt eine 
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uDendliche Reihe in der Umgebung einer Stelle unbedingt, so folgt aus 
der Stetigkeit an dieser Stelle auch die gleichmässige Con vergenz *). 

139. Es ist nun zweitens zu untersuchen^ unter welcher Bedin- 
gung der Dififerentialquotient einer unendlichen Reihe durch die aus 
den Ableitungen der einzelnen Glieder gebildete Reihe dargestellt wird. 
Ich nehme dabei an^ dass sämmtliche Functionen f{x) differenzirbar und 
dass ihre Ableitungen selbst stetig sind. Damit die unendliche Reihe 

/i' (^) + /i'w + fzi.x) + ...f:{x) + ... 

überhaupt convergire^ muss nothwendig 

Lim fn (x) = für n = oo 
werden**). 

Diese Voraussetzung muss für das folgende festgehalten werden. 

Beispiel. Die unendliche Reihe: 

sin 2a; , sin 3a; sin 4a; , 

sm X 2 1 8 4 r • • • 

stellt, wie in der Theorie der trigonometrischen Reihen gelehrt wird, 
für — 7t <, X <^ -\- 7C den Werth —x dar; also eine Function, deren 



''') Dass in der That die Stetigkeit einer conyergenteu Beihe für sich allein 
noch keine hinreichende Bedingung gleichm'ässiger Convergenz ist^ lässt sich 
durch Beispiele von stetigen aber ungleichmässigen convergenten Beiben, wie sie 
neuerdings von Du-Bois Beymond, Darbouz und Cantor gebildet worden sind, 
darthun. Ein von Cantor gegebenes Beispiel lautet: Die unendliche Beihe, deren 
allgemeines Glied ist: 

in\^) — ,j*a:«+ 1 (w+l)«a;« + l 

convergirt, denn es ist Ä_ = -k—t-t—i für w = oo Null, und die Summe der Beihe 

* w* o; -j- 1 

ist die stetige Function: 



♦ 

In der Umgebung der Stelle o; «» o convergirt diese Beihe ungleich massig; denn 

die Function B^(x) besitzt für o; = + — einen Maximal werth gleich -f- — • Es 

'* — fi — 2 

lässt sich also kein noch so kleines Intervall bei Null angeben , in welchem die Be- 
träge aller Beste von einer Stelle ab kleiner als eine beliebig kleine Zahl bleiben. 

**) Lim /"„'(o") bedeutet, dass zuerst /j,'(^) gebildet und dann n =« oo gesetzt 
wird. Es ist dies wohl zu unterscheiden von 

dUmf^(x) 

dx 

wobei zuerst n s= oo « sodann die Ableitung genommen wird. 

sin VtSR 

Ist /j, {x) =» , so wird Lim f^{x)=»lAm cos nx völlig unbestimmt, während 

,T. sin wo; 
d Lim 

SS ist. 

ax 
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Ableitung — ist. Aber dieser Werth wird nicht durch die Reihe ge- 

liefert, welche durch Differentiation der einzelnen Glieder erhalten wird: 

cos X — cos 2x + cos ?tx — cos 4a; + • • • > 

da diese Reihe überhaupt nicht convergirt, sondern völlig unbestimmt 
ist, weil Lim f^{x) =. + Lim cos nx für w = cx> alle möglichen Werthe 
zwischen — 1 und -{- 1 annimmt. 

Um den Diflferentialquotienten der Function F{x) zu bestimmen 
an einer Stelle, wo F{x) stetig ist, bilde man zunächst den Differenzen- 
quotienten : 

Ax Ax ' Ax 

Bei einem noch so kleinen aber endlichen Werthe Ax hat dieser in 
Ax stetige Ausdruck einen endlichen bestimmten Werth; man kann 
demselben die Form geben: 

2) ^(^+^j-^ (^ ==.f^x^ +eAx)+ U {x-^QAx) + ... A_i {x + QAx) 

BJx + Ax)--BJ x) 
"*" Ax 

Lässt man nun Ax nach Null convergiren und bezeichnet Bn{x) den 
Differentialquotienten der Restfunction Bn{x), so folgt: 

3) F\x) = f^ix) + f^{x) + . . . A_i(^) + Bn{xy 

Ist nun der Rest der ursprünglichen Reihe so beschaffen , dass sich zu 
jeder noch so kleinen Zahl d eine Stelle n angeben lässt, von der ab 
nicht nur 2?n(^); sondern auch JBn'(^) kleiner bleibt als d, wie gross 
auch n wird, so geht diese Gleichung in die unendliche Reih^ über: 

4) F' ix) = Uix) + U {x) + ... /•'„_! {X) + U (a;) + . . . 

Das Ergebniss lautet : Besitzt das Bestglied einer unendlichen Bdhe 
die Eigenschaft y dass hei gegebenem Werthe von x, Bn{x) durch Wahl 
einer unteren Grenze für n beliebig Mein wird, so convergirt die aus 
den Ableitungen der einzelnen Glieder gebildete Beihe und stellt an dieser 
Stelle den Werth der Ableitung dar. 

Da diese Eigenschaft des Restgliedes bei einer beliebigen Reihe 
nicht ohne weiteres erkannt werden kann, so ist es von Nutzen, ein 
anderes Kriterium aufzustellen (nicht noth wendig, aber hinreichend), 
durch welches in vielen Fällen die Frage entschieden wird: 

Convergirt die aus den Ableitungen gebildete Beihe in einem Inter- 
valle gleichmässig , so stelU sie überall in diesem Intervalle die Ableitung 
der gegeb&nen Ileihc dar. 

Um dieses einzusehen, bezeichne man den Werth der als gleich- 
massig convergent vorausgesetzten Reihe fi'(x)-\-f,'(x)-j-...f,J{r)-{-.., 
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mit <t>{x), das Restglied derselben von der w*«» Stelle ab mit P„(a;), 
so geht die Gleichung 2) in die Form über: 

Man lasse hier zunächst n unendlich werden, sodann setze man Ax=0. 
Wird n unendlich, so ändert sich auch der Werth von 0. Da aber 
die abgeleitete Jfteihe gleichmässig convergirt, so läast sich, welchen 
Werth auch haben mag, ein n angeben, von dem ab Pn(po-\-QAx)<.d 
wird bei allen Werthen von 0. Desgleichen kann man n so gross 
wählen, dass auch der Betrag des letzten Ausdrucks kleiner als S wird. 
Es lässt sich also eine Stelle im Intervalle von x bis x -{- Ax aus- 
findig machen, an welcher sich die stetige Function O beliebig wenig 
von dem Dififerenzenquotienten unterscheidet; mithin muss es auch eine 
Stelle geben, an welcher 

F(x + Ax) - F(x) ^ . I r. A \ 

wird; und da <t> als gleichmässig convergente Reihe eine stetige Function 
bedeutet, so wird für Ax = 0: 

r(x) = (t>(x), 

Reihen, bei welchen diese Kriterien nicht zutreffen, können nicht 
anders dififerentiirt werden, als dass man den Werth der unendlichen 
Reihe für den Dififerenzenquotienten 

F{x + Ax)^F{x) 
Ax 

durch directe Summation zu ermitteln sucht, und alsdann die Grenz- 
bestimmung für Ax vollzieht. 
Beispiele. 

1) Die unendliche Reihe a;— 4" + ^1 ^ . . . hat für — 1 <ir < -f 1 

td Ö 4 

den Werth l{l -{- x) (§. 47). ^Diese Reihe convergirt gleichmässig. Die 
aus den Ableitungen gebildete Reihe: 

1 — • o; + ÄJ^ — a;^ + . . . 
convergirt für — 1 < o; < + 1 gleichmässig, ist also eine stetige 
Function. Sie stellt die Ableitung :r-j— dar; aber für ir = 1 besteht 
dieser Zusammenhang nicht, wiewohl der DiflFerentialquotient des Loga- 
rithmus den bestimmten Werth -^ hat. 

2) Die unendliche Reihe: 

■p( ^ 4 j aina? sin 3a; ^^ sin hx \ 

"^ W — V \~^ 3^"" "f" ~6« • • • ) 

bedeutet, wie in der Theorie der trigonometrischen Reihen gelehrt wird: 
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iürO<x<^ F(x) = Xj tiit^^x^TC F{x) ^ n — x: 

sie ist gleichmässig convergent. Es wird auch 

TH'/ \ 4 (cosrr cos Sx , cos 6x , ) 

mit Ausnahme der Stelle a; = — , an welcher die abgeleitete Reihe 

unstetig ist, undden Werth Null darstellt, während der vor- und rück- 
wärts genommene Diflferentialquotient von F bezüglich — 1 und + 1 ist. 

3) Die unendliche Reihe, deren allgemeines Glied lautet: 

/-(^) = h ^("'^' + 1) - 2(irn) H(« + 1)'^' + 1), 

convergirt gleichmässig für alle endlichen Werthe von x, da 

Denn man erkennt, dass Rn{x) eine Function ist, welche bei gegebenem 
X mit wachsenden Werthen von n abnimmt, und bei festgehaltenem 
Werthe von n mit wachsenden Werthen von x zunimmt. Für a; = 
ist Rn{x) bei allen Werthen von n gleich 0. Auch an der Stelle Null 
lässt sich, für ein Intervall von bis %, n so bestimmen, dass Iln(^) 
kleiner wird als eine beliebige Zahl d; man braucht nur n so zu wäh- 
len, dass — Z(w^Ä^ + 1) < *• ^^^ Reihe stellt den Werth 

J'Caj) = i- Z (z^ + 1) 
dar. Es wird auch: 

p// X _ X *^ nx {n + l)x 

^ '^ ic* + 1 ^j^ n«a;« + 1 ' («+ l)«a;«+ 1 ' 

wiewohl diese Reihe in der Umgebung der Stelle x^=0 nicht gleichmässig 
convergirt; aber das Restglied der ursprünglichen Reihe hat hier die 

Eigenschaft, dass Lim Rnix) = Lim , , , == 0. 

4) Der Dififerentialquotient der unendlichen Reihe: 



n=ao 



F{x) =^&* cos (a"a;Ä), 

n = 

welche gleichmässig convergirt wenn < fe < 1 , kann, falls das Pro- 
duct a& > 1 ist, nicht aus der abgeleiteten Reihe 

n=ao 

— 7t^ {ahy sin {a^xk) 

n=0 

berechnet werden, denn diese Reihe convergirt nicht, weil 

Lim {aby sin (a^XTc) 
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für n = oo nicht Null ist. Es besitzt die F{x) überhaupt keinen be- 
stimmten Werth des DiflFerentialquotienten. (Mittheilung von Weier- 
strass in dem Aufsatze von Du Bois-Reymond: Journal f. Math. 
Bd. 79. Eine weitere Classe von Beispielen dieser Art ist von Dar- 
boux gegeben worden: Annal. de Tecole normale T. VIII pag. 195.) 
130. Die Regeln für die Integration einer unendlichen Reihe er- 
geben sich ohne weitere Untersuchung aus den für die Differentiation 
aufgestellten Sätzen. Unseren bisherigen Untersuchungen im §. 127 
entsprechend nehmen wir an^ dass die unendliche Reihe eine im Inter- 
valle von a bis h durchweg stetige Function darstellt. Das bestimmte 
Integral genommen zwischen zwei dem Intervalle angehörigen Werthen 
Xq und n?i werde mit 



/ 



F(x)dx = (D(ir,) = {x^ - x^) F{x^ + (a:, — x^) 



»o 



bezeichnet, und ebenso seien die stetigen Functionen fn{p^ integrirt: 

dx = 9«(a;i). 



Jfnix) 



Damit die Reihe aus diesen Integralfunctionen überhaupt convergire, 
muss vor allem 



Lim 9?„ (x) == Lim ifnioS) dXy für n 



gleich Null werden. Man darf nicht etwa schliessen, dass diese Bedin- 
gung ohne weiteres erfüllt sei, weil 

fnix) dx = {X^ — X^) fn{Xn + (o?, — Xq)) 



ß 



und Lim fn = ist. Denn es ist zum Beispiel : 



Lim inxer^'^dx = y Lim (1 — e-«*i') = -i- 

und nicht gleich x^ Lim {nQx^er^^^''') = 0. 

Die aus den Integralfunctionen der einzelnen Glieder gebildete Reihe 
stellt das Integral der ursprünglichen Reihe dar, wenn sie eine stetige 
Function von x ist, und ihre Ableitung für jeden Werth im Intervall 
Xq bis x^ gleich der Reihe F(x) ist. 

Dazu muss nach dem ersten Satze des vorigen §. die Reihe der 
Integralfunctionen die Eigenschaft haben, dass zu jeder noch so Meinen 
Zahl d eine Stelle n ausfindig gemacht werden kann, von der ab die 
Ableitung des Bestgliedes Bn{x) Meiner bleibt als d. 
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\ Nach dem zweiten Satze aber ist es eine hinreichende Bedingung^ 
dass die gegebene Reihe gleichmässig convergirL 

Man kann diesen zweiten Satz direct folgendermassen einsehen: Ist 

fix) = /; (x) + f,{x) + . . . /;_i(^) + p,(x), 

nnd lässt sich für das ganze Intervall von Xq bis x^ ein n ausfindig 
machen, so dass für diesen sowie für alle grösseren Werthe von w die 
stetige Function P«(a:) ihrem Betrage nach kleiner als d bleibt, so wird: 

I Pn (x) dx = (a;, — x^) P„ {Xq + (a?, ~ Xq)) , also 



U/Q 



Lässt man nun n beliebig wachsen, so wird 

j F{x)dx = fp^{x;)-\-fp^{x;) ... + fpn-i{x^) ... , 



«0 



und diese Reihe convergirt im ganzen Intervalle von Xq bis x^ eben- 
falls gleichmässig. 

Nach den über das bestimmte Integral bewiesenen Sätzen können 
diese Untersuchungen auch ausgedehnt werden auf Reihen, durch welche 
Functionen dargestellt sind, die in einzelnen Punkten discontinuir- 
lich oder unendlich werden, oder auch auf das bestimmte Integral mit 
unendlicher Grenze, vorausgesetzt immer, dass die Reihe der Integral- 
functionen convergent bleibt. , 

Die in der vorigen Nr. angeführten Beispiele können umgekehrt 
auch betrachtet werden als Beispiele für die Integration der unend- 
lichen Reihe. 

Als ein Beispiel, in welchem die Integration nicht geleistet ist, 
wiewohl die Reihe der Integralfunctionen convergirt, führe ich das fol- 
gende von Darboux gegebene an: 

n=oo 

Fix) = xe-^' =2 (wire-»^' — (w + 1) ^r-t^+D^^) 

ist eine für alle Werthe von x convergente Reihe und eine stetige 
Function, wiewohl die Reihe ungleichmässig convergirt in der Um- 
gebung der Stelle a; = 0. Denn es ist Bn(x) = nxe~'^'^ und für 

X = -^7== wird E„ = -^ e- i . 

Durch Integration der einzelnen Gliederzwischen Null und a? erhält man 

X X 

inxer''^'' dx — i\n -f Vjxe-^^+^^^'dx = — 4^'"'^' + Ye-^" + '>*'. 



u 
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Die aus diesen Integralfunctionen gebildete unendliche Reihe 



I 



n=l ^ 



convergirt, sie stellt für jeden endlichen Werth von n? die Function 

— —e~^^ dar, für a; = aber den Werth 0, sie ist also eine un- 

stetige Function an dieser Stelle und überhaupt im allgemeinen nicht 
gleich dem Werthe: 






^F(x) dx = Cxe-"^ dx = \(l — e-^). 

131. Wendet man die vorstehenden Sätze auf eine Reihe an, welche 
nach Potenzen irgend einer stetigen Function f{x) fortschreitet: 

«0 + «1 m + «i \f{^)v + «3 imj + •..«« fmy + ■■'•> 

so erkennt man : 

Erstens: Solch eine Reihe ist innerhalb des Intervalles^ in welchem 
sie convergirt, eine stetige Function von X] denn setzt man /*(a?) = ;ef, 
so ist die unbedingt convergirende Potenzreihe: 

eine gleichmässig convergente Reihe. Auch an den Grenzen des Con- 
vergenzintervalles bleibt die Potenzreihe eine stetige Function, wenn 
sie nur bedingt convergirt (§. 44. IV.); sie convergirt dann immer 
gleichmässig. 

Zweitens: Die durch Differentiation nach x abgeleitete Reihe: 

nx)[a, + 2 a, ax) +Za, [f{x)Y + ...««, [/-(a;)]»-^ + . . .] 

ist, so lange sie convergirt, stetig und stellt die Ableitung der ge- 
gebenen Reihe dar; sie convergirt aber sicher innerhalb des Inter- 
valles der ursprünglichen Reihe. 

Drittens: Das Integral der gegebenen Reihe, genommen zwischen 
zwei Werthen Xq und x^ des Convergenzintervalles , wird durch die 
gleichmässig convergente Reihe 

Xi Xi d?l 

«0 + «I ff\ (^)^^ + «2 f[fi^)Y dx + ... anl[f{x)ydx + . . . 



»0 *0 



gebildet. Convergirt die Reihe auch an den Grenzen des Convergenz- 
intervalles und bleibt sie dabei stetig, so stellt sie das Integral ein- 
schliesslich der Grenzen dar. 

133. Darstellung der Function aresin durch eine Reihe. 



X 



— rr::^ • Ist 5?^ < 1 , SO cutsteht dic Entwicklung : 


Harnack, Differential- u. Integralrechnting-. 16 
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1 

V ^ ). * ^ 2 -^ ^2.4*^ ^2.4.6^ ^ 2.4.6. ..2n ^ ' ' *' 

folglich ist 

' 2 3 '2.4 5 ~2.4.6 7 ' 2.4.6. ..2» 2n+l 

Diese Reihe convergirt auch noch für a;^=l, wiewohl die voran- 
stehende Binominalreihe nicht mehr convergent ist. 
Denn die Glieder der Beihe: 

1,1 1 , 1.3 1 , 1.3.5 1 , 1.3.5.7 1 , 
1 ~ 2 3 ~ 2.4 5 ^ 2.4.6 7 ~ 2.4.6.8 9 4 

Sind kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe: 

•^¥'274 "1" 2.4.6'" 2.4.6.8 •" ' ' ' 

Diese Reihe convergirt aber und hat den Werth 2. Denn es ist 

fill^^l--^--.- - — .- + ... 

convergent auch für den' Werth a?= 1. 
Es ist also 



arcsin 



. .^v yt^ JL-J_JL J_4.1l? 1 I 1*3.5 J^ I 

111 tu — y— 1 ' 2 ' 3 •" 2.4 ' 6 '"2.4.6 * 7 •" * ' ' 



1 

z , - hat (wie schon §. 107 angegeben wurde) 



den endlichen Werth ^ , obgleich die zu integrirende Function an der 

oberen Grenze unendlich wird. 
133. Das elliptische Integral: 

K(l - a?«) (l - Ä;2a;*) J Kl -A:^ sing)« ^ 

ü 

lässt sich nach Potenzen von Iz entwickeln: 

( l— F sincp^)""^ = 1 + 1 A;2 sincp^ + \\ h' sincjp« + ^ i^sincp« + . . . 

also wird: 

(p (f (p 

F(9) =/^^ = y+l ^'f^incp^dtp + l;! 1c*fainq>*dq> + 



Die Integrale, welche hierbei auszuführen sind, gehören, wie man 
aus der Substitution: sin q> == x erkennt, zu den in §. 108 unter- 
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suchten binomischen Integralen, und werden vermittelst der „theil- 
weisen" Integration bestimmt; es ist: 

1 8in(p^"*dq) = — / sin^)^"*"^ d(cos q)) = — sinq)^"*~^ cos 9 + 

4- (2m — 1) 1 Hinq>^^—^cos(p^dq>, 

folglich, wenn in der letzten Form cos^)^ durch 1 -— sin^)^ ersetzt 
wird: 

J 8mip^"^d(p = ?mq^__cosjp_ _j_ ^J^J^J Qinq)^m-2d^ 

und I sinw^'^^dq) = — ^—^. - H 7- — / sm^»^— ^c/^. 







Für die Grenzen Null und ~ wird: 



n n 

Y 2" 

i /* . . , 9t»i — 1 /* . . . , (2w— l)(2m— 3)(2wi— 6)...l w 



f8m(p^'^dq)=^^ Csmq)^^'-^d(p = 



• •— • 



(2 m) (2 w— 2) (2 w— 4) ... 2 2 
u ü 



Es ist also das „vollständige Integral^': 



n 
2 



Hy) -Sil = i[i ■^&^+(^^^+Qi^^ +•••]• 





Desgleichen erhält man für das Integral 



Ü 

die Entwickelung: 



2 ^ 2.4 ^ 2.4.6 



2' 


.) 


[ SJll^'f 


^ 2.4 1»'"^"^ 


2.4.6'^ 1 









u 

(Ä2 sin<p2 < 1), 




Ä 










2 
Am 


dm 


"Ti 


1 riYF r'Yai 


fc4 ^1-3 



(Ä2 ^ 1). 

Die vorstehenden Reihen convergiren langsam, wenn der Werth 
von Ä^ nahezu 1 ist; für diesen Fall hatLegendre (Fonctions ellipt. 
S. 65) rascher convergente Reihen aufgestellt, welche nach Potenzen 

des complementären Modul k' = ]/l — k'^ fortschreiten. 

16* 
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134. Um das Gesetz für die explicite Darstellung von F{(p) und 
E((p) zuerkennen, ist es zweckmässig, die Formen einzuführen , durch 
welche die Potenzen von sin 9 durch Sinus oder Cosinus des Vielfacben 
von q> ausgedrückt werden*). Zufolge der Gleichungen (§.67): 

e^9 s= cos 9 + i sin 9, e""»> = cos 9 — i sin q) 

setze man: 

Nun sind 

Ö = (1 +ce-«'«')-4= 1 —i-c^r-^v+i^c'e^*'*- ^44«' «"*'*+•• • 

unbedingt convergente Reihen (c < 1), also wird der Werth 

A- = (l + c)Pö 

nach der Multiplicationsregel (§. 78) ausgeführt, eine ebenfalls unbe- 
dingt convergente Reihe ergeben, welche sich nach Cosinus, der Viel- 
fachen von q) ordnen lässt, wenn wiederum 

COS (m q)) = 

gesetzt wird. 

Es ergiebt sich: 

3) — = ^ — 2-4, cos2q> -f- 4-^2 cos49) — 6^3 cos6q> + • • • 
A-ii+e)[i+ (±)V + (e)V+Cii5)V+ (iiM)V + . . . 

A _l + ori , 1 1.3 3 , 1.3 1.3.5 , , 1.3.6 1.3.5.7 , , 
^^~ 1 [2^^ 2 2.4 ^2.4 2.4.6^ ^2.4.6 2.4.6.8^ "T • • • 

j l + c ri.3 2 I jL 1-3.5 4 I lj3 1.3.6.7 ^ . 1.3.5 1.3.5.7.9 ^ , 

2— 2 [2.4^ "+- 2 '2.4.6^ "'"2.4 '2.4.6.8 "^"2.4.6 '2.4.6T87TÖ^ * "• 

A _ l + c r i-3.5 3 I J_ 1.3.5. 7 5,1^ 1.3.6.7.9 7 , "] 

3— 3 [2.4.6^"+" 2 '2.4.6.8^ ■'2.4*2.4.6.8.10^ ■> J 

Die Reihe der Zahlen A, A^, 2^.3, 3-4..,, 4-4^ nimmt fortwährend 
ab und hat die Null zur Grenze, denn es ist 



*) Legendre: a. a. 0. S. 273. 
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A^ < cA, 2^2 < cA^, 3^3 < 2c^2> ^A < 3c^3 • . • 
folglich 

A^ < cA, 2^2 <^ cM, 3^3 < c^^, 4^4 < cM 

Es convergirt also^ da c < 1; die Reibe 3) auch wenu man allen Glie- 
dern die absolut grösstenWerthe beilegt, welche sie überhaupt anneh- 
men können, folglich convergirt sie gleichmässig (§. 127) und stellt 

eine im Intervalle von Null bis - stetige Function dar. Demnach 

wird durch Integration erhalten: 

^ = Aq) — A^ sin 2q) + ^4 sin ^9 — -4e sin 69 + • • • 



Es ist insbesondere für 9 = — 

7t 


Aber auch die übrigen Goefficienten dieser Reihe lassen sich als 
bestimmte Integrale darstellen. Denn multiplicirt man die Reihe 3) 
successive mit cos 29, cos49; cos 69:) . . . und integrirt diese Pro- 

ducte zwischen den Grenzen Null und ^, so wird, da: 

für m '^ n 

re n 

V "2 

1 cos^2m97 cos2n<jprfg) = Y / [cos2(m + n)9)-f-cos2(m — n)^)]^^) = 0, 






für m =a n Cr ^ \^ j 1 « 

J(cos2m(pYd(p=YY 

n 7t^ it 

¥2 T 

Die Berechnung von J., führt auf die Werthe F(^) und e(~)] 
denn es ist: 



3Y 



n 

2" 





Auch kann man für die übrige^ Goefficienten durch Differentiation 
der Reihe 3) Recursionsformeln angeben: 
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fc'sinyosep _ iA,'Bm2(p — 16^2 sin49) + 86^3 sin6<p — . . . 
ist eine gleichmässig convergente Reihe und folglich war die DiflFeren- 



tiation gestattet (§. 129). Multiplicirt man die linke Seite mit -p-. 



die rechte mit dem gleichen Werthe: 

-^ [- coB2q) = A + cos 2q) 

und ordnet dieselbe nach Sinus der Vielfachen von g), da 

sin 2m(p cos 2g) = y [sin (2m + 2)9 + sin (2m — 2)g?], 
so wird: 

?^-^- = sin2g?[4^^A - 8^2] - sin 4g)[16^2^ — 2^i — 18^3] 

+ sin 6g) [36^3 A — 8^2 -^ 32^ J — sin8g) [64J.4A — 18^ - 50 ^J 

(-l)-sin(2m-2)(pr(2m--2)2^,^iA~^-^-^^ 

Andererseits erhält man durch Multiplication der Gleichung 3) mit 
sin 2 g) : 

^^ = sin 2g)(J.-2^2) — sin 4g) [^,—3-43] + sin6g)[2J.2 — 4^^] 

. . . (— l)»" sin(2m — 2)g)[(m — 2)J^_2— wJ.;n] . . . 

Diese Reihe muss mit der obigen identisch sein; und diese Identität 
kann, da beide Reihen gleichmässig .convergiren, nur so bestehen, 
dass die Coefficienten der entsprechenden Sinusglieder in beiden Reihen 
übereinstimmen. Man erkennt dies, indem man, wie bei der Ableitung 
der Gleichungen 6) jeden Coefficienten durch ein bestimmtes Integral 
darstellt. Mithin ist 

^ — 2^2 = 4^1^ — 8^2» ^1 — 3^3= 16^2^ — 2^1 — 18^, 
(m — 2)^;„_2— mJ,;, = (2m - 2yA,n -1 A — (^^ ~ ^) A,n-2 —^^^A^^ 

oder 

8) 2m(2m— 1)^;„ = 2(2m — 2)M;,,_iA — (2m — 3)(2m — 4)^^_2. 

Sonach sind die Coefficienten der Reihe 4) durch die Gleichungen be- 
stimmt: 

A^ = ^4-^ ~ u. s. w. 

^ 15 

In gleicher Weise erhält man eine explicite Darstellung für das 
Integral -E?(g)). 
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Das dritte Normalintegral TJ{q>) erfordert besondere Untersuchun- 
gen^ auf welche hier nicht eingegangen werden soll; da überhaupt 
diese Reihen durch rascher convergente Entwicklungen ersetzt werden 
könuen, Untersuchungen, die eine ausführliche Theorie der ellipti- 
schen Integrale erfordern. 



Fünftes Capitel. 
Die Integrale transsoendenter Functionen '*'). ' 
136. Bedeutet f{e^) eine rationale Function von e*, so wird das 

r , dz ' . 

Integral if{e'')dx durch die Substitution jgf = 6*, -— = dx in ein 

rationales verwandelt. 

Das Integral einer rationalen Function von sin x und cos x kann 
durch die Substitutionen 

cos X = -z , sm ic = 



7 '^"^ -^ 2* 

in ein Integral der obigen Form und folglich auch in das Integral 
einer rationalen Function verwandelt werden. 

Da hierbei imaginäre Grössen eingeführt werden, so ist in der 
Regel die Substitution vorzuziehen 

tang- x = 0, sin a; = ^j^ , cos äj = --j-^ , dx = ^-^ • 

Da I xdf = xf — Ifdx, so lässt sich auch 1 xdf nach der Regel 

der rationalen Functionen ausführen, wenn f eine beliebige rationale 
Function von sin x und cos x ist. ^ 

136. 



I ßX^m 



dx 



I €^x"^dx == x^^e' — ml x'^^^e^'dx 
Ist m eine positive ganze Zahl, so erhält man durch die erste Formel: 



*) Ohne auf eine allgemeine Untersuchung einzugehen, unter welchen Be- 
dingungen die Integrale transscendenter Functionen sich in geschlossener Form 
auswerthen lassen, stelle ich in diesem Capitel nur diejenigen Formeln zusammen, 
auf welche man bei den einfachsten Anwendungen der Analysis geführt wird. 
Euler: Cap. IV und V. Allgemeine Untersuchungen dieser Integrale sind von 
Her mite ausgeführt worden: Cours d'analyse S. 320. 
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m—v 



/^x"'dx = m! e^y,- — ^^ 
Die zweite Formel führt für ein ganzzahliges m auf die Gleichung: 

Neue Formen desselben Integrales ergeben sich durch Substitutionen: 

J'al"'e''dx = ~rfy'"e>'dy {x - |) 

/ x"'^*dx == / (Zy)'" y^~'^dtj (x = l{y)). 

137. f~i'"^J'r^) [« = ^(»)3 (Integral-Logarithmus). 

also 

1) /j<^* = K*)+^+2^2+£ + --- ^+-- 

Das bestimmte Integral kann zwischen zwei Grenzen genommen 
werden, welche die Null nicht einschliessen , also entweder zugleich 
positiv oder zugleich negativ sind: 



•*e« 



« • • 



a 

Ebenso ist 

(X l(y)). 

Es tritt hier aber noch ein besonderer Fall ein. Da die Function 

T--Z in einem endlichen Intervalle, welches die Einheit nicht enthält, 

l{y) ' ^ 

also z. B. von «/ = bis zu irgend einem echten Bruche y' sich erstreckt, 
endlich und stetig ist, so muss das Integral 

/^^ , also auch das Integral j ^— {x = — l{y)) 

00 

unter x' irgend eine .positive Zahl verstanden , einen bestimmten Werth 
haben (§. 106). Für die Grenze :z; «= + ^^ convergirt aber die vor- 
stehende Reihe 2) nicht mehr^ i^s^n erkennt ^}so, ()ass; 
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X 

+ 00 

sein muss, doch ist der Werth der Gonstante C noch zu bestimmen. 
Bezeichnet man die convergente Reihe: 



K^)-^ + &>-St,+ '" 



mit F(x), so muss, da das Integral für äj = oo Null wird, 

sein. Setzt man nun C = — F(<^)f unter a eine grosse Zahl verstan- 
den, so erhält man einen angenäherten Werth für C, dessen Fehler 
man beurtheilen kann. 

Bildet man nämlich die Function q){x) = — (e~« — ß~*), so ist 



a 



die Ableitung derselben q)'{x) = • Da nun F\x) = , so wird 

q)Xx) > F\x) .falls x>a. Folglich wachsen die Functionen F{x) — F{a) 
und q)(,x) für x^a beide stetig von Null an, so dass die zweite 
Function immer grösser ist als die erste; mithin wird 

9(oo)=-7->i^M-JPXa), 



C-« 



also F{oo) < F{a) + 

Der Fehler, welcher begangen wird, indem mau C = F{a) 

setzt, ist also kleiner als •*) Auf diese Weise kann man, indem 

z. B. a = 10 angenommen wird, den Werth von C aus der Gleichung 



jp^lO) bestimmen, mit einer Abweichung kleiner als -r^< 0,00001. 

Der Werth von C, die Euler'sche Gonstante, für welche §.165 rascher 
convergente Reihen gegeben werden, beträgt: 0,577 215 664 9 . . . 

138. / a;"* cos X dx, 1 x"* sin x dx . 

I x'^ cos xdx = a;"* sin x — m 1 ä;'"~^ sin xdx = 



= a;"* cos 



/ x"^ sin xdx = — ^r"» cos a; + 1 o;"*- * cos x dx = 

= + a;"» sin(Ä; — y) — w / x'''-^ sin (x — y)^^- 



*) Minding, Handbuch der Differential- und Integralrechnung, S. 191. 
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Für ein positives ganzes m wird also: 



v^m 



x"^ cos X dx^=^m\ ^ ^( — l)''*-''cos(^; — ^^ ~ l %) , 



/ x"^ sin X dx ^=m\ ^ ^( — l)'"~''sin(a? — ^^~^"^ n) . 



Ebenso wird: 



J'cosajda; cosa; 1 Cmixdx 

/'sin a; da; sin a; , 1 /' cos a; d a; 

In diesem Falle wird man bei einem ganzen positiven Wertbe von 
m auf die Integrale 



y*cosa;da; f* »inx 



dx 



geführt, die nur durch Reihenentwickelung gelöst werden können. 
Es ist: 



/ 



dx = l{x) - -^i-f ^_ -f- ...+(- 1)» • ^ ■ 



/ 



X 

+ 1! 2n+ 



sin X j _^ - X' t X X i/i\*« '*' 



Das erste Integral gilt für jedes Intervall, welches die Zahl Null 
nicht einschliesst , das zweite unbeschränkt. Auch für unendlich wer- 
dende Grenzen müssen sich bestimmte Werthe ergeben (s. §. 155). 



139, Das Integral 1 sin x"^ cos x^dx 



führt durch die Substitution 

« 

sin a; = ;8?^ , cos o; = U — ^y , dx = -j ~ - -.- 
auf das binomische Integral: 

,m-\ n-1 

Nach den in §. 117 angegebenen Sätzen erkennt man, dass dieses 
Integral sich auf ein rationales bringen lässt, wenn einer der Werthe 

w— 1 n — 1 m-\-n 
2 ' 2 ' ~~2 

eine ganze Zahl ist*, eine dieser Gleichungen ist sicherlich erfüllt, wenn 
m und n beide ganze Zahlen sind. Im übrigen finden die im §. 118 auf- 
gestellten Recursionsformeln auf das vorliegende Integral Anwendung. 
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Man kann diese sechs Recursionsformeln unmittelbar mit Beibehaltung 
der trigonometrischen Form anschreiben, so dass sie lauten: 

T / • m ^j sin a;'""'"^ cos a?**"^^ , n—\ C . ^j_« « o •» 

L / sm x^ cos x"^ dx = 7- ,-- 1 sin a;"*+^ cos x"^-^ dx, 

nr ' m »j sinai'^—^cosa;'*'*"^ , w— 1 / . „ <> - j.« j 

. / sinÄJ"* cos x'^dx^^'^ 7—. TT / sin a;"»— ^ cos a;*+^ dx. 

Schreibt man in der ersten Gleichung auf der rechten Seite : sina::^+^ = 
sina:r»(l — cosic^), in der zweiten Gleichung: cosa;'*+2=cosa;'*(l — siiiiP^), 
so folgt: 

m( ' rn ^ j 8ina;"*"^*co8a;**~^ ,n— 1/. ^ «9J 

. i^inx'" cosa;*» dx = -, ,— 1 sma;"» co^x'^-^dx. 

J m+n ' m+nj ' 

IV. /sina;"*cosii;*da; = , + ,— l %mx^^~^ co^x"^ dx. 

Löst man die Gleichungen nach den rechts stehenden Integralen auf, 
indem man in der Gleichung III. statt n — 2 wieder n, in der Glei- 
chung IV. statt m — 2 m schreibt, so erhält mau: 

V. f^inx^n^osx^ax ^ -^^^^1"^^^" + '^''^+^ Tsin .;- cos ^+2 dx, 

VI. / siua;''» cosx« dx = «^»^'"^';^Q«^""^' ^ m±n+2 T j^ ^„,+2 ^^^ ^„ ^^^ 

Die Gleichungen III. und IV. dürfen nicht auf den Fall ange- 
wandt werden, dass mA-n=0 ist. Hier hat man für w= — m = — — 

Desgleichen sind die übrigen Gleichungen unbrauchbar, je nach- 
dem m oder n gleich — 1 ist. Aber auch in diesem Falle ist die Be- 
dingung der Integrirbarkeit vermittelst eines rationalen Integrales erfüllt. 

Die Recursionsformeln lehren, dass in allen anderen Fällen die 
Exponenten m und n auf Zahlen gebracht werden können, die zwischen 
— 1 und + 1 oder Null und 2 gelegen sind. Sind m und n ganze 
Zahlen, so wird man stets durch eine wiederholte Anwendung der 
Recursionsformeln auf eines der acht Integrale geführt: 

1 sin xdx = — cos ic -f- C , / cos xdx =^ sin a; + C. 

/£ =/t = 'C'^) + C == Kt^'^'g \ ^) + C- (§• 135.) 

= __ Ucosx) + C. I — 7 = iismx) + 0. 

cosa? ^ ^ ' ^y sma; ^ ' 



^ 
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I sin X cos a; da? == Y j sin2x dx = — 5?^_^ _j_ q 

f , ^^ = 2 T-^ = Z (tang x) + C. 
140. / 6** sina;* da;. 

Setzt man e**da; = d(^j, so folgt: 

1. / e** sina;'» da; = -^ — ^^ T / ^* sina;»-^ cos x dx. 

Ebenso findet man für dieses neue Integral: 

e**sina;'*-' cosa;aa; = ^r h I ^ s^^^" cosa;^aa;+ 

-}- -j- 1 €^' sinx^dx, 
oder, da cos a;^ = 1 — sin x^, 

61 r ty ' ,. i j c*^8ina;"""^co8a; (n—l) C h^ - ^ 9^ i 

2. 1 e*^sin a;«-^ cos a;da;= ^r — :^ k 1 ^ ^^^^ dx-^- 

+ y /c** sin a?" da;. 
Vereinigt man die Gleichungen 1 und 2, so folgt: 

o r i.^ ' « j e** sina?**"^ (Ä sin ic — n C08 a;) , 

3. I e** sm a;** da; = ,^ , ^ ^ + 

Für w = 1 ist 



/< 



1. -. . , € (A; sin x — cos a;) 
6** sm xdx = ^ — ,, , ^ 



Für w = hat man von vornherein : 



J 



e*a; ^/p _3 



Ä; 



Auf eiues dieser beiden Integrale wird jedes Integral, bei welchem n 
eine ganze positive Zahl ist, durch die Formel 3 zurückgeführt. 

Ist k eine negative Zahl, so kann das Integral auch für eine posi- 
tiv unendliche Grenze genommen werden, denn wiewohl sin x und 
cos a; völlig unbestimmt (zwischen — 1 und +1) werden, so wird 
doch in der Integralfunction ^^ stetig in Null übergehen. Es ist also 



0E> 



/ 



c** sin xdx = j-^j-r (k < 0). 



k^+i 
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Desgleichen findet man: 

4. J>' cos ^- dx = ^'cos^-VA^OBO^ + nBiB.;) ^ 

+ ^^i=iij>« cos 0?-* d:r. 



Es ist 



und 



P' 



Jcx 



^ c* * (ifccosrc + sina;) 
COS xdx = — k^A-i 



00 



/' 



e*« cos X dx=^ W^ü\ ^ ^ ^)' 

u 

141. Treten in der zu integrirenden Function die cyclometrisclien 
Functionen auf, so führt ebenfalls das Verfahren theilweiser Integration 
in vielen Fällen zu einer Lösung oder Vereinfachung des Problenies. 
Ist im Integral 



/■■ 



X aresin x dx 
die Function X integrirbar, so wird: 

/Xarcsina; dx = aresin x j Xdx — / ^ ^ _ j X dx\ 



Z. B. 



I x^ arcsin x dx = — rr arcsm x p-r I ~.-==:z:^z^ • 



Dies neue binomische Integral lässt sich in geschlossener Form aus- 
drücken ^ wenn n eine ganze» Zahl ist. Man kann auch die cyclo- 
metrischen Functionen beseitigen durch Einführung algebraischer und 
goniometrischer, indem man setzt 

arcsin rr = jsr, rr = sin 0, dx = cos z dz. 

So ist z. 6. 



/ (arcsin xY dx = l z"* . cos z dz. 



Sechstes Capitel. 

« 

Allgemeine Sätee über das bestimmte Integral als Grenzwerth einer 

Summe. 

143. Das Gh*undproblem der Integralrechnung in seiner einfachsten 
Fassung (§. 101) führt auf die Ermittelung des Grenzwerthes einer 
Summe mit beliebig vielen Summanden. Demnach erweitert sich das 
Problem der Integralrechnung unabhängig vom DifferentialbegrifPe zu 
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der Frage: Wie beschaffen muss eine Function f{x) im Intervall von 
X = a bis X = b sein, damit die Summe 

S=dJ{a + eMi-d,fiX,+e^d,)+d,f{X,+Q,d,) + .'^dnf{Xn^i'^endn) 

einen bestimmten endlichen Grenzwerth erhält y wenn die Theilung des 
Inter volles a bis b durch die Funkte: 

a?, = a + ^1 » ^2 = ^1 "f" ^2; iZ^s == ^^2 + ^3 . . . , 6 = Xn-X + ^n 

beliebig fortgesetzt wird, wahrend die Strecken d nach Null convergiren? 
Wir haben hier gleich die allgemeinste Form vor uns, in der diese Frage 
gestellt werden kann. Die Grössen bezeichnen echte Brüche, die auch 
gleich null oder gleich eins sein können, so dass die Functiouswerth jedes- 
mal beliebig im Innern oder an den Grenzen eines Intervalles aus- 
gewählt werden. Der Grenzwerth soll von den willkürlichen Grössen 
ganz unabhängig werden. Noch allgemeiner ist es, sich unter der 
Bezeichnung f(x + Qpdp) 'überhaupt irgend einen Werth zu denken, 
welcher zwischen dem grössten und dem kleinsten Werthe gelegen ist 
(einschliesslich dieser Grenzen), welche die Function im Intervall dp 
überhaupt annimmt. Ist sie unstetig im Intervall, so braucht dieser 
gewählte Werth unter den Werthen, die die Function annimmt, nicht 
vorzukommen. Ob dann dieser Grenzwerth, betrachtet als Function 
der oberen Grenze, als Ableitung die Function f(x) besitzt oder nicht, 
ist eine secundäre Frage, die besonders beantwortet werden muss. 

Während im §. 102 die Untersuchung sich einfach gestalten Hess, 
weil f{x) als stetig angenommen war, wird sie nunmehr anders zu 
führen sein, da ja die für die Function f{x) nothwendigen Voraus- 
setzungen erst ermittelt werden sollen. Riemann, der zuerst das 
Problem präcis formulirt hat, hat au(A die Lösung desselben ange- 
geben*). Wir beschränken uns zunächst auf Functionen, welche in 
dem endlichen Intervalle von a bis b an keiner Stelle unendlich wer- 
den, so dass sich also eine obere Grenze G und eine untere Grenze g 
(positiv oder negativ) bezeichnen lässt, zwischen denen alle Werthe 
der Function enthalten sind. 

Die Function soll für dieses Intervall ausnahmslos definirt sein; 
d. h. an jeder Stelle ist der zugehörige Functionswerth fest gegeben. 

Die oben gestellte Frage fassen wir dann kürzer zusammen in die 
Worte: Unter welchen Voraussetzungen ist solch eine Function integrir- 
bar? Die Antwort lautet: 

Bezeichnet man die grösste Schwankung der Function, d, A. den 
positiven Unterschied ihres grössten und kleinsten Werthes in dem Inter- 



*) Riemann: Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigono- 
metrische Reihe (gea. Werke S. 213). Einige Präcisirungen in dem folgenden 
Beweise sind von Du Boi« ßeymond (Journal f. Mathemat. Bd. 79) gegeben. 
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vaUe von a bis x^ (einschliesslich der Grenzen) mit D, , ebenso zwischen 
Xy und X2 mit D^ , , .y zwischen Xn—i und b mit Dn, so muss die Summe: 

d, Di + rfj -^2 "f" • • • ^» -^« {d^ -{- dr^ -{-.,. dn = b — a) 

eine Zahl sein, welche mit wachsenden Werthen von n die Null zur 
Grenze hat, wenn gleichzeitig sämmtliche Grössen d nach Null conver- 
giren. 

Dies ist die uothwendige und hinreichende Bedingung. Und zwar 
findet folgendes statt: 

Convergirt die obige Summe bei irgend einem Gesetz, nach wel- 
chem die Anzahl der Intervalle beliebig wächst, zum Werthe Null, so 
convergirt sie immer nach Null, wie auch die. Grössen d gewählt und 
beliebig verkleinert werden. 

Diese letzte Behauptung beweist man zuvörderst wie folgt: 

angenommen es sei die Zahl n bereits so gross gewählt, dass 

^^dpDp, da es den Grenzwerth Null hat, seinem absoluten Betrage 

nach kleiner ist als 6. Eine zweite ganz andere Theilung in m Theile, 
bei welcher m > n ist und die Grössen rf,', d.^ . , . dm beliebig viel 
kleiner sind als die kleinste der Grössen d, sei angenommen, und es 

soll bewiesen werden, dass auch ^, dp Dp nach Null convergirt. Be- 

trachtet man die Strecke ab gleichzeitig mit der Theilung in die n 
Intervalle d, und die m Intervalle d', so wird in jedem Theile d eine 
gewisse Anzahl der Intervalle d' gelegen sein; Endpunkte der Inter- 
valle d' werden aber im allgemeinen nicht mit Endpunkten von d 
zusammenfallen. Es sei: 

a + d,' + dj' + • • • rfz' < a + ^1 = ^1 < ^ "f" ^1' + • • ' ^'ii+i 
a '\- d^' -{- d^ '\- * ' ' df^ <i x^ -{- d^ = X2 < a -\- d{ -\- * ' * ^V + i 
a + d{ -{- d^ '\- • ' * dr < x^ + ^3 = ^3 < « ' + rf/ + • • ' d\^\ 

so kann man die Summe: ^ dp Dp folgendermassen in Theile zer- 

p=zl 

legen : 

^dp' Dp' + d'x+i D'a+i + 5; dp' Dp' + dV+i i>;+i + 

Die einzeln stehenden Glieder beziehen sich also auf die Intervalle, 
welche die Endpunkte der ersten Theilung enthalten; ihre Anzahl ist 
n — 1. Nun ist aber, da D, die grösste Schwankung bezeichnet, welche 
in dem ganzen Intervalle d^ vorkommt, 
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2j dp Dp' ^ d^ D^, 2jd; D;^d.,B^ u. s. f. 

pz=l p^T+2 

Ferner ist die Summe aller einzelneu Glieder sicherlich kleiner als das 
(n — 1) fache Product der grössten Zahl d', die unter ihnen vorkommt, 
mit der grössten Zahl D\ die unter den Schwankungen enthalten ist. 
Also ist: 

^d;D; <^ dpDj, + {n — l) d' D\ 

p=zm p = l 

Da man nun die Werthe der d' beliebig verkleinern darf, so kann 
man sie stets so klein wählen, dass auch das Product (n — 1) ef X)'= a 
beliebig klein wird; also ist 

p=m 

^d;D;<:o + e, 
p=i 

d. h. auch diese Summe wird durch Wahl von m beliebig klein. 

Den Beweis des obigen Satzes führt man nun folgendermassen: 
Das Intervall von a bis b werde zuerst in n^, sodann in n2, nj, . . . 
fiy . . . Theile getheilt. Die Strecken der ersten Theilung : 

di^^^; ^2^^S • • • ^n/^^ seien sämmtlich kleiner als d^, 
die der zweiten: t?i<*^, d^^^^ , . . . rfnj^^ seien sämmtlich kleiner als d^, 
die der dritten: ci/^^, dj^^^ , . . . dn^^^^ seien sämmtlich kleiner als dg, 

die der i/^^°: d/"), dj^**^, . . . rf«/^ seien sämmtlich kleiner als ö^, 

d|, ^2, ^3, . . . dy . . . bilde eine Reihe von positiven nach Null con- 
vergirenden Zahlen; und es enthalte die zweite Theilung sämmtliche 
Theilpunkte der ersten, und so weiter jede Theilung sämmtliche Theil- 
punkte der vorhergehenden, so dass eine Theilung jedes Intervalles 
d^, ^2 . . . in neue ünterabtheilungen stattfindet. 

Die -obere Grenze der Function f(x) mit Berücksichtigung des Vor- 
zeichens im Intervalle dfj^'^ werde mit G/^^^^ bezeichnet, ebenso die 
untere Grenze mit gfi^^K Alsdann bilde man die Summen: 

^d,^)G,^^\ ^d,^^)g,^^^ 

und bezeichne ihre Werthe mit Äv und J5r. In der Reihe der Zahlen: 
Alf -4-2, -^j,... Ar ... ist jede kleiner (höchstens gleich) als die vorher- 
gehende, denn während in A^ ein Intervall z. B. ^2^^^ den Beitrag rfj^^^ . Gj^** 
liefert, besteht dasselbe Intervall in der Summe A2 aus mehreren Theilen. 
Der Beitrag dieser Theilintervalle zur Summe A2 ist aber sicherlich 
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kleiner (höchstens gleich) als das Product dj^^) Gj^^^ , weil (tj^^^ die 
grösste Zahl bezeichnet^ die in dem ganzen Intervalle d2^^\ also auch in 
allen ünterabtheilungen desselben überhaupt vorkommt. 

,Die Grössen B^^ B^^ B^ , . » Bv , , , bilden eine Keihe von wach- 
senden Zahlen; und da jedes A grösser ist als jedes B^ so besitzt die 
Keihe der Zahlen A sowohl wie B je einen bestimmten Grenzwerth. 
Diese Grenzwerthe sind identisch, wenn sich eine Stelle v angeben 
lässt, von der ab die DiflFerenz Av — Bv kleiner wird als eine beliebige 
Zahl 0y d. h. es muss 

^, — 5, = 2 ^i^"^ (^m'"' - ^^"^'0 = y, «^/.^"^ -D/."> < ff 

11=1 (1=1 

sein. Die Summe, deren Grenze das Integral definirt, 

S =. dyM f{a + e, djC)) + djC) f{a + (Z,w + 0jW d/*)) H 

• • • + <?«/^' (/■(& - e„ öf» w) 

liegt; wie auch die Grössen 6 angenommen werden, stets zwischen den 
Grenzen AyUndBv, und werden diese Werthe gleich, so besitzt auch 
diese Summe den nämlichen endlichen und bestimmten Werth, was be- 
hauptet wurde. 

Die ausgesprochene Bedingung ist hinreichend; sie ist aber auch 
nothwendig. Denn hätte die Reihe der Zahlen A und B nicht den 
nämlichen Grenzwerth, so würde auch der Grenzwerth der Integral- 
summe je nach Wahl der mit dem Werthe A oder mit dem Werthe 
B zur üebereinstimmung gebracht werden können; er wäre also nicht 
unabhängig von 0. 

Der Beweis ist aber noch nicht vollständig; denn es wurde an- 
genommen, dass die weiteren Theilungen stets so vollzogen werden, 
dass die früheren Endpunkte eines Theilintervalles als Endpunkte auch 
in den weiteren ünterabtheilungen vorkommen. Es entsteht also die 
Frage: Ist der Werth von iS ganz unabhängig von der Wahl der Theil- 
punkte? und auch unabhängig von der Art der Fortsetzung der Thei- 
lung ? Seien 

und 

r f f T 

tt , JO* f U/n , . • • »4/ ffi X i ^ 

die Endpunkte zweier Theilungen. Dieselben mögen nach dem an- 
gegebenen Verfahren von irgend welchen Anfängen ganz unabhängig 
von einander bereits so weit getrieben sein, dass der zur ersten Thei- 
lung gehörige Summenwerth Sn von seinem Grenzwerthe S nur noch 
um die beliebig kleine Grösse s diflferirt, während analog 8^ von seinem 
Grenzwerthe S' nur noch um s' abweicht; denn wie anfangs bewiesen 

Harnaok, Differential- u. Integralrechnung. iy 
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wurde, muss jede Theilimg zu einem bestimmten Grenzwerth führen, 
falls ein solcher bei einer Theilung sich ergiebt. Denkt man sich nun 
die beiden Theilungen zu einer einzigen vereinigt, und bildet man die 
betreffende Summe Smj » i^ Bezug auf diese aus der Vereinigung ent- 
standene neue, so kann man dieselbe sowohl als einen Fortschritt in 
der Reihe 8», als auch in der Reihe Sm betrachten; es ist daher /8U, n 
von S nur um eine Grösse iy < f , von Ä' um eine Grösse iy' < «' ver- 
schieden. 

Der absolute Werth der Differenz S — 8' wird also nicht mehr als 
iy + ^' betragen, er ist kleiner als die beliebig kleine Zahl f + £'; 
die Grenzwerthe 8 und 8' sind folglich identisch. Durch dasselbe 
Verfahren wird auch die zweite Frage beantwortet. Betrachtet man 
eine Aufeinanderfolge verschiedener von einander unabhängiger Thei- 
lungen: in der ersten Theilung seien alle Intervalle kleiner als d^^\ die 
Productsumme gebildet aus den Schwankungen kleiner als «(^>, in der i/*'" 
die Intervalle kleiner als dy, die Productsumme kleiner als a^*^] ferner 
seien die bezüglichen Summenwerthe : 

so kann man wiederum die v^^ Theilung mit der ersten vereinigen, und 
diese Vereinigung als eine Fortsetzung der ersten, sowie der v**" Thei- 
lung ansehen. Bezeichnet man den auf die Vereinigung bezüglichen 
Summenwerth mit 5", so ist 

Als9 unterscheiden sich 8^^^ und 8^*^ um weniger als die beliebig kleine 
Grösse e^^^ + «(*>; d. h. die Reihe der 8 besitzt einen bestimmten 
Grenzwerth. 

Die Grenze der 8 heisst das bestimmte Integral und wird mit dem [ 

8ymbol 



J 



f{x) dx 

a 

bezeichnet 

143. Die aufgestellte Bedingung ist erfüllt: 

Erstens wenn die Function f{x) durchweg stetig ist, was in den 
§§. 102 und 103 direct bewiesen wurde. Denn in diesem Falle lässt 
sich ja eine Grösse d ermitteln, so dass an allen Stellen in Intervallen 
die gleich oder kleiner sind als d, die Schwankungen der Function: 

abs [f{x)—f{x + eä)] 

kleiner werden als eine beliebige Zahl ö. Mithin wird 

^ dD <(fe - a)a. 
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Zweitens wenn die Function f{x) an einzelnen (zählbaren) Stellen 
ünstetigkeitssprünge von endlicher Grösse besitzt (§. 105). Denn solche 
einzelne Stellen, deren Zahl n sein möge, können mit beliebig kleinen 
Intervallen d umgeben werden, so dass, wenn D den grössten Werth 
unter den Sprüngen bezeichnet, der Beitrag dieser ünstetigkeitsinter- 
valle nicht grösser ist als n8D, Ddi, n und D endlich sind, so kann 
dieses Product durch Wahl von d beliebig klein gemacht werden. 

Man erkennt in derselben Weise auch , dass die Function an 
beliebig vielen zählbaren Stellen in noch so kleinem Intervalle unend- 
lich viele Maxima und Minima mit endlichen Schwankungen besitzen 

(wie z. B. sin an der Stelle x = a) oder auch ganz unbestimmt 

gelassen werden kann, d. h. dass es frei steht, an beliebig vielen Stellen 
der Function irgend welchen Werth (jedoch immer nur einen end- 
. liehen) zu ertheilen, ohne dass dadurch der Werth des bestimmten 
Integrales geändert wird. 

Drittens wenn die Function an unendlich vielen Stellen unstetig, 
oder unbestimmt zwischen endlichen Grenzen wird — oder wenn die 
Function an unendlich vielen Stellen in noch so kleinem Intervalle 
unendlich viele Maxima und Minima mit Schwankungen von beliebiger 
aber endlicher Grösse besitzt, wobei aber alle diese Stellen eine be- 
stimmte Eigenschaft erfüllen müssen. Ich gehe hierauf im folgenden 
Paragraph näher ein, weil diese Untersuchung Gelegenheit bietet, den 
Functionsbegriflf bedeutend zu erweitern. 

144. Um den Begriff einer unendlichen Anzahl von Punkten zu 
erfassen, hat man vor allem den Unterschied zu beachten: Eine end- 
liche Strecke enthält zwar unendlich viele Punkte, aber unendlich viele 
Punkte brauchen nicht umgekehrt eine Strecke zu erfüllen, oder rein 
arithmetisch ausgedrückt: die continuirliche Zahlenreihe zwischen zwei 
Grenzen enthält unendlich viele Zahlen zwischen diesen Grenzen, 
aber unendlich viele Zahlen zwischen zwei Grenzen erfüllen noch 
nicht die Zahlenreihe. Um diesen Unterschied zu kennzeichnen defi- 
nire ich:*) 

Nennt man das Intervall von x — a bis x '\- b die Umgebung 
eines Punktes Xy deren Länge 2 ä beträgt, wobei f eine beliebig kleine 



*) Die Untersuchung über Punktmengen ist zuerst von Cantor präsise ge- 
gebenworden: Math. Annal. Bd. 5, und findet sich auch ausgeführt bei Dini:Fon- 
damenti per la teorica delle funzioni di variabili reali. Pisa 1878. Die obige 
Unterscheidung von discreten und linearen Punktmengen weicht indessen von 
der Canto raschen Definition der Mengen erster und zweiter Gattung ab. Die 
Benennung „discrete Punktmenge'^ soll streng genommen besagen, dass solch 
eine Punktmenge für die Probleme der Integralrechnung dieselbe Eigenschaft hat, 
wie eine endliche Anzahl getrennter Punkte. 

17* 
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aber endliche Grosse vorstellt^ so soll eine unendliche Menge von Punkten 
eine discrete Meng.e oder Mannigfaltigkeit heissen^ wenn es 
möglich ist; sämmtliche Punkte dieser Menge in Umgebungen ein- 
zuschliessen , deren Summe kleiner gemacht werden kann als eine be- 
liebig kleine Zahl j während die Anzahl der Umgebungen dabei beliebig 
wachsen kann. 

Dagegen soll die unendliche Menge eine lineare Mannigfaltig- 
keit genannt werden, wenn sich die Summe der Umgebungen nicht 
beliebig verkleinern lässt. 

Aus diesen Definitionen folgt: 1) Bei einer discreten Punktmenge 
ist es immer möglich Intervalle anzugeben, deren Summe von h — a 
beliebig wenig verschieden ist, so dass in keinem dieser Intervalle ein 
Punkt der gegebenen Menge sich befindet; denn man braucht nur die 
Punkte mit ihren Umgebungen, deren Summe beliebig klein ist, aus- 
zuscheiden. Bei einer linearen Punktmenge ist die Summe solcher 
Intervalle jedenfalls um eine endliche Grösse von h — a unterschieden. 

2) Bei einer discreten Punktmenge ist es immer möglich, in be- 
liebiger Nähe jedweder Stelle ein endliches Intervall anzugeben, in 
welchem kein Punkt der gegebenen Menge liegt. Denn ist a ein be- 
liebiger Punkt des Intervalles, so wäre es nur dann nicht möglich, in 
beliebiger Nähe von a ein Intervall ausfindig zu machen, in welchem 
kein Punkt der Menge liegt, wenn in der Nähe eines jeden Punktes, 
der innerhalb einer bei a beginnenden endlichen Strecke von der 
Länge ä liegt, unendlich viele Punkte der Menge sich befänden. Als- 
dann wäre es aber auch nicht möglich, sämmtliche Punkte der Menge 
von vornherein in Umgebungen einzuschliessen, deren Summe kleiner 
ist als d; d. h. die Menge wäre nicht discret. 

Bei einer linearen Pimktmenge ist dieses nicht an jeder Stelle 
möglich. 

Diese Unterschiede werden an folgenden Beispielen klar werden: 

1) Jede endliche Anzahl von Punkten in einem Intervall von end- 
licher Länge ist eine discrete; man bezeichnet ihre Ordnung mit Null. 

2) Die unendliche Punktmenge im Intervall bis 1, welche durch 
die Zahlen 



1.4. (D*. (i)". ü)' •• • Q- 



bestimmt wird, ist discreif, denn es häufen sich die Punkte dieser 
Menge nur au der Stelle Null. Trennt man vom Punkte Null an ein 
beliebig kleines Intervall ab, so behält man eine endliche Anzahl von 
Punkten der Menge in der übrigen Strecke nach, so dass die totale 
Summe aller Umgebungen beliebig klein gemacht werden kann. 

Die Stellen, an denen sich die Punkte der Menge unendlich an- 
häufen oder verdichten, heissen die Grenzpunkte; die Menge der Grenz- 
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punkte heisst die erste abgeleitete Punktmenge. Im vorliegenden Falle 
wird die erste abgeleitete von der Ordnung Null; daher bezeichnet 
man die Ordnung der ursprünglichen Menge mit eins. 

3) Eine discrete Punktn^enge kann mehrere Ableitungen besitzen, 
oder von höherer Ordnung werden. Die Punkte: 

^y Y^ Iy>) ' T"'"\Y/' \2J ' Y + V2/' V2/+VY^' \Y/ ' 

(I) + ©'. ■ ■ 

häufen sich an unendlich vielen Stellen, nämlich an den Stellen 

0. |. (D*. (4)', ■ • 

Trotzdem ist ihre Menge discret. Penn hat man von der Stelle Null aus 
ein beliebig kleines Intervall abgetragen, so bleibt nur noch eine end- 
liche Anzahl von Punkten, an welchen Anhäufungen der gegebenen 
Punktmenge vorhanden sind; und hat man diese mit beliebig kleinen 
Intervallen umgeben, so bleibt nur noch eine endliche Anzahl von 
Punkten der gegebenen Menge. Die erste Abgeleitete ist hier von 
der Ordnung eins; die Ordnung der ursprünglichen Menge ist zwei. 

4) Betrachtet man im Intervall von a bis b alle rationalen Zahlen 
als eine Punktmenge, so hat man eine Menge der zweiten Art, eine 
lineare Mannigfaltigkeit. Denn an keiner Stelle lässt sich ein endliches 
Intervall angeben, in welches nicht unendlich viele Punkte dieser Menge 
fallen ; oder wie man es bezeichnet, die Menge ist in einem endlichen 
Intervall „überall dicht". Ebenso bilden alle irrationalen Zahlen, ferner 
alle Zahlen, deren Nenner (auf kleinste Benennung gebracht) eine Po- 
tenz irgend einer Zahl a ist, eine lineare Mannigfaltigkeit. 

Hier lässt sich auch keine abgeleitete von niederer Ordnung finden, 
weil jeder Punkt einer noch so kleinen Strecke Grenzpunkt wird. 

Man kann vielmehr ganz allgemein einsehen : Besitzt eine Punkt- 
menge eine endliche Anzahl von abgeleiteten Mengen, so ist sie discret. 

Denn geht man von der letzten Ableitung 0^^^ Ordnung, also von 
einer endlichen Anzahl von Punkten a^, aj . . • a^ aus, so besitzt die 
Punktmenge, deren Ableitung diese ist, nur an diesen Stellen Anhäu- 
fungen unendlich vieler Punkte, und ausserdem eine endliche Anzalil 
&i, &2 • • • ^'»' ^^® Gesammtgrösse ihrer Umgebungen kann beliebig 
klein gemacht werden. Die Menge von der Ordnung eins ist eine 
discrete. Von dieser gehe man zur nächst höheren Ordnung weiter. 
Diese enthält, nachdem man die Stellen a^ , a2 . > , dm und b^ , &2 • • > ^n 
in beliebig kleine Umgebungen eingeschlossen hat, nur eine endliche 
Anzahl von anderweitigen Punkten c^, c^ , , . Cp. Sie ist demnach 
gleichfalls discret; es bleibt folglich der Charakter der discreten 
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Mannigfaltigkeit^ bei endlicher Anzahl aufsteigender Processe er- 
halten*). 

146. Eine Function, welche im allgemeinen stetig, an unendlich 
vielen Stellen unstetig, oder ganz unbestimmt zwischen endlichen 
Grenzen ist, oder an unendlich vielen Stellen in noch so kleinem Inter- 
valle unendlich viele Maxima und Minima besitzt, soll eine punktirt 
unstetige Function genannt werden, wenn die Stellen, an welchen 
die Schwankungen der Function grösser sind als eine bestimmte end- 
liche Zahl 0, stets nur eine discrete Punktmenge bilden**). 

Unter der * „Schwankung", der Function ist die Grösse der.Un- 
stetigkeitssprünge, oder der Unterschied der Grenzen, zwischen denen 
die unbestimmten Werthe liegen, oder endlich der Unterschied zwischen 
den Maximal- und Minimalwerthen zu verstehen. 

Linear unstetig dagegen nenne ich eine Function, bei welcher 
solche Stellen eine lineare Punktmenge bilden. Dann erkennt man 
leicht aus dem R iem an n'schen Satze: Die in einem Intervalle punktirt 
unstetigen Functionen sind integrirhar. 

Denn ist eine beliebig kleine aber endliche Zahl 6 vorgegeben, so 
kann man die Theilung der Strecke a bis h so weit ausführen, dass 
in den Theilintervallen im Allgemeinen die Schwankungen kleiner 
werden als 0^ während die Umgebungen aller der Stellen, an welchen 
die Schwankungen grösser sind als <>, eine Summe s liefern, die be- 
liebig verkleinert werden kann. Heisst m der grösste Werth unter 
diesen Schwankungen, so ist: 

^ d D < <y (6 — a) + sm. 

/* = ! 

Die' rechts stehende Summe kann aber beliebig verkleinert werden, da 

beliebig klein angenommen werden darf, und ebenso s, zufolge der 

Eigenschaft eineir discreten Punktmenge. 

Die linear unstetigen Functionen sind nicht integrirhar, 

Beispiele unendlich oft unstetiger integrabeler Functionen: 

1) Im Intervalle von Null bis Eins möge die Function f{x) an 

allen Stellen den Werth Null haben, nur in den unendlich vielen 

Punkten : 



Y' (y) ' (y)' (y)'''(yJ 



*) Der Begriff der abgeleiteten Punktmengeu ist von Cantor a, a. 0. ein- 
geführt. Sein Beispiel (Math. Ann. Bd. XYII S. 358) lehrt, dass eine discrete 
Punktmenge auch eine unendliche Anzahl von Ableitungen besitzen kann. 

*'^) Diese Definitionen schliessen sich im wesentlichen den von Hankel: 
Untersuchungen über die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen. 
Tübingen 1870, gegebenen an. 
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soll sie den Werth — besitzen. Diese Function ist unstetig^ und zwar 

in beliebig kleinem Interyall bei Null unendlich oft; aber die Summe 

1 ' . 
der Intervalle, in welchen die Schwankungen gleich ^ ^i^^; kann be- 
liebig klein gemacht werden. Der Werth des Integrales ist ein be- 
stimmter und zwar Null. 

2) Man kann in gleicher Weise eine Function construiren^ welche 
in jedem noch so kleinen Intervalle unstetig wird, bei welcher die 
Anzahl der Stellen, an denen Unstetigkeitssprünge grösser als eine end- 
liche Zahl stattfinden y nicht endlich ist, und die doch integrirbar ist. 
Setzt man z. B. fest, die Function f(po) soll im Intervall von Null bis 
Eins im allgemeinen Null sein, dagegen soll sie in unendlich vielen 

discreten Punkten, deren Ableitung der Punkt — ist, den Werth — 

haben, in unendlich vielen Punkten, deren Ableitung die Punkte — , — 

sind, den Werth — ; in unendlich vielen Punkten mit den Ableitungen 

— , -g^, -ß, x den Werth — , allgemein: wenn jj eine Primzahl ist, q 

jede Zahl kleiner als j9 bedeutet, in unendlich vielen Punkten mit der 

Ableitung — den Werth — , so ist das Integral solch einer Function 

Null. Die betreffenden Punktmengen kann man sich z. B. gebildet 
denken durch die Reihe 

f+(i)". f+(ir'.f+ar '.+•■■ 

Denn die Punkte, an denen die Unstetigkeitssprünge grösser sind als 
irgendwelche endliche Zahl, bilden stets nur eine endliche Anzahl 
von discreten Punktmengen. Die Summe ihrer Umgebungen wird be- 
liebig klein. 

3) Das erste Beispiel einer punktirt unstetigen integrabelen Function 
gab Riemann*). Man bezeichne mit {(c) den positiven oder negativen 
Ueberschuss von x über die nächste (kleinere oder grössere) ganze Zahl; 
liegt X in der Mitte zwischen zwei ganzen Zahlen, so sei {x) =» 0. 
Die Reihe: 



fn=QO 



f(^\ (^) _i (2a;) I (3a;) , K;7 {mx) 



TO=1 



convergirt, denn es ist y + -r^ -(- "p- + • ' • convergent (§. 47), und 
zwar gleich — - (Diese Summenbestimmung folgt aus den Reihenent- 



Gesammelte Werke S. 228. 
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wickeluDgen für tang x und cotang rc.) (ma?) hat als obere Grenze den 
Werth -^- Jedes Glied der Beihe /"(a;) ist im allgemeinen stetig, nur 

wenn mx = ^ iP ®^^® ungerade ganze Zahl) oder x =^ ^ ist, wird 
in der Function {mx) die Differenz benachbarter Werthe beliebig wenig 
von 1 verschieden. Dies tritt für a; = ^^ nicht nur bei dem Gliede (mx) 
ein, sondern auch bei dem Gliede (Smo;), (öma?) u. s. f. Demnach folgt: 
Ist X von der Form ^ (p und m relativ prim), so ist: 

/•(a. + 0) = /•(«.) -^, /•(a:_0) = /-(^) + ^. 

Denn an der Stelle x = ^ liefern die genannten Glieder keinen Bei- 
trag, sie sind Null, während falls x beliebig wenig wächst, jedes der- 
selben einen Zuwachs beliebig nahe gleich — —^ und während x ab- 
nimmt, den Zuwachs -f- — erfährt. Es ist aber 

2w*Ll "^32^ 5«^ J 2w«\l ' 2«' 32" 2*V1^2*' 3« // 

1 fw? w*"! n^ 

2m2 [T ~" 24J 16 w* ' 

Für jeden rationalen Werth von Xj der in kleinsten Zahlen ausgedrückt 
ein Bruch mit geradem Nenner 2m ist, findet also ein Sprung statt. 
Die Zahl der Sprünge aber, deren Werth eine gegebene Grenze über- 
steigt ist endlich; denn soll 



91* ^ ^ . ^ n 



> sein, so muss m < 



8w2 ^ ' ^ 2^2^ 

In einem endlichen Intervalle ist aber nur eine endliche Anzahl von 
Brüchen vorhanden, deren Nenner unterhalb einer gegebenen end- 
lichen Grenze liegen. 

Die Reihe convergirt gleichmässig; (sie ist darum noch nicht stetig, 
weil die einzelnen Glieder nicht stetige Functionen sind) ; das Integral 
wird durch Integration der einzelnen Glieder erhalten. 

146. Die Fundamentaltheoreme über das bestimmte Integral folgen 
unmittelbar aus der Definitionsgleichung, die in kürzester Form (auch 
von den 6 unabhängig) geschrieben lautet: 
b 

jf{x) dx =.Lim {{x^ — a) /*(«) + (^2 — ^1 ) f{^\) • • • {b — ^n-i)f{Xn^i)]. 

a 

Es ist: 



O 

I. je f{x) dx == c I f{x) dx. 
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II. Vertauscht man a mit &, indem man die Theilung des Inter- 
valles beibehält, so erkennt man: 



a 



/ 



fix) dx 



ist gleich 

Lim [(a?„_i— 6)/(6)+(ä:,_2— a;n_i)/(iCn~i)+ • • • (^i— ^2)/l^2)+(»— ^i)/(^i)]> 
auch gleich 

h\m\{xn-i-'h)f{xn-i) + (a;„_2+a?»-i)/(a?n-2) + • • {^1 -^2)/l^i )+(« —^1 )/!«)] • 
Denn, wie bewiesen wurde, ist es gleichgiltig, an welchen Stellen in 
einem Intervalle die Functionswerthe ausgewählt werden. 
Durch die zweite Gleichung wird evident, dass: 

b 



I f{x) dx^^ — I f{x) dx, 



d. b. durch Vertauschung der oberen und unteren Grenze ändert das 
Integral nur sein Vorzeichen. 

ebb 

m. J"^(^) ^^ +/ /'(^) ^^ =/ ^'(^) ^^- 



a 



Diese Gleichung gilt, auch wenn c ausserhalb des Intervalles a bis 6 
liegt (falls nur die Function integrabel bleibt). Denn ist 

a <h < c 

so ist 

b 



jf{x) dx =J f(x) dx +Jf{x) d, 

a , a ö 



a , a b 

also 

b c e c b 

I f\x) dx ==:= I fix) da; — / fix) dx^^j f{x) dx + 1 f(x) dx. 

a a b a G 

IV. Die Summe integrabeler Functionen ist selbst integrabel und 
zwar ist: 

b b b b 

J\fy{x)±f2{^)±-±Ux)]dx=Jf^{x)dx±Jf^{x)dx±---±ju{x)dx. 

a a a a 

V. Das Product zweier (oder mehrerer) integrabeler Functionen 
ist selbst integrabel*). 

Zu bemerken ist, dass es sich bisher nur um Functionen handelt, 
die nicht unendlich werden. Eine Ausdehnung des Satzes V. ist in 
§. 149 gegeben. 



•) Du Bois-Reymond. Journal f Math. Bd. 79 S. 21, 
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Es habe im Intervall dp die grösste Schwankung der Function q>{x) 
den Werth Dp, die grosste Schwankung von ^(a:) den Werth Dp, Der 
Voraussetzung nach ist 

"'dj, Dp = 0, ^^öfp Dp' = für w = oo. 

Das Froduct q)(x) . ^(o?) ist in demselben Intervalle Schwankungen 
unterworfen, welche, wenn die Stellen des grössten und kleinsten 
Werthes x -{- Qdp und x -{- Q'dp heissen, gemessen ist durch die 
Differenz: 

fp{x + edp) ^(a; + edp) — q){x + 9' dp) t(x + 9' dp) = 

= 9(x + edp) [il;{x + edp) — ^(a; + &dp)] + 

+ tl;(x + 9'dp) [9?(ä: + edp) — q)(x + &dp)]. 

Diese Form lehrt, dass die Schwankung des Productes sicherlich nicht 
grösser ist als 

GpDp + Gp Dp\ 

wenn Gp und Gp die grössten absoluten Beträge bezeichnen, welche 
die Functionen tp und ^ im Intervalle dp erhalten. Sind G und 6r' 
die grössten absoluten Beträge, welche die Functionen überhaupt im 
ganzen Integrationsintervall annehmen, so wird 

p=i . _ _ 

P = l p=i 

also der Voraussetzung zur Folge gleich Null, w. z. b. w. 

VI. Die theilweise (partielle) Integration. 

Es seien die Functionen 9>(a;), f{x), sowie das Product derselben 
integrirbar, ferner sei q) (x) eine allenthalben stetige Function und be- 
sitze die integrirbare Ableitung (p'(x), so dass also (das Nähere siehe 
§. 147): 

X 

y'(y)<^y==9'(«) — 9'(c), 



wobei c und x beliebige Stellen im Integrationsintervalle bedeuten; 
alsdann ist 

b b X 

J A^) 9> w rf^ =y ^(^) [J ^'^y) ^y + ^^^^\ ^^ = 



X 

ß 



a 

h 



= 9W J A^) dx +J dx [f{^)J ¥iy)dy] . 
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Setzt man nun c = a^ so folgt 

b b 



I) jm 9>(^) dx = q>{a)Jf{x) dx + Jdx [f(x)jq>'{y) dy\ . 



a a a 

X b 



Setzt man c = b, und / q)'(y) dy = — / q)\y) dy^ so folgt 

b X 

b b b b 

11) Jf{x) tp {x) dx^ip ib)ff(.x) dx - Jdx [flx)Jq,'(y) dy] . 

a a a X 

Im §. 168 wird bewiesen werden, dass sich die Folge der Inte- 
«grationen in dem letzten Ausdrucke der rechten Seite ver'tauschen lässt^ 
jedenfalls, wenn f(x) und q)'{y) im Integrationsgebiete endlich bleiben; 
und zwar wird 

b X b b 

Jdx [f(x)Jip' (y) dy] =fdy [(p' (y) f fix) dx^ , 



a y 

y. 



jdx [ax)f<p'(y) dy] ==Jdy [9 (y) f fix) dx]. 

a X a a 

Demnach erhält man aus I) und II) die Formeln: 

b b b b 

jf{x) q>{x) dx = q){a)Jf{x) dx +J dy \q>'{y)Jf{x) dxj, 

a a a y 

b b b y 

Jf{x) q){x) dx = (p{l>)Jf{x) dx —J dy \jp'iy)Jf{x) dxj . 



a 



Man bezeichnet dieselben als die Formeln der theilweisen Integration; 
sie enthalten die im §. 108 besprochene Methode, angewandt auf ein 
bestimmtes Integral*). 

VII. Der erste Mittelwerthsatz. (Vergl. §. 103.) 
Aus der Summendefinition folgt unmittelbar: 

b 

Jf{x)dx==\jg + Q{a--g)-]{h-a) (0<e<l), 

a 

wenn g den kleinsten, G den grössten Werth bezeichnet, den f{x) im 

*) Diese Formeln gelten auch, falls f{x) und q/{x\ im Integrationsgebiete 
unendlich werden^ falls nur die Integrale derselben sowie des Productes f(x) g? {x) 
endlich und folglich auch g? {x) eine stetige Function bleibt. Weiteren Einschrän- 
kungen als den oben genannten unterliegt der Satz nicht. (Vergl. DuBois-Bey- 
mond: Abhandl. der k. bayer. Akad. d. Wissensch. II. Classe. XII. Bd. I. Abthl. 
S. 133.) 
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Intervall erhält. Ist f(x) stetige so kann es keinen zwischenliegenden 
Werth überspringen; daher kann die Gleichung geschrieben werden: 

h 
j)\x) dx^(l — a)f(a + e (6 — a)) . 

a 

Oft ist folgende Verallgemeinerung des Mittelwerthsatzes brauchbar: 
Sind f(x) und q>{x) integrirbar, hat ferner die Function fp{x) im In- 
tegrationsintervall immer dasselbe Zeichen, wir wollen annehmen das 
positive, so ist, wenn g die untere, O die obere Grenze von f{x) be- 
zeichnet: 

b b b 

g f tp (x) dx ^ if{x) (p{x) dx < G I ff (x) dx 

a a a 

oder 

b b 

Jf{x) <p{x) dx==[g + e{G^ ^)]/V(^) dx (0 < ^ 1). 

a a 

Ist die Function f{x) stetig, so kann man behaupten: 

b b 

ff{x) (p(x) dx ==f{a + e{b — a)) f(p{x) dx (0 ^ ^ 1) . 



a 



VIII. Aus dem Mittelwerthsatze folgt im Zusammenhange mit 
Satz IIL (wie in §. 103): das bestimmte Integral ist eine ste- 
tige Function seiner oberen Grenze. 

Denn bezeichnen x und x + h irgend welche im Intervall a, b ge- 
legene Werthe, und nennt man das Integral als Function seiner oberen 
Grenze kurzweg F{x), so ist: 

F{x±h)—F(x)= rf(x)dx- Cf{x)dx= ff{x)dx'=±h-[g-{-e{G-g)'\, 

a a X 

WO G und g den grössten und kleinsten Werth im Intervall -|- h oder 
— h bezeichnen. Da die Function f durchweg endlich ist, so lässt 
sich an jeder Stelle x ein Intervall +ä angeben, in welchem diese 
Differenz kleiner wird als eine beliebig kleine Zahl. 

IX. Sind f{x) und qp (x) integrirbar , ist ferner die Function f(x) 
im Integrationsintervall eine positive und durchweg abnehmende Grösse, 
so besteht, wenn M und m bezüglich den grössten und den kleinsten 
Werth bezeichnen, welchen das Integral 



/■ 



9 {x) dx 



erhält, wenn x alle Werthe zwischen a und h annimmt, die Beziehung: 
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b 
f{a) . m <, ff ix) i(:r) dx ^ f{a) • M. 

Es ist 

if(x) q>{x) dx = Lim [(a;, — a) f{a) • 9? (a) + {x^ — a^i) f{x^ • 9?(a;,) . . . 

Die Theilpunkte x^ , , , Xn^i seien nun so nahe gewählt, dass die Summe 
der Schwankungen in den Theilintervallen : 

ZdpDp < 

wird. Alsdann können wir auf die endliche Summe: 

dxf{a) q>(a) + d^f(x^) q){x^) + . . . d„ f{Xn-i)q){Xn^i), 

da die Glieder f{ä), f{x^) . . . f(Xn-i) positive abnehmende Grossen sind, 
den von Abel bewiesenen Hülfsatz (§. 44 IV.) anwenden, welchem 
zufolge diese Summe kleiner ist als das Froduct f{a) G, dagegen 
grösser als das Product f{a)g^ unter G und g den algebraisch grössten 
und kleinsten Werth in der Reihe: 

rf,9(a), d^(p{a) + ^29^(^1)» ^i9>(a)+ d^^i^x) + ^39^(^2) + • • • 
verstanden. 

Diese Werthe unterscheiden sich aber zufolge der Voraussetzung, 
welche über die Theilintervalle gemacht worden ist, von den bestimm- 
ten Integralen: 

lq>(x)dx^ l(p{x)dx...y jq>{x)dx,,.j j(p{x)dx 

a a a a 

um Grössen, die sicherlich kleiner sind als die beliebig kleine Grösse <f, 
weil ja die Gesammtsumme aller Schwankungen multiplicirt mit ihren 
Intervallen < 6 ist. Bezeichnet man äIso mit g und Cr' die kleinsten 
und grössten Werthe in dieser Reihe, so besteht die Gleichung: 

/'(«)[/±<^] <^/(») <P(«)+ ^2/1^1) 9(^1) • . • dnf(Xn^{)q>{Xn^l)< f{a) [ö'+ O]. 

Lässt man in dieser Gleichung n beliebig wachsen, so wird a==0, 
indessen g und G' über die kleinsten und grössten Werthe nicht hin- 
ausgehen, welche das Integral 



/ 



q){x) dXy 



a 



während x alle Werthe zwischen a und h erhält, überhaupt annimmt. 

Mithin ist 

b 

f(a) ' m ^ I f(x)q) (x)dx ^f(a)' M. 

a 

Da das bestimmte Integral eine stetige Function seiner oberen 
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Grenze ist; so nimmt es jeden zwischen seinem Maximum und seinem 
Minimum gelegenen Werth auch wirklich an, es überspringt keinen; 
es ist daher sicherlieh ein zwischen a und J gelegener Werth vor- 
handen ; so dass 

Cf(x) (f {x) dx = f{a) Cq> {x) dx. (0^9^!) *). 



a a 



X. Aus dieser letzten Gleichung folgt ein allgemeinerer Satz^ den 
man als den zweiten Mittelwerthsatz zu bezeichnen pflegt^ indem 
man die Voraussetzung, dass/'(a?) dasselbe Zeichen behält; fallen lässt. 
Sind f{x) und (p{x) durchweg endliche, integrirbare Functionen und 
f{x) eine im Intervall von a bis h abnehmende Grösse (die auch nega- 
tiv werden kann), so ist f{x) — fijb) eine im Intervalle von a bis h 
positive Grösse, also auch nach Satz IX: 

6 a+&{h—a) ^ 

Jim - fm ipQc) dx = [fia) - m-\Jq>{x)dx, 



oder 



a 



aH-0(6-a) 



jfix) fp (x) dx = f{d) I q){x) dx -f- f(b) f (p{x) dx. 

a a a+&(h—a) 

Ist f(x) eine zunehmende Function , also — [f{po) -— /(6)] positiv und 
abnehmend, so folgt: 

b a-\-Q(b—a) 

-fm=^) - m\ q>{x) dx=^- [/•(«) - fmffi^) dx, 

a a 

oder ebenfalls: 

b a-^Sib-a) b 

Cf(x) (pi,x) dx = f(a) Cq>{x) dx -f f{h) C(p{x)dx**) 

a a a-\-Q(b—a) 

Anmerkung. Es können die Werthe von f an den Endpunkten 
a und h auch Unbestimmt sein. Aus der Herleitung folgt, dass dann 
bei einer abnehmenden Function f{a) durch den grössten, f{b) durch 
den kleinsten Werth zu ersetzen ist, denen sich die Function in der 
Umgebung dieser Stellen annähert; das umgekehrte gilt bei einer zu- 
nehmenden Function. 

147. Das bestimmte Integral ist eine stetige Function seiner 
oberen Grenze ; es fragt sich , ob es einen bestimmten Werth des vor- 
und rückwärts genommenen Differentialquotienten hat. Aus der Glei- 
chung (VII.) 



*) 0. Bonnet: Remarques sur quelques integrales definies. Liouv. Journ.XiV. 
**) Du Bois-Reymond: Journal f. Mathem. Bd. 69. 
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F(x±h) —F{x)^i'f{x)dx- Cf{x)dx':^ i'f{x)dx^+h[g-\-Q{0-g)\ 

a a. X 

folgt: 

Lässt man h nach Null convergiren, so erkennt man: an jeder Stelle, 
an welcher f{x) vorwärts genommen stetig ist, also g -{- Q {G — g) 
= f{x + 9Ä) gesetzt werden darf, besitzt die Function F{x) den vor- 
wärts genommenen Differentialquotienten F'{x) '= f{x + 0); an jeder 
Stelle, an welcher f{x) rückwärts genommen stetig ist, besitzt die 
Function F(x) den rückwärts genommenen Differentialquotienten f{x — 0). 

Dasselbe gilt auch an jeder Stelle, an welcher f(x) von den Wer- 
then f(^x + 0) und f{x — 0) um eine beliebige endliche Grösse unter- 
schieden ist; und solche Stelleu können eine discrete Punktmenge 
bilden , falls in beliebiger Nachbarschaft solch einer Stelle die Werthe 
/"(a: + 0) ^^^ fi^"^) durch stetigen üebergang aus ({x-^-h) und 
f{x — h) folgen. Insbesondere ist unter diesen Voraussetzungen: 

b b 

Betrachtet man das Integral als Function der unteren Grenze, so kann 
der Differentialquotient entweder vermittelst der Umkehr 

5 « 

jf{x) drr = — ff{x) dx 

a b 

bestimmt werden; es wird: 

b 

\Jf{x)dx=-^f(a), 



i d 

i 

a 

oder direct aus der Formel: 

o+A 



Lim — Y I ^(^) dx => — f(a) 



a 



An allen Stellen , in deren Umgebung f{x) unendlich viele Maxima 
und Minima besitzt, deren Schwankungen endlich sind (und solche 
Stellen können wiederum nur eine discrete Punktmenge bilden), braucht 
die Function F{x) keinen Differentialquotienten zu besitzen. 

Zusammengefasst lässt sich also behaupten: Jedes bestimmte Inte- 
gral steUt in seinem IntegrationsintervaUe eine stetige Function seiner 
oberen Grenze dar, welche im allgemeinen einen bestimmten Werth des 
vorwärts genommenen Differentialquotienten besitzt und einen mit diesem 
identischen Werfh des rückwärts genommenen. Nur in discreten Punkt- 
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mengen können vor- und rückwärts genommener Dijferentialquotient von 
einander verschieden oder überhaupt ganz unbestimmt sein. 

Da das bestimmte Integral von der Bescliafifenheit der Function in 
discreten Punkten ganz unabhängig ist, so ergeben alle integrirbaren 
Functionen, welche innerhalb eines Intervalles nur in solchen Punkten 
von einander diflferiren, denselben Werth des bestimmten Integrales. 

Hieraus ersieht man weiter, wie sich der Zusammenhang zwischen 
dem bestimmten und unbestimmten Integrale gestaltet. Denn ist F{x) 
eine stetige Function, deren Ableitung F\x) integrirbar ist (also nur 
an unendlich vielen discreten Punkten unstetig oder unbestimmt wird, 
oder unendlich viele Maxima und Minima mit endlichen Schwankungen 
erhält), so ist 



fF\x)dx — F{x) 



a 



eine stetige Function von x, deren Differentialquotient im allgemeinen 
gleich Null, nur in discreten Punkten zunächst in unbestimmter Form 
erscheint. Solch eine Function ist aber eine Constante. Denn in 
jedem noch so kleinen Intervalle lassen sich nach Ausscheidung der singu- 
lären Punkte endliche Intervalle angeben, in denen nicht nur die Function 
stetig, sondern auch ihre Ableitung gleich Null ist. Nach dem Satze §. 100 
ist also die Function in solch einem Intervalle constant; und weil die 
Grenzen des Intervalles den singulären Stellen beliebig nahe gebracht 
werden können, die Function aber stetig ist, so hat sie denselben 
Werth auch an den singulären Stellen. Sie erleidet also keine Aen- 
derung ihres Werthes, indem man von einem Intervalle in das andere 
übergeht; d. h. sie bleibt in dem ganzen Integrationsintervalle constant. 



X 

JF\x) dx ^F{x) = a 



Der Werth dieser Constante wird bestimmt, indem man x = a 
setzt; alsdann folgt: 



X 



- F{a) = C oder Cf' {x) dx = F(x) — F{a) . 



a 



Kennt man also die Ableitung F\x) einer stetigen Function F{x') und 

ist dieselbe endlich und integrirbar, so hat das Integral derselben stets 

den Werth 

Fix) - F{a) , 

(selbst wenn man in unendlich vielen discreten Punkten den Werth von 
F'{x) beliebig abändert), 

148. Wenn die Function f{x) bei Annäherung der Variabelen an 
einen bestimmten Werth c in dem Intervalle a bis b in bestimmter 
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Weise unendlich gross wird oder auch zwischen beliebigen Grenzen 
oscillirt, so kann die Summe, deren Grenzwerth das bestimmte Inte- 
gral ist, bei jeder endlichen Theilung des Intervalles jedweden Werth 

b 

erhalten, sie hat also keinen Grenzwerth, und i /"(a;) da: würde nach der 

a 

bisherigen Bestimmung keine Bedeutung haben. Wenn aber alsdann 
die Summe: 



c — «1 b 

Cf{x)dx+ Cf(x)dx 



c + aa 

einen festen Werth annimmt, während a, und a^ ganz unabhängig von 

b 

einander nach Null convergiren, so versteht man unter jf{x)dx 

a 

diesen Grenzwerth. (Vgl. §. 106. Beispiele des Unendlich Werdens 
der zu integrirenden Function in §. 122 Anmerk. und §. 132.) 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung eines bestimmten 
Werthes für jedes der beiden Integrale besteht aber darin, dass 

C— «1 C + 'i 

if{x) dx und lf{x) dx 

verschwinden , v^enn s stets kleiner als a ist und a nach Null convergirt. 

Bei einer Function, welche an einer Stelle in bestimmter Weise 

unendlich wird, ist diese Bedingung sicherlich erfüllt, wenn sie in 

der Umgebung dieser Stelle algebraisch von niederer als 

der ersten Ordnung unendlich wird; die Ordnung von — für 

X =^0 als Einheit genommen. Denn \^if{x) eine bei Annäherung 

an c wachsende Function, derart aber, dass in der Umgebung, von c 

(für X <c) ^ 

abs f{x) < 



(c - xY 

ist, unter A eine beliebige endliche Grosse, unter v einen positiven 
echten Bruch verstanden, so wird: 

0—« c~« 

('fix) dx <A Z*-^— -^- [£'-»■ -- «1—], 



c—a o—a 



und dieser Ausdruck convergirt (so lange 1 — v > 0) mit a und 8 
nach Null. 

Selbst wenn die Ordnung des Unendlichwerdens sich von der Ein- 
heit um keine angebbare Zahl unterscheiden lässt, wenn z, B.*) 

*) Riemann a. a. 0. S. 229. Eine allgemeine Bemerkung über die Trag- 
weite der logarithmischen Kpterien siehe du Bois-Reymond, Joum. f. Math. 
Bd. 76. S. 88. 

Ilarnack, Differential- u. Integralrechnung. 18 
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abs fix) < rzL 

wird, so ist: 

c — « c— « 

i'nx) dx <A f- — ,-.- = - [flog («)]-*— [log (a)l-l 

c~a c—a 

eine Grösse^ die falls v positiv ist^ mit a nach Null convergirt. Dagegen 
ist die obige Bedingung sicherlich nicht erfüllt, wenn die Function 
von der ersten oder von höherer Ordnung unendlich wird. Denn ist 

f(x) > -^ , 
' ^ ' ^ c — x^ 

so wird: 

Jf{x) dx > äJ~^ == A [log a — log f], 

c — o e—a 

und diese Logarithmen werden unendlich; ihre Differenz völlig unbe- 
stimmt*). 

Bei einer Function, welche an einer Stelle unbestimmt unendHch 
wird, braucht die Ordnung des Unendlichwerdens keinerlei Beschränkung 
unterworfen zu sein; so wird z. B. die Function 



cos v,e*/ H €' sin ve*/, 

welche für jeden endlichen Werth von a: mit der Ableitung: 

dx 

identisch ist, für x = völlig unbestimmt, indem dieselbe bei An- 
näherung der Variabelen an diesen Werth zwischen beliebig grossen 
(positiven und negativen) Werthen oscillirt. Trotzdem ist 

/ I cos \e') + Y^* ^^^ \^*/J dx =^ X cos ve*j + C 
auch für den Wertf,a: = 0; weil: 



*) log a — log £ s log — bekommt beliebige Werthe, je nachdem man das 

c 

Verbältniss der verschwindenden Grössen a : £ bestimmt. Lässt man — =»1 wer- 

£ 

den, so hat man einen Werth, für welchen der Logarithmus verschwindet. Man 
könnte also in diesem Sinne von einem endlichen Werthe des Integrales 

I sprechen, der sich bei einer bestimmten Art der Annäherung an die Un- 

J ^-"^ 

endlichkeitsstelle ergiebt. Solche besondere Festsetzungen, welche von Cauchy 

mehrfach angewandt wurden, werden als singulare Integrale bezeichnet, in die 

allgemeine Begriffsbestimmung aber seit Riemaon nicht mehr aufgenommen, 

weil sie besondere Untersuchungen bei jeder Rechnung erfordern. 
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/d [x cos G' )j ^ r / 1\ / i\i 
*- , dx = L^ cos \e^ ) — a cos \e"/J 

mit a und £ nach Null convergirt. 

Zusatz. Wird die Function in unendlich vielen discreten Punk- 
ten ihres Integrationsintervalles unendlich, so kann man das Integra- 
tionsintervall in eine endliche Anzahl von endlichen Intervallen zer- 
legen y in denen kein Unendlichkeitspunkt vorkommt, während die Un- 
endlichkeitspunkte in Intervalle eingeschlossen sind, deren Summe be- 
liebig klein w^ird. Das Integral bekommt eine Bedeutung, falls die 
Integrale, gebildet für die Intervalle, welche keine Unendlichkeitspunkte 
enthalten, nach festen Werthen convergiren, wenn man die Grenzen 
dieser Intervalle den Unendlichkeitspunkten beliebig nahe bringt. 

Bilden die Unendlichkeitspunkte eine lineare Menge, so ist solch 
eine Definition nicht mehr möglich, da es dann endliche Intervalle 
giebt, in denen überall unendlich viele solcher Punkte gelegen sind. 

149. Durch das Auftreten von Unendlichkeitspunkten (ich be- 
schränke die Untersuchung auf die Annahme einer endlichen Anzahl 
solcher Punkte) werden die in §. 146 gegebenen Sätze zum Theil 
modificirt. 

An Stelle des Satzes V., bei dessen Beweise die Endlichkeit der 
zu integrirenden Function wesentlich war, erhält man das Theorem: 

Sind tp (x) und ^ (x) zwei von a bis 6 integrirbare Functionen, 
von denen jede in gewissen Punkten c unendlich wird, doch so, dass 
kein Unendlichkeitspunkt von g) mit einem Unendlichkeitspunkt von ^ 
zusammenfallt, so ist auch das Product q>{x) • tl)(x) in diesem Inter- 
valle jedenfalls dann integrirbar, wenn die aus den absoluten Werthen 
von q) und ^ gebildeten Functionen 9, (x) und ^j (x) integrirbar bleiben. 

Zum Beweise dieses Satzes brauchen wir bloss ein Intervall von 
a bis c zu betrachten, in dem keine der Functionen unendlich wird, 
während die Grenze c Unendlichkeitspunkt für die eine Function, z. B. 
für (p(x), ist. Alsdann erkennt man: Der Betrag von 

tp (x) t {x) dx 



ß 



a 

ist kleiner als 



M 



'iq>^ (x) dx, 



unter M den grossten Betrag verstanden, welchen die Function ^ [x) 
annimmt. Der Voraussetzung nach bleibt aber der zweite Factor auch 
für (J = endlich. 

18* 
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Folgerung: Werden die integrirbaren Functionen jedesmal in 
bestimmter Weise unendlich, so ist ihr Product integrirbar; denn 
alsdann sind die Voraussetzungen des Satzes sämmtlich erfüllt. 

Fallen aber die Unendlichkeitspunkte zusammen, so lässt sich kein 
Schluss auf die Integrirbarkeit ohne weiteres ziehen. So folgt z. B. 
aus der Integrirbarkeit einer Function, welche unendlich wird, noch 
nicht die des Quadrates dieser Function: 
1 1 

wird unendlich. 



/ ' -^^ — " aber C-J^- 



Der erste Mittelwerthsatz in seiner Erweiterung für das Product 
zweier Functionen (VII.) gilt auch falls (p{x) in bestimmter Weise un- 
endlich wird, f{x) jedoch endlich bleibt. Auch hier ist das bestimmte 
Integral eine stetige Function seiner oberen Grenze (VlIL). Denn be- 
deutet c einen Unendlichkeitspunkt, so ist 

c-d 

Cf{x)dx = Lim f Cf{x)dx\=^Um \F{c - *)1. 

a a 0=0 J=0 

Da nun F eine stetige Function von d ist, so wird, falls ein Grenz- 
werth F(c) überhaupt existirt, auch 

abs [F{c) — F(c — d)] 

kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl s durch Wahl von ä. 

Der zweite Mittelwerthsatz (X.) behält seine Geltung, auch wenn 
die Function q)(x) unendlich wird; sobald nur (p{x) und f(x)q){x) 
integrirbar sind. Der DiflFerentialquotient des Integrales, gebildet nach 
der oberen Grenze (§. 147), wird in bestimmter Weise unendlich an 
jeder Stelle, an welcher die zu integrirendc Function stetig wachsend 
bestimmt unendlich geworden ist; ist dieses nicht der Fall, so braucht 
der DiflFerentialquotient der Function nicht mit dem Werthe der zu inte- 
grirenden Function übereinzustimmen; er kann auch unbestimmt 
werden. Es ist z. B. gemäss der Gleichung: 

d(a:»cos(e-)) (h^ ' (h ^ 

^ - = 2a: cos \e ) + sm \e'' ) • e' , 

X 



a 



Der Differentialquotient der Function F{x)a der Stelle iP = hat den 
Werth : 

' Lim ^m+3^.m^ = Lim [ä cos G^)] = 0, 
während die zu integrirende Function hier unbestimmt unendlich wird. 
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150. Wie schon im §. 106 gezeigt wurde; kaon das bestimmte Inte- 
gral auch einen endlichen Werth behalten, wenn die Grenzen desselben 

unendlich werden, indem man unter I f{x) dx den Grenzwerth versteht, 

a 
h 

welchen das Integral lf(x) dx annimmt; falls &=:(X) wird. Desgleichen 



ist: 



b b 

ff{x) dx = Lim 1 f{x) dx, (a = — cx)).*) 



— 00 



Durch die Substitution x = — is kann man die Untersuchung der 
negativ unendlichen Grenze immer auf die positiv unendliche bringen. 
Beispiele für das Vorhandensein solcher Grenzwerthe sind bereits früher 
gegeben. (Siehe besonders §. 107 und §. 137.) 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung eines bestimmten 
Werthes besteht aber darin ; dass 



to 



_//■« 



dx < ö 



u 



wird; wenn u hinreichend gross und w grösser als u angenommen wird. 
Bei einer Function, welche bei beliebig wachsenden Werthen von 
X nicht unendlich viele Oscillationen macht, ist diese Bedingung sicher- 
lich erfüllt, wenn sie für a; = oo algebraisch von höherer als 

der ersten Ordnung verschwindet, die Ordnung von — für 

o; = CX) als Einheit angenommen. Denn bilden die absoluten 
Werthe von f{x) eine abnehmende Reihe dergestalt, dass 

abs f{x) < 



V 

X 



ist, unter Ä eine beliebige endliche Grösse, unter v eine Zahl grösser 
als 1 verstanden, so wird: 



to w 



Jm dx < Aj'^-ß = ^- K-" - M'-*], 



u u 



und dieser Ausdruck convergirt (so lange 1 — i' < 0) bei wachsenden 
Werthen von u und w nach Null. 

« 

Wenn dagegen die Function von iiiederer als der ersten Ordnung 
*) Wie auch bei unendlichen Grenzen das bestimmte Integral direct als Grenz- 

werth einer Summe ^ dpfp betrachtet werden kann, hat Dini, Fondamenti 
p. 338 ff. gezeigt. 
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verschwindet (oder gar endlich bleibt), so ist die aufgestellte Bedingung 
nicht erfüllt. Denn falls 

so wird 

Jm dx > Aj'^ = ^- K- - «'-], 



u u 



und hier sind die Exponenten der beliebig wachsenden Werthe u und 
w positiv. 

Ueberhaupt erkennt man, dass die Untersuchung der im §. 148 

geführten vollkommen analog ist, weil duich die Substitution x = — 



lf(x) dx übergeht in 



dz 

z^ 



es muss demnach das Verhalten des neuen Integrales an der Stelle 
g = geprüft werden. 

Nach diesem Kriterium kann man z. B. ohne jede Substitution er- 
kennen, dass das Integral (§. 137): 

e~~"dx 



ß. 

00 



einen endlichen Werth haben muss; denn die Function 

— wird kleiner als — , 

sogar für jedes v > 1, weil 

Lim [rc"-! . e-*] = 0. 

«6=00 

Besitzt aber die Function für unendlich werdende Werthe von x 
unendlich viele Oscillatiönen, so braucht die Ordnung des Verschwindens 
keinerlei Beschränkung unterworfen zu sein. So hat z. B. 



00 



/ 



sin (x^) dx 



einen bestimmten endlichen Werth, wiewohl die zu integrirende Function 
für X =: <x> zwischen den Grenzen — 1 und + 1 völlig unbestimmt 
wird*). Denn es ist: 

fsi. (.'0 ä. = -/; [cos (.')J . ^ = - pLL-!>] _ 1 J%1> ä. 

u u u u 

w 

(cos w^) _, COS (t**) 1 /cos (X^) -, 



u 



') Pirichlet, Journal f. Math. Bd. 17. 



Das bestimmte Integral als Grenzwerth einer Samme. 279 

Die Differenz der beiden ersten Glieder ist, absolut genommen, nicht 
grosser als — Da femer die Function -~ ihr Zeichen nicht wechselt, 
80 wird nach dem ersten Mittelwerthsatze der Betrag: 

2j X* "* ~ 2j Ä« 2 [u w J ^ 21* ' 

u u 

da M einen Mittel werth von cos (o?^), also einen echten Bruch be- 
deutet. Sonach ist 



10 



abs / sin (x^) dx < y- 

u 

und wird mit wachsenden Werthen von u zu Null. 

Es ist 





Ein anderes Beispiel ist: 



J' 



8in X j 

dXf 



dessen Endlichkeit in ähnlicher Weise erwiesen werden kann. Lehr- 
reicher noch ist es, folgenden Process zu betrachten: Ist k; »= A;;r 4* ^ 
eine beliebig grosse Zahl {h ganzzahUg, a < 7t), so ist 

7t {k-l)Tt lc7t 

Die Glieder dieser unendlichen Reihe (für h=o6) bekommen wechselnde 
Zeichen und ihre Beträge nehmen ab; denn vergleicht man: 



I dx und I dx, 

lk-l)7t kJt 



sa wird, indem man die Grenzen des zweiten Integrales vermittelst 
der Substitution y s= x — 7t denen des ersten gleich macht: 

(i4-l)7r JcTt kTt 

kjt {k—l)7t (*--l)Ä 

Für wachsende Werthe von h convergiren die Beträge dieser Integrale 
nach Null ; mithin hat die unendliche Reihe für :z; «= oo einen endlichen 
Werth. Beachtens werth ist noch, dass: 




00 

sin X 



X 



dx 



/sin az -. , «.n 

—^de, (x = a0, a > 0) 
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so dass der Werth des Integrales von a unabhängig ist; er ist ^^ 

(§. 155). 

Die Convergenz dieser Integrale ist nur eine bedingte, d. h. sie 
kommt nur durch den Zeichenwechsel der zu integrirenden Functionen 
zu Stande; die Integrale, gebildet aus den absoluten Beträgen, sind 
divergent. Dass indessen auch bei Oscillationen zwischen Null und 
positiven Grenzen Integrale convergent sein können, ist von Du Bois- 
Reymond an einer allgemeinen Classe von Beispielen (Math. Aunal. 
Bd. 13) nachgewiesen worden. 

151. Differentiation dies bestimmten Integrales nach 
einem Parameter*). 

Für die Rechnung mit bestimmten Integralen ist ein Satz wichtig, 
welcher angiebt, wie das bestimmte Integral in gewissen Fällen nach 
einer Grösse diflferentiirt werden kann, welche in der zu integrirenden 
Function enthalten ist. 

Zunächst bemerke ich: Es sei die Function f{x, cc) innerhalb des 
Gebietes, welches durch die Werthe x = a bis x =^h und a = ß bis 
a = y bestimmt wird , eine stetige Function der beiden Variabelen x 
und a (§. 52), so ist auch das bestimmte Integral 

h 

f(Xj cc) dx 



ß 



a 



eine stetige Function von a. Denn lässt sich,i welchen Werth 

auch X haben mag, ein Werth h angeben, so dass im Intervall a 

bis a -\- h 

abs [f(x, a + A) — f{Xy «)]<*, 

so ist auch 

b b b 

if{Xy a + h)dx — ifipOy a)dx = I [f(x, « + Ä) — f{Xy «)] dx 



a 



seinem absoluten Werthe nach kleiner als ö (& — a) ; es kann also durch 
Wahl von h beliebig verkleinert werden. Diese Bedingung ist eine 
hinreichende; der Satz kann aber nicht umgekehrt werden. 

Der DifiFerentialquotient des bestimmten Integrales für einen be- 
stimmten Werth von a ist als Grenzwerth 

b b 

ff[x,a + h)dx-ff(x,a)dx k 

Lim ^ ^ = LimJ ^^^-^ + ^^""^^^'^) dx 



a 



zu berechnen; d. h. es ist zuerst bei einem endlichen Werthe von ä 
das bestimmte Integral auszuwerthen und dann die Grenze für ä = 



•) Thomas; Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale. S. 20 ff. 



ß 
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zu ermitteln. Es fragt sich; ob diese Processe auch in umgekehrter 
Folge vollzogen werden dürfen; ist dieses der Fall, so hat man den 
Differentialquotienten des bestimmten Integrales durch ein neues Integral, 
nämlich 

b 

da 

a 

dargestellt, was ein wichtiger Satz für die Berechnung von bestimmten 
Integralen wäre. 

Setzt man, um die Bedingung dieses Satzes zu erkennen 

so ist (p eine mit x und h veränderliche Grösse, die für Ä = Null wird. 

Wir wollen nun annehmen, dass der Differentialquotient ^— ebenso 

wie f im Intervalle a; = a bis a; = 6 eine stetige Function von x ist, 
dann ist auch bei jedem Werthe von Ä, tp eine stetige Function von a?, 
so dass beide Functionen auch integrabel sind*). Also wird: 

j>(., « + ft) - A^. g) ^^ = /W^«) dx + yV {X, «, h) dx. 

a a a 

Lässt man in dieser Gleichung den Werth h nach Null convergiren, so 
geht sie nur dann in die gewünschte Gleichung 

b b 

Lim r/-(^. a+h)- f(x^ ^^ _ rdfM,_c^ ^^ 

h=zoJ h J da 



a 



über, falls 6 

Lim I q> (x^ a^ h) dx 

Ä=Ot/ 
a 

stetig zur Grenze Null convergirt. Die nothwendige und hin- 
reichende Bedingun g besteht also darin, dass sich zu jedem 
noch so kleinen Werthe d ein h ermitteln lässt, so dass 

b 

abs / q){x, a, h) dx\ K d. 

a 

Diese Bedingung* lehrt, dass der Satz von der Vertauschung der 
Integration und Differentiation keineswegs immer statt hat. Er wird 
z. B. bei allen denjenigen Functionen /' nicht gelten, bei welchen. 



*) Ist -^ keine integrabele Function, so ist die Möglichkeit dos Satzes 
überhaupt ausgeschlossen. 
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während q) stets dasselbe Zeichen hat, die Stellen x, an denen der 
Ungleichung 

abs [q> (x, «, Ä)l = abs p.« + ft^-A^.«) _ 8/^^)1 <. g 

nicht durch einen angebbaren Werth h genügt werden kann^ einer 
linearen Punktmenge angehören*). 

Es lässt aber der Gang unserer Untersuchung eine Bedingung er- 
kennen, welche hinreichend ist. Ist nämlich ^^^*"^ bei jedem 

Werthe von x auph eine stetige Function von a, so lässt sich mit 
Hülfe des Mittel werthsatzes die obige Ungleichung in der Form schreiben : 

abs [ df{x,a + e h) _ df{x,a) l ^ g^ 
l da da J 

Soll diese Bedingung für alle Werthe von x innerhalb des Integrations- 
intervalles im allgemeinen (mit Ausnahme allenfalls einer discreten 

Punktmenge) erfüllt sein, so muss y^ im allgemeinen eine gleich- 
massig stetige Function von a sein, und folglich auch im allgemeinen 



X 



*) Es sei I /*(«;, a) day^ojsin f 4arctg — j, also eine stetige Function beider 





Variabelen, so ist 



fix, a) = sin U arctg -^^ - jrf^ ^^^ (^ *^^*S •^)- 

An der Stelle a;=»0, a = soll /"(O, 0) = sein; diese Festsetzung hat keinen 
Einfluss auf das, Integral. 4m übrigen gilt die Gleichung bei jedem Werthe von 
x; für of = ist f(x, 0) = 0; für a; = ist /*(0, a) = 0. Differentiirt man das 
Integral nach a, so erhält man 

X 

-ö— I fiXj a) dx = 5- cos (4 arctg — ) 



« '+ o;« 



und für a = ist dieser Werth gleich 4. Es wird aber 



/p-^^]««-». 



a=.0 

weil 



= 0. 



n -1 sin (4 arctg 4^ J 

ra^^n ^ ^^ _{ ^; 4._ / A«x 

L dcc' J Ja=oL Acc x^ + Aa^^^^y"^^^^^ X J 

Der Satz von der Yertauschung besteht also nicht, wiewohl f(Xj cc) und ebenso 
^ - — - bei jedem Werthe von x stetige Functionen von of sind. 
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eine stetige Function beider Yariabelen. Mithin besteht der 
Satz: Lässt sich hei einem hestimmten Werthe von a ein Intervall an- 
geben, so dass ^' im Gebiete von a bis a -{- h und von x => a bis 

X =^b eine im allgemeinen stetige Function der beiden Variabelen ist, 
so wird 

d 



'^Jn.,a)dx^f-if^dx. 



(Auch ist es für die Gültigkeit des Satzes hinreichend^ dass das be- 
stimmte Integral eine solche Function seiner oberen Grenze x und des 
Parameters a ist, für welche die ersten Ableitungen nach x und a 
stetig sind, und der Satz von der Vertauschbarkeit der Folge der 
Differentiationen nach x und a (§. 54) besteht. Denn bezeichnet man 



ß 



f{Xj «) dx = F{x, a)y 

a 

SO ist 
^j:-f(x a\ ^^- ^^("^'"^ ^l- - -^— f'fCx a) dx 

a 

und aus der Gleichung: 



da dxd( 



folgt durch Integration: 



a 



P-^-^ '- = j-Jn-' «) '-■) 



Hängen die Grenzen des Integrales gleichfalls von dem Parameter a 
ab, so erhält man die Ableitung nach a, vorausgesetzt, dass die Dif- 
ferentiation unter dem Integral zulässig ist, durch die Formel: 

b b 

^ff{x, a) dx = m, «) 2 - f{a, «) If +p-^ dx. 



a 



152. Die vorstehenden Sätze bedürfen noch einer Ergänzung, 
«wenn die Grenzen des Integrales oder die zu integrirenden Functionen 
unendlich werden. Ich betrachte, ohne alle Möglichkeiten zu er- 
schöpfen, folgende Fälle. 

a) Ist f(x^ a) eine stetige Function beider Variabelen in dem Ge- 
biete für X '^ a bis x =^ oo und für « = /3 bis « = y , so ist 

00 

f{Xj a) dx 
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doch nur unter einer gewissen Voraussetzung eine stetige Function 
von a. Es' ist " 

OD tO 

/ [f{Xj a + Ä) — f{x, «)] d^ «== / [f{x, a + h)-'f{x, «)] dx + 



a 

00 



+ / [f(^) cc + h) — f{x, «)] dx. 



Damit dieser Ausdruck durch Wahl von h kleiner ab d werde, muss 
die Function so beschaffen sein, dass für alle Werthe im Intervalle 
a — h his cc -]- h ein und dasselbe w ausreicht, damit 

00 



/' 



[f{x, « + Ä) — f{Xy a)J dx < S 



w 



wird. 

oo 



Es 



ist z. B, f ?^^— da; =+ — jr für jeden endlichen Werth von a, 



aber für a = ist der Werth des Integrales Null. Es ist also das 
bestimmte Integral keine stetige Function von a^ wiewohl die zu inte- 
grirende Function stetig für beide Variabele ist. 

Die Voraussetzung ist aber erfüllt, wenn die Function f, welchen 
Werth auch a haben mag, für ä; = oo in bestimmter Weise und zwar 
von höherer als der ersten Ordnung verschwindet. Denn alsdann kann 
man erst w so gross annehmen, dass 

CO 



/ 



[f{Xy a + Ä) — f{Xy «)] dx< — 



und dann den Werth von h so bestimmen, dass 



10 



/ 



[f{x, « + Ä) - f(Xy «)] dx <^ 



wird. 

In diesem Falle ist die DiflFerentiation unter dem Integral-* 

zeichen sicherlich möglich, wenn auch \^' eii^e stetige Function 

beider Variabelen ist, die für a; = oo in höherer als der ersten Ord- 
nung Null wird. Denn setzt man: 

f{x, tt + fe) — fi^, «) df(x,ct + Oh) 
so ist 
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CO w 

r^ f{x,a + h)-fix,a) _ dßx.cc)'] ^^ „ rr dnx.a+eh) _ df{x,cc) \ ^^ 
J \_ h dcc ] J L ^" da ] 





+ r[ df{x,a + Qh) _ df^a)] ^^ 
./ L 9« da J ' 



10 

Die rechte Seite dieser Gleichung convergirt, wie eben gezeigt wurde^ 
mit h nach Null und also ist 

oo 00 

Li^ jA^^iLiJWC^ «) ^^ _ p-^-^"-^ dx. 

~" 

b) Wird eine der Functionen /"(iC; a) und -~, oder auch beide zu- 
gleich, innierhalb des Intervalles an der Stelle x = c unendlich, doch 
so, dass für beide die Integration gestattet ist, während cc innerhalb 
eines Intervalles cc — h und « + Ä variirt , so ist es wiederum eine 
hinreichende Bedingung für die Gültigkeit des Satzes von der DiflFeren- 

tiation unter dem Integral, wenn -J- in bestimmter Weise von nie 

derer als der ersten Ordnung unendlich wird, im übrigen aber stetig 
bleibt. Denn es ist 

c c—d c 

^ffix, «) dx = Umff^^^^+^-(^^^ dx +ßJ^i^+^J(^ dx. 

a a c — d 

Das erste Integral der rechten Seite geht nun, wie klein auch immer 
S ist, in den Werth des Integrales 

c-d 



f 



m^dx 



a 



über, der zweite Theil erhält die Form 

pis^i^±mdx 

c-d 

und kann der Voraussetzung nach, wie klein auch immer h gewählt 
wird, lediglich durch Wahl von d kleiner gemacht werden als eine 
beliebig kleine Zahl. Es unterscheidet sich also 

o-ö 

d 

a a 



C 0—0 

^-Jf(x,a)dx von ß-^-^ dx 



beliebig wenig, indem d nach Null convergirt; d. h. es besteht die zu 



beweisende Gleichung: 
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c 



Ljf^x,a)dx=^p^dx. 



a a 



153. Integration eines bestimmten Integrals nach einem 
Parameter. 

Ist das bestimmte Integral eine stetige Function des Parameters 
a innerhalb gewisser Grenzen ß und y^ so ist es auch zwischen diesen 
Grenzen sicherlich integrabel in Bezug auf a. 

Bezeichnet man 

h 



ß 



f{x,a)dx = F(cc) 



so ist: 



a 



I F{a)da= 1 da lf(x,a)dx. 

ß ß a 

Einem solchen Ausdrucke hat man den Namen eines bestimmten 
Doppelintegrales beigelegt; er ist so zu verstehen, dass erst die 
Integration nach x dann die nach a ausgeführt werden soll. Die all- 
gemeine Theorie der Doppelintegrale wird im Capitel 8 behandelt werden ; 
hier soll nur eine Frage gelost werden. Angenommen die* Grenzen a 
und hy ß und y seien von einander ganz unabhängig bestimmte Gon- 
staute und f{x,a) sei eine stetige Function beider Variabeleu, ist 
dann die Reihenfolge der Integrationen von Einfluss auf 
das Resultat; oder ist: 

Y b b Y 

I da I f{x^a)dx = 1 dx j f{x,a)da? 

ß a a (i 

Für b =^ a werden beide Ausdrücke Null. Sie sind also gleiche Func- 
tionen von 6, wenn ihre Ableitungen nach h übereinstimmen. DifiFeren- 
tiirt man beide Seiten dieser Gleichung nach der oberen Grenze 6, 
so muss 

y 6 y y 

-^ I da I f(x,a)dx = \ 1 f(x^a)dx\=: lf(Jb,a)da 

ti a (i für «=6 ß 

sein. Das heisst aber, das Integral in Bezug auf a auf der linken Seite 
muss die Differentiation unter dem Integralzeichen gestatten. Dieselbe 

b 

ist aber gestattet, weil die Ableitung von jf{Xya)dx nach b gleich 

a 

f(b,a) der Annahme nach eine stetige Function der beiden Variabelen 
a und b ist. Die Umkehr ist also für eine stetige Function zweier 
Variabelen statthaft. 
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Sind die Grenzen b und y unendlich , so ist 

00 OO W u 

/dajf(Xytt)dx^=ln\m I da\ Lim \ f{x^c^)dx\ 

/». a ß « 

00 00 U W 

/dx I f{x,a) da ^=^ Lim fdx\ Lim 1 f(x,a)da\, 

a p a p 

Ist nun fiXjO) bei beliebig wachsenden Werthen von x und a eine 
stetige Function beider Variabelen, so besteht die Gleichung 

V} u u w 

I ^i^ I f{^) cc)dx '^ I dx j /'{Xf a) da, 

p a a p 

Lässt man zuerst u beliebig wachsen^ während der Werth von w be- 
liebig gross festgehalten wird, und sind die Functionen f{x,a) und 

I j f{x,a)da in Bezug auf x auch für unendliche Grenzen integrirbar, 

I /* 

i so folgt die Relation 

10 CO 00 10 

/da j f{x^a)dx = 1 dx j f{x,a)da. 
a ^ ß 

Wächst nun auch w beliebig und geht dabei die linke Seite in einen 

bestimmten Werth über, so wird auch auf der rechten Seite die Grösse 

I . w durch den Werth oo ersetzt werden dürfen, falls noch die Bedingung 

I erfüllt ist, dass sich eine obere Grenze w ausfindig machen lässt, so dass 

OD OÖ 

I dx j f(Xya)da 

a 10 

kleiner bleibt als eine beliebig kleine Zahl d. Denn alsdann sind 
beide Seiten stetige Functionen von w. Das wird insbesondere 
dann der Fall sein, wenn die Function f(x,a) die Eigenschaft hat, 
dass sich, welchen Werth auch x haben mag, eine untere Grenze 
für a angeben lässt, so dass die Function f^x^ a) absolut kleiner bleibt 

als ^ wobei v > 1 und <p {x) eine zwischen den Grenzen und cx) 

integrirbare Function von x bedeutet. 

Wird die Function f{x,a) an einer Stelle x =^ c unendlich, doch 
so, dass bei allen Werthen von a zwischen ß und y die Integration bis 
zu dieser Stelle gestattet ist, so ist 

y c — d e— d Y 



j da i f {x^a)da = j dx 1 f{x^a)da 

i d a p 
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wie klein auch d gewählt wird. Lässt man nun d nach Null convergiren, 

Y c 

wird die linke Seite in den Werth j da 1 f(Xja)da übergehen, falls 



c 

Werthen von a zwischen ß und y hinreichend ist, damit j f{x,a)di 



so 

sich eine Grösse d angeben lässt, welche im allgemeinen bei allen 

c 

{Xja)dx 

kleiner als eine beliebig kleine Grösse s werde. In den nämlichen 
Werth geht daun auch die rechte Seite, falls sie überhaupt einen be- 
stimmten Grenzwerth hat, als stetige Function von d über. 

Diese hinreichenden Bedingungen sind z. B. erfüllt, wenn 

Q.h8 f{x,a) < (^— ^,, {v < l) 
während A als Function von a endlich bleibt. 

Beispiel, f ?^^^-^ da; == y ä (§. 150 u. 155) für jeden end- 



liehen Werth von «; ausser für a = 0, wo der Werth des Integrals 
Null ist. Trotzdem ist eine Integration nach a z. B. zwischen den Grenzen 
Null und 1 möglich: 

1 00 1 

f j i sin ccx j 1 / -, 1 

I da I dx = ~ 7C i da = — 7t. 

u u 

Durch Vertauschuug der Folge ergiebt sich: 

GO 1 CO QO 

J'dx i . 7 A — cos aj , o /^(sin x)^ ^ 1 

Ü Ü Ü 

Ein Beispiel, dass die Vertauschung der Integrationsfolge bei 
unstetigen Functionen nicht denselben Werth ergiebt, ist das folgende*): 

/"/^Fi3^ ist nieit gleich /^^^ ' 

Ü . 

Hier ist die zu integrirende Function an der Stelle a; = 0, a = unstetig. 

Es ist 

i i 



y '(«g— x^)dx ^^ r a; 1 ^ 1 



^ ü 

Das erste Doppelintegral wird demnach gleich 

1 1 



/r4^ = [arctg«]=^. 





♦) Cauchy, Lebens de calcul different. et integral rädigt^es par Moigno. S. 85. 
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Dagegen ist , 

1 1 

[«« — ^) da r « 1 _ _ 1 



/ 





also wird das zweite Doppelintegral gleich — ^ • 

Man bemerke^ dass dieser Unterschied schon dadurch herbeigeführt 

wird, dass 

1 

/ (««— a?^)da? 

zwar im allgemeinen für endliche Werthe von a den Werth , ^ hat, 

1 

für a s= aber gleich — / -^ also unendlich wird; es ist der Werth von 



1 1 

Lim r Pf-^'lff 1 von dem Werthe /Yim [ /"' 7 tl \dx 

verschieden. In Folge dessen wird schon in der Umgebung der Stelle 
a; = 0, a = 



»« f / e i-^9- = f > , ^o «a = aret» ^ 





Dagegen : 



== arctg ^ 










= — arctg ^ 



Die Werthe der Doppelintegrale sind völlig unbestimmt, abhängig von 
der Art, in welcher ä' und d nach Null convergiren. (Vgl. §. 168.) 



Siebentes Capitel. 

Beispiele zur Berechnung bestimmter Integrale. Die Fundamental- 

formein für die Euler'schen Integrale. 

154. Erste Gruppe. 

1 1 

1) j';c^-^dx^[^]^^ (a>0). 



Durch successive Differentiationen nach dem Parameter a folgen die 
Integrale: 

Harnack, DiflTerential- u. Integralrechnung-. 19 
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1 

2) f3f-H{x)dx=-^,, 


1 1 

Alle diese Integrale gelten (nach den Sätzen §. 152 b und §. 148) für 
a > 0. Durch Integration nach dem Parameter a zwischen den Grenzen 
a = a und ß folgt: 

jdaja^-^dx =fdxjx^-'da = fdx ~-j^-^=l(~) ' 

a Od 

Diese Formel gilt falls cc und /J > 0. 

Denn solange a positiv ist, bleibt nicht nur xf^"^^ sondern auch 

j,. an den Stellen ic = und x = 1 integrabel, und es ist auch die 

am Schluss von §. 153 angegebene Bedingung erfüllt. 
Setzt man a = 1; so folgt: 

1 

3) fd^^I^ = l{ß,). (ß>0). ^ 



Substituirt man an Stelle von x die Function e^^, so werden die 
Grenzen statt und 1, cx) und 0, und man erhält für a > 0: 

.00 



la) le-« 

Ü 

CO _G0 



»dx «= — • 

a 



2a) je-^'xdx=^—^ — j e^^^'x^^^dx = ^^^^—^^ (»positiv ganzzahlig). 

/oo 
^ _? dx=^l{a). 



156. Zweite Gruppe. (§. 140.) 
Es ist: 

00 



ß 



a» + 6' 
1) - " • (a>0) 



ß- 



.00 

a 



«* COS bxdx = 



a« + 6* 





Durch Differentiation nach a folgt: 

/ff) 00 

ß-ax^ff gin ixdx = /-2 r 5^)2 } I ß^^^x cos bxdx = 



ü Ü 
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Durch Integration nach a zwischen den Grenzen cc und ß folgt: 

00 



J 



sin bxdx ^= arctg -^ — arctg -^ • 



X 

3) (« und ß > 0). 

5 cos hxdx = y 7 -^^, . 



/ 



Lässt man in dem ersten der beiden Integrale a nach Null convergiren, 
so wird: 

00 

4) / "~ ^ sin hxdx = arctg -^ • 

Denn das Integral 3) ist eine stetige Function von « einschliesslich 
des Werthes a = 0. Zerlegt man nämlich, wie §. 152 es erfordert, 
das Integral von bis w und von w bis oo, so erkennt man 

JQO 

— hx i 

sin bxdx 



c'**— 1 






kann unabhängig von dem Werthe h lediglich durch Wahl des Werthes 
w kleiner gemacht werden, als eine beliebig kleine Zahl, weil (§. 150) 



J ^ 

w 



sin hx j 

dx 



durch Wahl von w beliebig verkleinert werden kann und 

sin hx 



/ ^e-^^sii 



dx 

f X 

V) ■ 

nach dem zweiten Mittelwerthsatze gleich dem Producte von 



u 
i-A« C± 



X 



w 



ist, wenn die obere Grenze u eine Zahl zwischen w und oo bezeichnet. 
Desgleichen ist das Integral 4) eine stetige Function von /J. Lässt 
man also ß unendlich werden, so folgt 

5) ß^dx^±^ 

Ü 

je nachdem 6 > oder < 0. Dieses bestimmte Integral ist aber, wie 
schon früher erwähnt wurde, keine stetige Function von 6 an der 
Stelle 6 = 0; denn hier erhält es den Werth Null. 

Die Formel 5) lässt sich in allgemeiner Form ausdrücken. Er- 
setzen wir in derselben h einmal durch h -\- a und ebenso durch b — a, 
und nehmen an, dass b > a und beide Zahlen > sind, so ist 

19* 
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00 00 

/ sin (b-{- a) X , n^ / sin {h — a) x , n 

f X "^ ~~ Y / X ~ 2"* 

Demnach ist auch^ wie durch Addition und Subtraction folgt: 



(30 00 



/'sin hx cos ax -,_ n /*sin an; cos hx -, ri ri. ^ \ 

J dx=^ J dx = (b>a) 



ü 

oder 



00 

6) — I ^^^ da: = 1 oder = 0, je nachdem 6 > oder < a. 

11 ^ X 







ist 1 /S 



17«.. i * X A i sin ^hx j 1 

i^ ur a = ist — I dx =-^ 

X 2 





156. Dritte Gruppe. (Laplace^sche Integrale.) 

,00 

Setzt man u = /— ^ —J^ dx {a und 6 > 0), so ist w = 



solange 6 < a und w= y solange b > a, Multiplicirt man beide Seiten 

mit e~^% wobei c positiv ist, und integrirt von 6 = bis 6 = oo, 
so folgt: 

fue-^'dh = ^f%'db = f ^ =ß-»cdhß^^^^^ dx. 

ha ü 

Vertauscht man die Reihenfolge der Integrationen in dem Integrale 
rechts ; so wird dasselbe: 

/^ cos axj% sin Ixdl = fe^, dx. 



Sonach ist 

— ac 



f' 

J d^ + x^ 2 c 





cos ax n n e 



Das Integral ist eine stetige Function von a. Wird a negativ, so 
bleibt die Function unter dem Integral ungeändert, also ist 

^. / 'cos ax -j n e+^^ (je nachdem a > oder < 0) 

^ J ?+^ ^^— -2 • -~i~ gilt auch für a = 0, 

Differentiirt man nach a, so folgt: 

QN Uc^maxdx i «^ +ac (J® nachdem a > oder < 0) 

^ J c« + Ä« = ± '2 ^ f ür a = gilt diese Formel nicht mehr. 



Die Differentiation nach a ist gestattet (§. 152). Eine weitere Differen- 
tiation unter dem Integralzeichen nach a ist dagegen nicht möglich, 
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weil die Ableitung zwischen den Grenzen und cx> nicht mehr integrir- 
bar ist. Integrirt man die Gleichung 1) nach a zwischen den Grenzen 
und a, so folgt, wenn dieser Grenzwerth positiv ist: 



I 00 

I 





Dagegen fiir ein negatives a: 



Das Integral 1) kann auch nach dem Parameter c successive differen- 
tiirt werden. 

157. Vierte Gruppe. (§. 139.) 

/« j sinrc**""^ cos 03 I n — 1/ . « »j 

n * n J 



I 2 2 



/^mx'^dx = ^ / ÄxiX^'''^dx, 

Ist n =»2m eine ganze gerade Zahl, so wird 



2 

2w — 1.2m — 3...3.1 n 



Änx'^^^dx = 



J^ — 2m.2w-2...4.2 2 



Ist n == 2m 4" 1 6^^^ ganze ungerade Zahl, so wird 



2w.2m— 2. ..4.2 



Jt ^«^ — 2w+ 1.2m- 1... 5.3 





sinx^"*'^^dx = 



Nun ist sin x zwischen den Grenzen Null und — ein echter positiver 
Bruch, also 









Tt 

2 


7t 

2 

-^dx > /si 


n 

2 






k 






j 


sin:z;2//i 


nx^"'dx > 1 sinx^ 


''"^^dx 


















u 








i 2 


4 

• 

5 


2m 

• • • ■ — 

2m 




n 1 3 
2 2 4 


2m— 1^2 4 
2m ^ 3 ' 5 * 


2m — 
2m — 


2 

1 


2m 


i 3 


2m + 1 


Vlultiplicirt man mit dem E^actor 


von y, SO folgt: 












2 

1 


2 4 

3 3 


4 2m — 
ö 2m — 


2 2m — 2 2m 

3 2m— 1 2m— 1 














>i 


2 4 4 

3 3 5 


2m — 2 2m — 2 
2m — 3 2m — 1 


2m 
2m — 1 




2 m 




21 


r/i + 1 










A -^"^ ^ 


A 2m 









2 ^ "" 2m + 1 
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Die Grösseu Am bilden mit wachsenden Werthen von m eine Reihe 
von abnehmenden Zahlen, grösser als y, die also eine bestimmte 
Grenze haben muss. Andererseits kann man aber m so gross wählen, 

O Abi 

dass sich Ä m beliebig wenig von Am • — XT unterscheidet, d. h. der 
Grenzwerth von Am unterscheidet sich beliebig wenig von y, oder es 



ist also 



n 


2 


2 


4 


4' 


6 


6 


2 


1 


3 


3 


5 


5 


7 


7t 

2 








n 
2 







in infinitum*). 



Es ist auch I cosa;"da? «= jsinx'^dx. 
u 

158. Fünfte Gruppe. 

Zur Auswerthung des Integrales 



OD 



e~^^dx 



dient folgendes Verfahren. Man bezeichne den Werth mit A und 
führe für x eine neue Variable ein durch die Gleichung x = az^ 
so ist 

CD 

A = I e'-''^'''ad0. 



= / 6-«'*'a< 



Multiplicirt man diese Gleichung mit e-"''da und integrirt alsdann von 
a s= bis 00, so wird 

00 00 00 00 

Afe-^''da = A''=J d^fe-^'^'+^'^ada = y Aq^a = j, 

also ist 

1) ' A = Ce-'^dx = ^-, C e-'" dx ^ )/«. 

—00 

Setzt man in dem zweiten Integrale für x den Werth xYa, so ist 

+00 

2) fe-^'^dx^^^' (a>0) 



— 00 



Durch w malige Differentiation nach cc folgt: 



*) Wallis, Arithmetica infinitorum. Erste Darstellung einer Zahl in Form 
eines unendlichen Productes. (Vgl. §. 39 und §. 163.) 
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+ 00 

3) Je--^'x^-dx =]/% . JLMil^JLzil) «-(n+l) . (« > 0) 

-00 

Substituirt man in dem Integi^ale 1) für o?, a; + a, so folgt: 

•4- 00 

4) I e-^'^^'^^dx = /tc . e«' . 

— 00 

Setzt man hier für Xj xj/a und für 2aj/a den Werth 6, so wird 

5) fe-«^+*^da; = i^.c*^ (a>0). 



— 00 



Aus der zweiten Gleichung in der Form: 



00 

^ = r^ i\-''--'dX (ß > 0) 



folgt: 

00 00 00 



Die Integrationen können vertauscht werden; denn sinae~«** ist eine 
allenthalben stetige Function, die für a = oo in höherer Ordnüiig 
unendlich klein wird als jede algebraische Function; folglich ist: 

oo 00 00 00 

y'sin a -, 2 /*, /* «^ti • j? 2 {* dx 2 n 

—jrr- da = rj= I dx I ß-«^ siu ada = -— 1 -t-t- r = ,/^ : — ^ , 
K» Vt^J J VnJ ÄJ' + 1 Vn 4 sin ^ ' 

* 

also 

00 OD 

6) I -i°J^ cla = y Y ' Ebenso findet man : / ^^J^ dcc==^ 1/ — ' *) 

0. 

159. Sechste Gruppe. 

Im §. 115 wurde die Formel bewiesen: 

y* x'^^^dx 5r c~v~V/"* (m und M positiv ganzzahlig, m < w) 
~^« + e«' — ^ • " sin" m ^ ? . — 3r < a < + ;r. 

*» 

Setzt man a;** = ;2? und bezeichnet den rationalen Bruch — mit a, 
80 wird 

2) fj!lll^ = -._^' - . ^(«-D«.-. (0 < a < 1, - ;r < « < + jt). 

,/ ;? + e"* sin a TT v ^ ^ 7 ^ ^ i y 



*) Auf diese Integrale wurde Euler "geführt bei der Aufgabe, diejenigen Curven 
zu bestimmen, deren Krümmungshalbmesser den Längen des Curvenbogens um- 
gekehrt proportional sind. (Euler's Integralrechnung, übers, v. Salomon. Bd. IV. 
Supplemt. S. 321.) 
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Diese Gleichung gilt zunächst nur für rationale echte Brüche. Da 
aber das bestimmte Integral ebenso wie die Function auf der rechten 
Seite eine stetige Function von a ist (Beweis nach §. 152), so bleibt 
sie auch für jede irrationale Zahl kleine;* als 1 bestehen. Für a = 
ergiebt sich: 



3) 



u 



dx 



n 



sinaTc 



(0 < a < 1), 



oder; indem man das Integral in die Grenzen Null bis Eins und Eins 
bis oo zerlegt, und in dem zweiten statt x den Werth — einführt: 



00 



x+l "T"J x + 1 J x+i "^ J x+\ 







-0 







4) 



1 

f'^'^lf dx = ^^^— (0< a < 1). 
J x+l sma« ^ ^ ^ 



Während das Integral 1) für « = 4-ä keinen endlichen Werth mehr 
hat, weil die zu integrirende Function an der Stelle x = l unendlich 
in der ersten Ordnung wird, so muss doch das Integral 



00 

ß 



0?" + ^' 



dx 



auch für a = JT bestehen, weil sich der Factor x — 1 im Zähler und 
Nenner weghebt. Den Werth des Integrales kann man als Differenz 
zweier Integral werthe 1) darstellen, also: 



/ 



— diC= — 

aj^ + e^* w 



c-('-?)a.- e-O-v)^* 



sm — n 
n 



sm — jr 
n 



Beide Seiten sind stetige Functionen von a einschliesslich desWerthes 
X = 7t, und folglich ergiebt sich 



5) 



/ 



-— dx^= — 

a;»— 1 n 



m ^. 
— itt 

m 
sin — n 

n 



. m 

sm — 7t 
n 



t — 3t i — = 



^ r^ x^ wi' ,* m 1 



Setzt mau x'* 



6) 






^> n 



m 



a, — = 6, so wird: 



dz '^ 7t [cotg a7t ^ cotg 6»] (0 < a und 6 < 1). 
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Sei 6 = 1 — a: 

— — d0 = 2ä cotg ajt. 



160. Die Euler'schen Integrale (Gammafunctionen). 

00 

ix'^er^ dx hat, wie im §. 154 gefunden wurde, für jeden posi- 



tiven ganzzahligen Werth von n den Wertb w! = 1. 2 . . . w. Indem 
diese Beschränkung für den Exponenten von x aufgehoben wird, ent- 
steht das Problem, welchen Werth besitzt das Integral 

00 

x^-^ ß-« dx 



ß 





bei beliebigem Werthe von a? Bei jedem endlichen Werthe der oberen 
Grenze lässt sich der Werth durch eine Reihe darstellen, indem man 
die Exponentialfunction durch ihre Potenzreihe ersetzt; aber für eine 
unendliche Grenze liefert dies Verfahren keine directe Losung. 

"Das Integral hat einen endlichen Werth nur für a > 0; denn ist 
diese Bedingung nicht erfüllt, so wird die zu integrirende Function 
für a: = von höherer als der ersten Ordnung unendlich (§. 148). 
Man nennt das Integral nach Legendre das Euler'sche Integral 
zweiter Gattung, und bezeichnet den gesuchten Werth, als eine 
Function des Exponenten a, kurz durch f (a) die Gammafunction *). Es 
ist also: 



00 



I) /V-ie-*da? = r(a) 





1 
, l 

X 

00 i 



eine definirende Gleichung. 

Ersetzt man x der Reihe nach durch x^ , l— und hx (Je > 0), 
so wird: 



ersetzt durch — x^ dx, also: 1) je v^^) dx = a r(a) (a>0), • 



dx 

a 





1 



dx ersetzt durch ?, also: 2) 1 (l—Y"^ dx = r(a) (a>0). 





00 



dx ersetzt durch Jcdx, also: 3) rer^^x^^dx=^,(a>0,Jc>0), 



*) Euler: Inst, calc. integr. P. I. Cap. 4. 8. 9. Femer Nov. Comment. Acad. 
Petrop. Tom. XVI; in der Uebersetzung der Euler'schen Integralrechnung von 
Salomon Bd. IV Supplement III. Legendre: Trait^ des fonctions elliptiques 
et des integrales Euldriennes. Tome II. 
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Diese Integrale sind ebenfalls berechnet, sobald der Werth von 
r(a) bekannt ist. 

Auch für complexe Werthe von a behält die Function V{a) einen 
endlichen Werth, falls nur der reelle Theil von a positiv ist. 

Denn setzt man a ^= u -\- iß und beachtet, dass 

g^iß ^ ^ßHx) = cos {ß.l{x)) + i sin {ß .l{x)), 
so wird: 

CD OD 

r(a + iß) = /ic«-i cos (ß.l{x)) e-* dx + i A«-^ sin {ßd{x)) er^ dx. 



Es ist aber : 

Lim I I x^-^coHiß.^x)) e-"dx\ = Lim \m 1 o(f-^ er' dx\=0 
d d 

für * = 0, £ = 0, 

Lim / x""-^ cos {ß ,l{x))e-''dx = Lim M 1 x^-^ e-* tia; = 

u u 

für u = cx), w = oc, 

wobei M und M' bezügliche Mittelwerthe der durchweg endlichen 
Function cos{ß.l{x)) bezeichnen; und analoges gilt für das zweite 
Integral. 

Im Folgenden soll indess nur die Lösung der Aufgabe erzielt wer- 
den, die Gammafunction für reelle Argumente zu berech- 
nen; wiewohl die folgenden Sätze zum Theil auch für ein complexes 
Argument gelten: 

161. Erste Eigenschaft. Aus der Formel: 

d(e-» x^) = ac' xf^-^ dx — e*"* xf^ dx 
folgt durch Integration zwischen den Grenzen Null und oo: 

OD OD 

= a /e-* o;«-^ dx — l er' x"" dx oder II) r(l -f a) = aV{a). 



Darnach ist für die Reihe der ganzen Zahlen: 

r(l)=/ e-*da;= 1, r(2) = 1 r(l) = 1, r(3) = 2r(2) = 2. 1, 



r(4) = 3 r(3) = 3! r(w) = » — l ! 

Desgleichen ist, wenn man für a den Werth a-{-n — \ substituirt 
und unter n eine ganze Zahl versteht: 
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ir) r(a + n) = {a + n — 1) (a + n — 2) . . . a r(a) *). 

Diese Gleichung lehrt ^ dass die Gammafunction, sobald sie für alle 
echten Brüche bekannt ist, für jeden andern Werth von a ohne 
Schwierigkeit berechnet werden kann; so ist z. ß. 

r(|)-ra + 8)-|4'|r(|). 

Zweite Eigenschaft. Aus der Formel: 




folgt; indem man ä = c + j/ setzt (c und j^ > 0) : 



CO 



e-(<^+y)'^ x^^ dx = 



r(a) 



Multiplicirt man beide Seiten mit e~^^ y^^ dy, wo 6 und k positiv 
sind, so folgt durch Integration: 

00 00 OD 

/e-icyyh-1 dy I e-(c+y)a?^-i ^^ = \^(a) l ^ ^y — dy. 

Die Umkehr der Integration auf der linken Seite ist gestattet (§. 153), 
und es ist 

00 00 oo 

/ ß-cx x^i dx I e-(H-a')y j/*-i dy = T (&) / ?— ^— — dx, 

"*" ^ 

also: 

III) r(6) f^—^\^- = r(a) /t^ dy. 

Die beiden Seiten sind, falls h "> a, stetige Functionen von c, ein- 
schliesslich des Werthes c = (§. 152 a). Für c = und ifc = 1 erhält 
die Gleichung die Form: 



) 



f ^^)Jl7v5> - r (a) r(6 - a) (l > a), 



die auch geschrieben werden kann: 

IV) !;(^gl = f^^^^ (6 > 0, a > 0). 

Diese Formel lehrt ein neues Integral, das zu der Glasse der bi- 
nomischen gehört, vermittelst der Gammafunctionen zu berechnen. 



*) Euler, a. a. 0. Supplement III §. 10. 
**) Dirichlet, Journal f. Math. B. 15. 
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Legendre bezeichnet dasselbe als das Euler'sche Integral erster 
Gattung. Setzt man 

so ist für X = auch y=^0, iiir x = (x> y==l und es verwandelt 
sich IV., wenn wiederum statt y x geschrieben wird, in: 

'-^^ = L-i (l _ x)^^ dx = !>l£-g->. *) 

r{a+b) J ^ ^ r(a+6) ^ 

u 

Setzt mau a + 6 = 1, bedeutet also a einen echten Bruch, so folgt, 
weil r(l) = 1, nach Formel IV: 

^^ iwf == '"('^) ""(^ - «) == ri^ (§■ '59 Formel 3). 



Diese Formel lässt die Berechnung aller Werthe von f für Argumente 
grösser als — auf Werthe zwischen Null und — zurückführen. 

Insbesondere ist für a = y 

00 

rQ)= Ce-' x-i dx = j/jt. 

Seizt man statt x \ßj so erhält man das Integral des §. 158. 

163. Darstellung der Gammafunction durch ein unend- 
liches Product. 

Das Integral I) kann nach dem Parameter a difFerentiirt werden 
(§. 152) und man erhält: 

i^ c= r (a) = Cer^ a^-^ l{x) dx. 



Ersetzt man nach §. 154 Formel 3a l{x) durch seinen Integral werth: 

00 

H^)=J y äy^ 

so ist ^ ' 

r'(a) = / e-' x^'' dxj^-^^^^^^-~- dy, 

Ü 

Die Folge der Integrationen kann auf der rechten Seite vertauscht 

werden, denn die Function : f{Xj tj) = -i— ^^i^'^-TlfZÜ'L wird für 

a; =s oo, y «= cx) von höherer Ordnung unendlich klein als jeder alge- 
braische Ausdruck , für a: = von niederer als der ersten Ordnung 
unendlich gross ; f ür j^ = ist : 



*) Euler a. a. 0. §. 25. 
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Lim f e '-« '" j =, Ljm [■_ ^-y ^ ^-xy aj] == _ 1 -|- a;. 

Demnach setze man zunächst: 

^ /V* a;«-! (e-y — c-*^) rfa: = 





00 OD 



= Lim / ^ / e-* ä:«-i [erv — e-*sO rfa:. 
(r=oJ y J 



ö 

Es ist aber 



OD OD OD 

Cdy r^ ^_i c-y (Za: = r(a) f— dy, 

d d 

/OD 00 00 

^ /e-*(i+») a^-i (ia; = r(a) T- ''*' 



. (1+»)" 

ö d 

Also wird: 

r(a)=r(a)Lim f('— ^ <?y = r(a) /"(*-"- ^Vy- 

Denn dass dieses Integral für a>0 auch au der Grenze y=0 eudh'ch 
und bestimmt bleibt, ersieht man daraus, dass 

Limf^ L-1^Lim K''^'+y)''-^ U 

L y yd+yfJ L yd+y)» J 

fary=0 

also endlich ist. 

Diese Untersuehang war nothwendig, weil die Integrale 

OD OD 

J y ^' J y(i+yr 



einzeln betrachtet nicht endlich bleiben. 
Mithin wird: 

' da J \y yil+yfj ^ 



Durch Differentiation nach a folgt nun: 



wenn 1 -f- y = e* gesetzt wird. 
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Dieses Integral eignet sich zu einer Integration durch Reihenent- 
wickelung. Es ist: 

--^ = 1 + e-- + e-^- + 6-30. + ... e-n- + jj^^ jj^ _ L__ 
1 — 6 1 — e 

also: 

QO * QO CO CO 

/ ^^ _^ dx = j ire-«* dx-\- j xe'(''-^^'^''dx-^ / xe-^""-^^' dx + 



QO 



-^ I Bn xe^^^ dx. 





Nun ist 

OO QO 

jxe ax-\^ ^^^^^ (a+n^YJ-[a+nr 



und es wird 

qp 00 



Bn a;e-«* dx = 1 ^:^ dx 



durch Wahl von n beliebig klein, (vergl. auch §. 131), weil 
1 1 1 

1 — c"-* J L a+n+lj 







J» . 00 OO 

^— (aH-n+l)x"l 



^? _ tZa:= Jlf' / x^i<^-^+^)^dx=M'\ — ^' ^, — 't- 

1— c~* J L a+w+l (a 



+w+l)«J' 
1 



X 



wobei Jlf einen Mittelwerth von im Intervall von bis 1, M 

1 - c-^ 

einen Mittelwerth von im Intervall 1 bis oo bedeutet: so- 

nach ist: 

VIII) ^!lI>) = l + _^ + ,_L_ ...._!_ ....J^ 

^ ^ da^ a« "^ (a + 1)« «^ (a+2)« "^ (a+w)« "^ ^(a+w)« 

n=0 

(a > 0). 

Integrirt man diese für jeden positiven Werth von a gleichmässig 
convergente Reihe zwischen den Grenzen 1 und a, so folgt 



n = QO n=Qo 



^^ da \ da \ ~^ \l + n a+ J "" ^^ ^^-i^ (i + nj^a+w] 

*- -^ n = n=0 



füra = l 

(a>0), 
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oder 



w==Qp 

licr ^y^~ "^f ^ (l+n)(a+w) 



— (a — 1) /. (^i„\(„jL^\ + ^y 



wobei C, von Legendre die Euler'sche Constante genannt, den Werth 
, ^ = -~- also nach Gleichung VI) den Werth des Integrales 



von 

für ä=:l 





bedeutet. Integrirt man die Gleichung IX) nochmals zwischen den 
Grenzen a und 1, so folgt 






IVia) = 2 j (1+;)^+% + ^(« - 1) ('""(l) = 0) 



« = 1 

oder: 

XI) ir(a) = J;(f^-;f±9 + C(a-l). 

Die Constante C kann man eliminiren, indem man « = 2 setzt: 

?r(2) = o==2'(rb-^^$-3 + ^ *). 



Multiplicirt man diese Gleichung mit a — 1 und subtrahirt sie von 
der vorigen, so ergiebt sich: 

,r«.)-2[(»-i)'fi-:-'"rf-:] = 

«=0 



oder 



«=«, ^.«»+iv-i 



XII) ir(«) = 2'4T^- 

Demnach ist, wenn man vom Logarithmus zu dem Numerus übergeht, 
V{a) durch ein unendliches Product für die Berechnung dargestellt: 



OP QO 

*) Schreibt man — 0= ^^ r-r- ^^ Z i^T"» wobei aber jede Reihe 



für sich betrachtet divergent ist, so erkennt man, dass — C dieselbe Zahl ist, 
welche beim Integral-Logarithmus auftritt (§. 137), was man auch direct an dem 
Zusammenhang dieses Integrales mit der obigen Formel X) nachweisen kann. 
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m=(»_ /m+l\a-i 
m = l 



•W li (a_^^_i) a(a+l)(a + 2)...(a + w — 1) ~ 



a(l + a)(l+f)...(l+ij^) 

(für m =^ oo) , 

oder, wie man diesen Ausdruck schreiben kann^ indem man im Zähler 
m ersetzt durch den Werth (m + 1) 1 ^^r und beachtet, dass 

sich der Factor 1 rr und ebenso 1 -I 1 von der Einheit bei 

beliebig wachsendem m beliebig wenig unterscheidet: 

XIII) r(a)= ('" + *'" 



«(x+«)(i + f).-(t + ^) «/T0 + ^) 



m=2 



(m = cx>), 

Gauss*) hat dieses Product als Definition einer Function ver- 
wandt und alle Eigenschaften aus dieser unendlichen Productformel 
abgeleitet. Es zeigt sich, dass dieselbe für jeden endlichen Werth 
von a, für welchen kein Factor des Nenners verschwindet, convergirt, 
so dass diese Definition umfassender ist, als das Euler'sche Integral. 

163. Wir wollen dieses beweisen, indem wir allgemein die Frage 
beantworten: Unter welcher Bedingung convergirt ein unendliches 
Product? Diese Frage ist wichtig; denn wie im §. 39 angedeutet und 
hier für eine bestimmte Function ausgeführt wurde, ist die Bildung 
eines unendlichen Productes ein zweites Mittel zu einer nicht sym- 
bolischen, sondern für die numerische Berechnung geeigneten Dar- 
stellung einer Function. Die folgenden Untersuchungen gelten auch 
bei complexen Factoren. Giebt man den Factoren eines unendlichen 
Productes, welche nach irgend einem Gesetze unbeschränkt fortgesetzt 
werden können, die Form 

(1 + Wj) (1 + W2) • • • (1 + Wn) (1 + W«+l) . . . 

so müssen die Werthe, welche man erhält, indem man zuerst n Fac- 
toren, sodann w+1...w-|-äj... multiplicirt : 

P« = (1 + ^i) (1 + W2) . . . (1 + w«), 

Pn+l = (1 + Wi) (1 +%)... (1 + Un) (1 + Un+l), 

Pn+k = (1 + W,) (1 + Wj) . . . (1 + Un) (1 + Un+l) • • • (1 + W«+i) 

eine Folge von Zahlen mit bestimmtem endlichen Grenzwerth bilden. 
*) Gauss: Disqaisitiones generales circa seriem infinitam. Ges. W. Bd. 3. 
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Dazu ist erforderlich: erstlich dass keines der Glieder P, also auch 

keines der Glieder u über jeden Betrag hinaus wächst; zweitens, dass 

zu jeder noch so kleinen Zahl d eine Stelle n gefunden werden kann, 

so dass 

abs [Pn+k - P„] < * 

für jeden Werth von k. Aus dieser Ungleichung folgt, dass (falls nicht 
Pn unter eine angebbare Grenze herabsinkt) 

abs [%*^ - l] < ^^ oder abs [^] < 1 + abs f 

ist; mit anderen Worten: Es muss sich eine Stelle n finden lassen, 
von der ab sich das Verhältniss der P-Werthe von der Einheit be- 
liebig wenig unterscheidet; insbesondere muss dies auch für 

Pn+l • Pn == 1 + Wn-f 1 

gelten, d. h. die Glieder u müssen uothwendig nach Null convergiren. 

Der Fall, dass die Grössen P unter jeden Betrag sinken, oder 
einzelne Factoren Null sind, dass also der Grenzwerth des Productes 
Null wird, muss hierbei sowie für die folgenden Untersuchungen aus- 
geschlossen werden. 

Convergirt ein Product auch dann noch, wenn man allen Gliedern 
u den absoluten Werth giebt, so heisst es unbedingt convergent. 

Diese Definition erfordert zunächst den Beweis, dass jedesmal aus 
der Convergenz des aus den absoluten Werthen v der Glieder u ge- 
bildeten Productes die Convergenz des Productes TT (1 + w«) noth- 
wendig folgt; (der Fall, dass auch nur eine der Grössen u gleich — 1 
ist, wird ausgeschlossen). 

Bezeichnet man die absoluten Beträge von u mit v, das Product 
(1 + ^i) (1 + ^2) • • • (^ + ^«) ™* Qni so wird 

' (^f - 1) = (1 + Vn^l) (1 + i;„+2) . . . (1 + Vn+,) - 1, 

Werden die Producte der rechten Seite ausmultiplicirt, so erkennt 
man leicht, dass der absolute Betrag, der sich bei der ersten Gleichung 
ergiebt, nicht kleiner ist als der absolute Betrag der zweiten; also 
besteht die Beziehung: 



.u [«jtt _ i] > .bs [';tt - ,]. 



Der Voraussetzung nach wird der Betrag der linken Seite durch Wahl 
von n beliebig klein; es lässt sich also auch ein n finden, so dass 

abs [%ti - l] < .J 

Harnack, Differential- u. Integralrechnung. 20 
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wird. Daraus folgt, dass P„ einem bestimmten Grenzwerthe zustrebt, 
und zwar einem endlichen, der von Null verschieden ist. Denn wäre 
Null der Grenzwerth von P, so liesse sich zu jedem noch so grossen 

Werthe von n ein h ermitteln, für welches " beliebig klein wird. 

n 

Ein nothwendiges und hinreichendes Kriterium für die unbedingte 
Convergenz des Productes 

ist die Convergenz der aus den absoluten Beträgen gebildeten unend- 
lichen Reihe 

^1 + «^2 + ^3 + • • • "^n + . . . 

Denn weil das Product 

ö« = (1 + «^l) (1 + V2) . . . (1 + «^«) > t^l + ^2 + • • • ^« 

ist, so ist die Convergenz der unendlichen Reihe nothwendig, und weil 

1 + Vj < e^s 1 + ^2 < ^^S . . 1 + t;„ < e*«, 
also 

ist, so ist die Convergenz der unendlichen Reihe hinreichend. 

Der Werth eines unbedingt convergenten Productes ist von der 
Reihenfolgß der Pactoren unabhängig. 

Denn sei 

P„ = (1 + U,) (1 + W2) . . . (1 + Un), 
]?^ = (1 + U;) (1 + O . . . (1 + W«)> 

wobei dieses zweite Product aus den in P vorkommenden Factoren, 
nur in anderer Reihenfolge abgeleitet ist, so kann man m so gross 
wählen, dass sämmtliche in P„ enthaltene Factoren auch in P„,' auf- 
treten. Alsdann ist 

P^' = Pn (1 + Uj^) (1 + W,) . . . (1 + W.), 

wobei Ä, l . . . V Indices bezeichnen, die grösser als n sind; oder 

5^ = (1 + u,) (1 + M,) . . . (1 + u,). 

n 

Der Betrag der rechten Seite ist aber kleiner (höchstens gleich) als 
der Betrag von (1 + v*) (1 + ^0 • • • (1 + ^W "^^ dieser ist kleiner als 

Da dieser Ausdruck lediglich durch Wahl von n der Einheit beliebig 
nahe kommt, so wird 

Lim Fm = Lim P„ .*) 



*) Die Fundamentalsätze für die Theorie unendlicher Producte sind, wiewohl 
diese Formen fast gleichzeitig mit der Darstellung unendlicher Reihen benutzt 
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164. Die Convergenz der Gammafunction bei allen Werthen von 
a, für welche kein Factor verschwindet, wird nun folgen dermassen er- 
kannt. Man bilde 

«tt(i+-?-) ,^ 1+4 (i+4) (i+«) 

V * m — U 1+a ^2 \ ^ 3/ \~4/ 



= a 



• . • 



r(«) m" ii+ty (,^|)« (,+|)- (^.^vy 

Schreibt man den Factor — — in der Form 1 — Un, so wird 

mit Anwendung der Binomialreihe (§. 46): 



u = 



(■+i) -('+^) '+1+"-^-^ (if (■+ir-(.+^) 



oder: 




(0 < < 1). 



u 



Ist a eine positive Grösse, so ist | )• ^ .^ sicherlich ein 

'+nj + 1) 
echter Bruch, und die Reihe 

111^ a(a— l)r 1,1,1, 1 

+ un+i + «*«+2 + • • • < -r:2-[^ + (iT+ij-* + (i^M)^ + • • -J 

convergirt unbedingt. 

Ist a eine negative Grosse, so kann man n so gross wählen, dass 

A+iY , 

bei allen möglichen Werthen von 0, j J • ^^ kleiner ist als 

V+nJ i'+n) 
eine bestimmte Zahl, z. B. kleiner als 2, und die Reihe 

convergirt ebenfalls unbedingt. 

Mithin ist bewiesen, dass das unendliche Product =>-r, also auch 

das Product r(a), bei allen endlichen Werthen von a mit Ausnahme 
der ganzen negativen unbedingt convergirt. 



wurden, zuerst von Weierstrass bewiesen worden: Ueber die Theorie der ana- 
lytischen Facultäten. Journ. f. Math. Bd. 51. 

20» 
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166. Die Legendre'sche Reihe zur Berechnung von ir(a). 
Schreibt man die Formel VIII) in der Form: 

und differentiirt dieselbe n — 2 mal, was gestattet ist, da die abgeleiteten 
Reihen ebenfalls unbedingt convergiren, so folgt: 

Es werde die Summe von 3^+2^+3;r'l'4^ + ''' ^^* '^» ^^ 
zeichnet; (§. 47 Anmerkung), so ist 

wJ L da'' J ^ ^ w' 
ferner ist 

R^nL+^l = r(i) = c und ir{\) = 0. 

L da J 

Also nach der Mac Laurin'schen Formel: 

7r-/i I \ /^ I *' o «^ c I a* o a** rd'*2r(l + a)l 

?r(l + a) = aC+^S,--S, + ~S, ^ [ ^'^^^-^ 

Qa 

Das Restglied convergirt nach Null, wenn der absolute Betrag von a 
kleiner ist als 1, und sonach wird mit Weglassung des Restgliedes 
die unendliche Reihe unbedingt convergent für .alle Werthe von a 
zwischen — 1 und -j- 1. 

Für eine numerische Berechnung ist aber diese Reihe noch nicht 
brauchbar, weil die Coefficienten S nicht rasch genug abnehmen, auch 
ist der Werth von C noch unbekannt. Man erhält eine rascher con- 
vergente Reihe, indem man den Werth von l{l -\- a) entwickelt: 

und addirt: 

Zr(l-o) = -Z(l+a)-|-a(l + C) + i-(Sj-l)o^-|(S3-])a» + 

+ i-(Ä,-l) «*+... 
ebenso: 

ir(l+a) = -Z(l-o)-a(l + (7) + |-(Ä,-l)a' + l(S3_l)o» + 

+ 1(5,-1)«^ + ... 



Weil nun 



ir(\ + «) + ir{i -«.) = ? 



na 



Bin TT a 

nach Gleichung V., so wird 
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XIV) . ira + a) = 4- ? --^ — -^i\^ + 

+ a (1 + O ~ 1 (»3 - 1) a3 - I («5 - 1) a^ + . . . 

(- 1< a < + 1). 

Aus dieser Formel lassen sich die Werthe von üf für die Ar- 
gumente bis 2 berechnen, nachdem zuvor die Grössen S^y Ä5 • • • 
bestimmt sind. Legendre hat diese Werthe von S^ bis /S35 auf 16 
Decimalstellen angegeben. Alsdann muss der Werth von G dargestellt 

werden, was durch die Substitution a = -^ am raschesten gelingt, weil 



"■© = '(?'■©) -'(i''=^) 



bekannt ist. Man erhält durch die Reihe: 

1 + c= i|- + i:^ (s, ^i) + ^is,-\) + ^]^ 5,-1) + . 

C = - 0,577 215 664 9 . . . 
Sonach lauten die numerischen Anfangsglieder der Reihe XIV: 

7r/i I \ 1 T na 1 7!+» , 

n (1 + a) = -^ 6 — .-— — l y - + 

-j- 0,422 784 3 a — 0,067 353 Oa^ — 0,007 385 5 a^ — 



Achtes Capitel. 

Allgemeine Sätze über das Doppelintegral. 

166. Definition des Doppelintegrales. 

Es sei f{x, y) eine Function der beiden Variabelen, die für irgend 
ein Gebiet T irgendwie eindeutig definirt ist, doch bis auf weiteres 
so, dass sie überall endlich bleibt. Das Gebiet denke man sich 
in der Ä?y -Ebene durch eine stetige und geschlossene Aufeinanderfolge 
von Punkten umschlossen, oder analytisch durch eine Curve mit der 
Gleichung (p{x^ y) =0 begrenzt. Das Gebiet kann auch durch mehrere 
geschlossene Linien begrenzt sein, wie z. B. ein Kreisring durch zwei 
Kreise. Der einfachste Fall der Begrenzung eines Gebietes ist ein 
Rechteck, dessen Seiten den rechtwinkligen Coordinatenaxen parallel 
laufen; danp erhält x alle Werthe von a bis &, y alle Werthe von 
« bis ß, Soll die Function für die ganze unendliche Ebene definirt 
sein, so können wir das jedesmal so ausdrücken: sie ist für eine Fläche 
definirt, deren Begrenzung beliebig erweitert werden kann. Man zer- 
lege das zunächst als endlich vorausgesetzte Gebiet T in w 
kleine Theile (Flächenelemente) und nenne dieselben tj, r^, . . . r^. 
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Alle diese Elemente sind als positive Grössen gedacht. Solch eine 
Zerlegung geschieht z. B. indem man das Gebiet mit einem Netze 
überdeckt, dessen Seiten den Coordinatenaxen in den Abständen Ax 
und A y parallel laufen. In diesem Falle werden alle Flächenelemente 
einander gleich, Rechtecke von der Grösse Ax - Ay. 'Nur an den Grenz- 
stellen des Gebietes sind diese Rechtecke durch die Begrenzungslinie 
zerschnitten. Unter den Werthen, welche die Function im Innern oder 
an den Grenzen solch eines Flächenelementes besitzt, greife man einen 
beliebigen Werth heraus. Der Einfachheit halber werde solch . ein 
Werth mit f(t^)^ fiy'i)} • • »fi^n) bezeichnet; so entsteht die Frage: 
Unter welchen Voraussetzungen nähert sich die Summe 

einer bestimmten, von der Wahl der Flächenelemente und der Wahl der 
Functionswerthe in solch einem Elemente ganz unabhängigen Grenze, 
falls die Anzahl der Elemente nach irgend welchem Gesetze derart be- 
liebig vermehrt wird, dass jedes derselben der Grenze Null zustrebt? 
Die Antwort lautet ebenso wie beim einfachen Integrale: 
Bezeichnet man die grösste Schwankung der Function, d. h. den 
positiven Unterschied ihres grössten und kleinsten Werthes, in dem Ele- 
mente r^t, oder an seinen Grenzen mit D^, so muss 

mit den Grössen t nach Null convergiren. 

Erstlich erkennt man: convergirt diese Summe bei irgend einem 
fortgesetzten Theilungsprocesse nach Null, so convergirt sie bei jedem 
anderen ebenfalls nach Null. Der Beweis ist derselbe wie beim ein- 
fachen Integrale^ indem man nur überall statt des linearen Intervalles 
den Begriff des Flächenelementes festhält*). 

Zweitens beweist man die Nothwendigkeit der behaupteten Be- 
dingung, indem man, von einer bestimmten Theilung ausgehend, die- 
selbe dergestalt fortsetzt, dass jedes Element in weitere Ele- 
mente zerlegt wird. Die Summen, gebildet aus den grössten und 
kleinsten Werthen der Function: Gjn und ^^ im Intervalle r^ 

^G^ t^ und ^g^, r^, 
nähern sich bei diesem Processe, die erste bei fortwährender Abnahme 



*) Es bleibt hier ebeuso wie bei den linearen Intervallen ganz gleichgültig, 
nach welchem Gesetze die Folge der Summanden gebildet wird. Aach bei jenen 
war man^ da es sich um endliche Summen handelt, deren Eigenschaft einen Grenz- 
werth zu besitzen nachgewiesen werden sollte, keineswegs genöthigt, die Inter- 
valle eben nur in der Aufeinanderfolge zu nehmen, wie sie im Intervalle a bis 6 
sich an einander reihen. Anders verhält sich dies bei dem Grenzübergange für 
Integrale, in denen die zu integrirende Function unendlich wird. 
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die zweite bei fortwährender Zunahme, je einer bestimmten Grenze, 
und diese beiden Grenzen werden einander nur dann gleich, wenn 

wird. 

Drittens erkennt man, dass derselbe Grenzwerth erhalten wird 
bei einer anderen Theilung derselben Art, indem man zwei verschie- 
dene Theilungen, deren jede schon so weit getrieben ist, dass sie sich 
von ihrem Grenzwerthe beliebig wenig unterscheidet, gleichzeitig be- 
trachtet, und diese aus der Vereinigung hervorgegangene als eine Fort- 
setzung sowohl der einen wie der anderen Theilung ansieht. 

Endlich sieht man ein, dass es auch, falls die obige Bedingung 
erfüllt ist, gestattet ist, den Theilungsprocess so zu vollziehen, dass 
dabei nicht die Grenzen einer früheren Theilung erhalten bleiben, weil 
auch die Reihe von Werthen, welche man auf diese Weise bildet, einen 
bestimmten Grenzwerth erhält, und jedes Glied dieser Reihe sich von 
dem nach dem früheren Verfahren gewonnenen Grenzwerthe schliess- 
lich beliebig wenig unterscheidet. 

167. Die noth wendige Bedingung ist erfüllt: 

Erstens wenn f{x, y) eine allenthalben stetige Function ist (§.52). 

Zweitens wenn f(Xy y) in einzelnen Punkten oder in einzelnen 
Linien (oo^ Stellen) unstetig oder unbestimmt (zwischen endlichen 
Grenzen) wird, oder auch unendlich viele Maxima und Minima mit 
endlichen Schwankungen besitzt. 

Drittens wenn fix^ y) in unendlich vielen Linien (oo^ Stellen) 
unstetig, unbestimmt oder unendlich oft schwankend wird, wenn aber 
die Summe der Flächen demente, in denen die Schwankungen D^ grösser 
als eine beliebig kleine Zahl sind, beliebig klein gemacht werden 
kann. 

Diese dritte Forderung, welche die ersten beiden umfasst, führt 
zu einer Erweiterung der von Cantor begründeten Unterscheidung 
von Punktmengen in einem Gebiete von zwei Dimensionen, indem 
man von den linearen Mengen zu den ebenen Mengen aufsteigt. 
Unendlich viele Linien geben noch keine ebene Punktmenge, wenn 
ihre Anfangseleraente eine discrete Punktmenge bilden; dagegen erhält 
man eine ebene Menge von Punkten, wenn die Anfangselemente selbst 
einer linearen Mannigfaltigkeit angehören. Doch beschränkt sich die 
folgende Untersuchung auf Functionen, welche der ersten oder zweiten 
Forderung genügen, und die dritte Möglichkeit wird nur gelegentlich 
angeführt werden. 

Der Grenzwerth der Summe: 

Lim \f(r{) . r^ + f[t^ ,r.^-{-,.. f{tn) . r«] f ür w = oo 
tmrd^ gewöhnlich mit 
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JJf(^^ 2/) d^ dy oder / f{x, y) dT 

h 

hemchnetj und heisst das bestimmte Doppelintegral im Gebiete T, 
Das bestimmte Doppelintegral ist ebenso wie das einfache einer 
geometrischen Deutung fähig. Trägt man den Werth der Function 
IST = f{Xy y) senkrecht zur horizontalen Ebene auf, so stellt 

jf{x,y)dT 

das Volumen des cylindrischen Körpers dar, dessen Basis die von der 
Curve (p{x,y) umschlossene Fläche bildet, und der oberhalb der Hori- 
zontalebene von der Fläche z = f(x, y) begrenzt ist*). 

Unter den Sätzen, welche aus dieser Definition des Doppelinte- 
grales hervorgehen, hebe ich nur die folgenden heraus. 

i. Sind q){x,y) und tlf{x,y) endliche integrabele Functionen in 
einem Gebiete, so ist auch ihr Product integrabel in demselben Ge- 
biete. (Beweis wie im §. 146.) 

2. Der erste Mittelwerthsatz: Hat die Function q) überall 
im Integrationsgebiete dasselbe Zeichen, und bedeutet G den grössten, 
g den kleinsten Werth von f in demselben Gebiete, so ist 

/•(2) A2) 

Jf(x,y).q>{x,y)dT = [g + e(G-^g)]J<p{x,y)dT (O<0^1). 

Ist insbesondere feine durchweg stetige Function, so ist der Werth 
von g -\- Q (G — g) unter den Werthen , die f in Gebiete annimmt, 
jedenfalls enthalten. 

168. Um den Werth des Doppelintegrales zu ermitteln, sucht man 

es auf zwei einfache Integra- 
tionen zurückzuführen. 

Da die Art der Theilung in 
Flächeuelemente ganz gleich- 
gültig ist, so denke mau sich 
die Netztheilung parallel den 
Coor(Jinatenaxen für die Zer- 
legung der Fläche ausgeführt. 
Jede Linie parallel der Abscissen- 
axe soll in einer endlichen (ge- 
_ raden) Anzahl von Stellen die 
^ Begrenzungscurve durchschnei- 
den, desgleichen jede Linie paral- 

*) Durch die geometrischen Probleme, die Volumbestimmung und die Aus- 
messung gekrümmter Flächen, wurde der analytische Begriff des Doppelintegrales 
eingeführt. Die Riemann'schen Untersuchungen über das bestimmte Integral 
stellten auch für das doppelte, sowie für die mehrfachen Integrale das grundlegende 
Princip fest. 




Fig-, 13. 
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lel der Ordinatenaxe. Dann kann man das Gebiet vermittelst einer 
endlichen Anzahl von Parallellinien in endliche Flächenstücke zerlegen^ 
deren Begrenzung von den Linien des Netzes nur in zwei Stellen über- 
schritten wird. Auf solch einen einfach gestalteten Theil, eine Ele- 
mentarfläche, bezieht sich die folgende Untersuchung. 

Es seien a und & die extremen Werthe von x^ a und ß die von 
y, welche zu Punkten der Begrenzungscurve gehören. Bezeichnet dann 
^fi} Vv eine beliebige Stelle im Bereiche, so ist, wenn Xf^^i — a?^, y^+i — y» 
die Längen der Seiten des Rechteckes ausdrücken, deren eine Ecke 
diese Stelle ist, die Doppelsumme zu bilden: 

Man kann nun diese Summation in zweierlei Weise ausführen: ent- 
weder, indem man zuerst alle die Werthe summirt, welche denselben 
Factor x^^i — x^^ haben, und alsdann diese Grossen addirt; oder in- 
dem man umgekehrt die Glieder mit dem gleichen Factor y^^i — yv 
vereinigt, und alsdann diese Werthe summirt. Die beiden verschie- 
denen Processe werden symbolisch angedeutet durch: 

und 

2 ^y'+^ " y^^ 2 (^^+i"-^i") fi^f'^ y^y 

Wenn man auch die Grenzprocesse in dieser Aufeinanderfolge voll- 
zieht, indem die Differenzen (j/r+i — yv) und (:r^+i — a?^) nach Null 
convergiren, so denke man sich im ersten Falle die Differenzen 
(y^+i — yv) so klein gewählt, dass der Werth von 

^(j/v+i- yv)f{x^iy yv) 

sich von dem Werthe des bestimmten Integrales 

fi^/ic, y) dy 

nur um eine Grösse A(a;^) unterscheidet, deren absoluter Betrag durch 
Verkleinerung der Abstände y^+i — yv beliebig klein gemacht wer- 
den kann. 

Indem nämlich die überall endliehe Function f den Bedingungen 
des §. 167 unterworfen ist, ist sie im allgemeinen eine hinsichtlich 
y integrirbare Function, und es kann nur für einzelne Werthe von Xf^ 
(oder auch für eine discrete Mannigfaltigkeit) das Integral seine Bedeu- 
tung verlieren. Also ist: 



l 
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V, 






Die Grössen y^^f^^ und y^^t^^ bedeuten die Werthe von y an den Grenzen 
des Gebietes, welche zu X(^ gehören; man kann sie als Functionen von 
Xfji, auch bezeichnen durch die Gleichungen: yQ^^= fi^fi) 2//'*^= '^{^/n)- 
Aus dieser Gleichung folgt weiter: 

2(^^+1 - ^f^)^{y^+i—y^)fi^f^>yv) = ^(x^+i—Xf^) lf{Xf,,y)dy + 

Lässt man nun die Intervalle rr^t+i — ^^ öach Null convergiren , so 
erhält die rechte Seite den Werth: 

I dx I f{x,y) dy-^- 1 A{x)dx. 

a (p [x) a 

Da aber der absolute Betrag von A für alle Werthe von x mit Aus- 
nahme vereinzelter (oder einer discreten Punktmenge), die auf den Werth 
des Integrales ohne Eiufluss sind, beliebig klein gemacht werden kann, 
so ist auch der Werth dieses zweiten Integrales beliebig klein, d. h. 

Lim^(rr^+i— a;^)^(yv+i— !/OA^/u,yv) =J J f{oc,y)dxdy 

! = 7P{X) 

y)dy.*) 

y^=<p{x) 

In gleicher Weise findet man durch den zweiten Process das Doppel- 
integral gleich 

I dx f f{x,y)dx, 

a x:=(pi(y) ^ 

wenn g>|(j/) und ^i(j/) die Werthe bezeichnen, die x an den Grenzen 
des Gebietes bei den verschiedenen Werthen von y annimmt. 

Ist die Begrenzung des Gebietes z. B. eine Ellipse, deren Gleichung: 

*) Es ist bei dieser GleicbuDg zu beachten, dass die Gültigkeit des bestimmten 
Doppelintegrales vorausgesetzt ist; und dass bei dieser Annahme seine Identität 
mit dem Wertbe erwiesen ist, welcber sich bei den aufeinanderfolgenden Integra- 
tionen der rechten Seite ergiebt. Es ist nicht umgekehrt gestattet, von der rechten 
Seite auf die linke zu schliesseu. (§. 171.) 



b p=zrp{a 

=JdxJf{x,y 
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80 wird : 



yz^-h-J/a'-x^ j^f^^- + ~yf>'''-y' 



j dxj f{x,y)dy == j dy j f{x,y)dx =j j f{x,y)dxdy . 



— a 



y:=——ya'—x 



-b 




=^^yw^ 



Ist die Begrenzung des Gebietes 
ein gleichschenkliges rechtwinkliges 
Dreieck ABC derart, dass x von 
a bis b sich erstreckt, während bei 
jedem Werthe von x, y von a bis x 
läuft, so variirt umgekehrt x bei jedem 
Werthe von y zwischen den Gren- 
zen y und h, und es ist 



ö z o o 

j j f{^y)dt = j dx j f{xy)dy -=j dyj f(xy)dx . 



a 



a 



a 



y 



(Diese Regel kam in §. 146 VI zur Anwendung.) * 

Ist die Begrenzung des Gebietes ein Rechteck, so bekommt y für 
jeden Werth von x dieselben Grenzen a und j3, x für jeden Werth 
von y die Grenzen a und &; und man erhält aus dem behandelten 
Theoreme den Specialsatz: 

Ist fix yy) eine integrdbele Function , so ist: 

J dxj f{x, y) dy =J dyj f{x, y) dx . 



a 



a 



a 



a 



Dieser Satz enthält eine Erweiterung der Bedingung für die Vertausch- 
barkeit der Integrationenfolge bei der Integration einer Function nach 
einem Parameter, wie sie im §. 153 gegeben wurde. Denn er verlangt 
nur als hinreichende Bedingung die Endlichkeit und doppelte Integrir- 
barkeit der Function /"(^r,!/), nicht mehr die völlige Stetigkeit in einem 
Gebiete. 

169. Das Doppelintegral 

Jdxjf{x,y)dy 



a 



a 



mit Grenzen die von einander unabhängig sind, ist, als Function der 
oberen Grenzen <t>(6,j3) betrachtet, eine stetige Function dieser beiden 
Grössen. Denn es ist, vorausgesetzt dass i und ß im Integrations- 
gebiete von f liegen: 
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6 + A /S + t b ß 

0(6 + 7i, |3 + fc) - <D(6,i3) =j'dxj f{x, y) dy - j dxjf{x, y)dy 

' a a a a 

b ^+k b+h /J+fc 

=Jdxj f{xjy)dy'\' I dxjf{x,y)dy 

aß b a 

ß-\-k b 64-A /S+* 

j V ^^^' y)^^ + j d^JR^j y) dy, 

ti a b a 

da die Folge der Integrationen vertauscht werden darf. Diese Gleichung 
führt auf die Form 

0(6 + Ä, /J + it) — (J>(6,/S) = JeM+hN. 

wobei M und N endliche Grössen sind; demnach ist die Bedingung 
der Stetigkeit erfüllt. 

Auch die partiellen Ableitungen nach l und ß ergeben sich* aus 
dieser Gleichung. Setzt man Je gleich Null^ so folgt: 

6 + A g 

(t)(6 + Ä, |S) - cD(6,i5) =J'dxJax,y)dy. 



a 



Ist nun I f{x^y)dy im Intervall von x gleich h bis x gleich 6 + ^ ^^^^ 

a 

stetige Function von x^ und bezeichnet man einen Mittelwerth mit 



[//"C^, y) ^4 



a ar = 6-f-^A 

SO ist: 



ß 



T- 0(6+;i,j5)- 0(6,(5) ao r A. . , 1 

A=:0 05 a;=ö 

Ist f an der Stelle x = b für alle Werthe von j/ gleich cc bis y gleich ß 
eine im allgemeinen gleichmässig stetige Function von x, so dass sich 
mit Ausnahme einzelner Werthe von y (oder einer discreten Mannig- 
faltigkeit) ein Werth h angeben lässt, für welchen unabhängig von 
dem Werthe y: 

abs[/-(& + 0Ä,y) -/•(&, !/)]<* 
(vergl. §. 52) ist, so lässt sich diese Gleichung auch schreiben: 

/ 



a 



Desgleichen wird unter der analogen Bedingung: 
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Lim ^(M+4^^(M) ^ II = [fa.,y) ä.] , 

*=rO a y — a 

oder wenn f eine gleichmassig stetige Function voir y an der Stelle /3, 
im ganzen Intervall von x gleich a bis x gleich h 

b 



jß-fmß)d^' 



a 



In diesem Falle giU auch, wie die obige Gleichung lehrt; der Satz vom 
totalen Differentiale: 

d0 = cZ^|| + ^6||. 

Auch wird 

"dßdh —n^'P)— dhdß ■ 

Mithin ist bewiesen: Das bestimmte Doppelintegral mit constanten 
Grenzen ist eine stetige Function der oberen Grenze j für welche, falls 
die zu integrirende Function in der Umgebung von x = b eine gleich- 
massig stetige Function von x bei allen Werthen von y und in der Um- 
gebwng von y = ß eine gleichmassig stetige Function von y bei aUen 
Werthen von x ist, der Satz vom totalen Differentiale und von der Ver- 
tauschung der Differentiationsordnung besteht 

Die angegebene Bedingung ist insbesondere für jede Stelle im Ge- 
biete erfüllt; wenn die Function/* im ganzen Gebiete ausnahmslos eine 
stetige Function der beiden Variabelen ist. 

Es lässt sich mit Hülfe dieser Sätze auch die Bedingung für die 
Differentiirbarkeit einer Function nach einem Parameter unter dem 

Integral (§. 151) in neuer Form angeben. Damit das JntegrsA j f(x^a)dx 

a 

nach dem Parameter a differentiirt für einen bestimmten Werth a = «' 
gleich werde: 



[ßifi^ä.] 



a a=a' 

für alle Werthe von a zwischen ß und y, genügt es, dass -'^'^ eine 

im Gebiete a; = a bis a? = 6, a = ßhis a = y integrabele Function und 

b 

'df{x, cc) 



f 



r, dX 

OCC 



a 



eine stetige Function von a sei. Denn dann ist 

ffm;^^ axcla -fdxßf'^^^ da ^fdaßf^^ dx, 



U 
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(mit Ausnahme einzelner Werthe von x oder einer discreten Menge), 

so wird: 

b b r ft 

Jf{x,Y)dx -Jf{x,ß)dx =.Jdaf^^ dx. 



a 



a 



Differentiirt man diese Gleichung nach y^ so ist unter den angegebenen 

Bedingungen: 

b 

dß{x,y)dx b 

- - [ß^ ^4 



SH^\ 



dy 
Das Integral der rechten Seite braucht nicht ohne weiteres gleich 

\dx 

a y 

ZU sein; wird es aber, wenn ^^*"^ im allgemeinen für die Werthe 

von a; = a bis a? = 6 eine gleichmässig stetige Function von a in der 
Umgebung der Stelle a = y ist. 

170« Substitution neuer Veränderlicher in das Doppel- 
integral. 

Die Theilung in Flächenelemente kann man durch ein beliebiges 
Curvennetz vollziehen. Man setze: 

so gehört zu jedem constanten 
Werthe von jp eine Curve, eben- 
so zu jedem Werthe von g. 
Man denke sich, dass jede 
jp-Curve von jeder g-Curve inner- 
halb des für das Doppelintegral 
geltenden Gebietes in einem 
Punkte geschnitten wird, und 
betrachte das geradlinige Vier- 
eck, welches von den Schnitt- 
punkten bestimmt wird, mit den 
Goordinaten : 

yi=*(l>;ff); y2 = ^(2>+Ai>,g),y3=^(p»?+^2)?y4=^^i^+Aftff+^?)- 

Dieses Viereck bekommt den Flächeninhalt: 



o 



J^^ 




Fig-. 15. 
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T = ^ abs liXi — «,) (^3 - yj) + (x, — «3) (^4 — y,)] • 

Die verschwindende Grenze, welcher dieser Ausdruck zustrebt, wenn 
die Grössen Ap und Aq nach Null convergiren, ist zugleich die Grenze 
für das durch die Gurven begrenzte Viereck, und wird, da: 

«4 - »j ="P{P + Ap, 2 + A3) - 9 (p,q) ^'^dp + ^dq 

«2 — «3 = (piP + ^P> 3) - vClJ. 3 + ^2) = [ vCp»«) + ^ <^pJ - 

-[<pip,q-) + l^dq]^l}dp-^dq 

^4 - »1 = V'(j? + AjP, 3 + A3) — t(p,q) = U «^i» + 1|- <^3 

ys - 2/2 = ^(l>> 3 + A3) - ^Kl) + Ai), 3) = ||- <?3 — ^ (Zp,*) 
durch das Di£ferential dargestellt: 

•»r— '»[*■'» fei? -ff !?)]■ 

Sonach ist 

Jfmy)dxdy^JJa^,„) abs [0-J || - || f )]^p^3- 

Bei Polarcoordinaten wird: 

X = r cos tp, y == r sin qp, 
also 

dx dx ' dy * dy 

g^ = cos 9, ^ = — r sm 9, ^ = sm 9, ^ = r cos 9, 

dT ^ rdrdg), 

I I f(x^y)dxdy = / / A^ c<^s ipy r sin 9) rdrdg). 

Für die Substitution neuer Veränderlicher in das Doppelintegral 
ist es wichtig, einen rein analytischen Beweis zu führen, bei welchem 
keine geometrischen Vorstellungen benutzt werden, um eine Methode 
zu gewinnen, welche auch bei mehrfachen Integralen anwendbar Bleibt. 

Hat man das Doppelintegral in die Form successiver Integrationen 
gebracht 



J J f{x^y)dxdy =-1 dxjf{x,y)dy, 



so kann man mit Benutzung der Sätze für das einfache Integral fol- 
gendermassen verfahren. 



*) Für die Functionen q> und ^ ist der Satz vom totalen Differentiale an- 
wendbar, wenn in jedem der beiden Systeme auch die Tangentenrichtung con- 
tinuirlich veränderlich von den Punkten der Ebene abhängt. 
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Erstlich: Ist x = (p{p), yz=:tlf{q), und entsprechen den Werthen 
t/o und yj die Werthe Qq und q^ derart, dass, während y von y^ bis y, 
wächst, q von q^ bis g', ebenfalls wächst, so ist 

Jdxjfix, y) dy=fdxjfix, t)^dq =ß^ dpjf{<p, tf^dq 

a Vo a <?o Po Qo 

oder 

fff(^,y) dxdy ==///'(9', i>)^^dpdq; 

beide Integrale erstreckt über das nämliche Gebiet. 

Zweitens: Ista; = ^(p), y = i^ip^q), so kann man sich zunächst 
durch Elimination von p y als Function von x und q berechnet denken : 

y = %{x,q) 

und es sollen bei jedem Werthe von x zu wachsenden Werthen von y 
ebenfalls wachsende Werthe von q gehören; dann wird 

j'dxjf{x,y)dy =JdxJax,x) || dq =J^; dpjf{<p,i>) g d« 

« yo a go Po ?o 

oder 

j jfi^,y)dxdy=j jf{(p,^) abs Rj f^'jdpdq, 

da % durch die Substitution x = (p (jp) in ^ übergeht, und ^ = ^ ist. 

Daraus folgt drittens der allgemeine Fall, indem man an Stelle 
von p eine Function p = %{p,q) einführt, q beibehält, und nun die 
im zweiten Falle gewonnene Transformationsgleichung benutzt. Man 
bezeichne . 

so ist entsprechend dem zweiten Falle: 

P=/(P',9) 

Da nun 

wenn p als Function von |>' und q betrachtet wird, so folgt: 

dp' ~ dp' dp'' dp' '~^ dp' dp'' 

ao d^ dp d^ ^d'tff dp , dip 

dq'^dp'dq' dq dp' dq"^ dq' 

also ist als Function von p' und q 

[d<^ av _ av ao] ^ [a^ a^ a^v»! ^ fa^ h djl 

Idp' dq dp' dq] Idp dp' dq] Idp ' dq ' dp'] ' 

P=XiP'^9) 
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mithin das obige Doppeliütegral für x "== ^ip',q), y = ^{P)q) 

Jffi.,yH.iy =//«*, V) abs [g^f - g]j,-.,. 

171 • Wird die zu integrirende Function an einzelnen Stellen im 
Gebiete in bestimmter Weise unendlich gross oder unbestimmt zwischen 
unendlichen Grenzen, so denke man sich jede dieser Stellen mit einer 
geschlossenen Begrenzungscurve umgeben. Es entsteht die Frage: 
unter welcher Bedingung bleibt die Function f{x^y) in solch einem 
Gebiete mit einer ünendlichkeitsstelle integrabel? Heissen die Coor- 
dinaten der Stelle o? = a, y = b und umschliesst man dieselbe etwa 
mit einem beliebig kleinen Kreise, dessen Mittelpunkt diese Stelle und 
dessen ßadius r^ ist, so^ bekommt jeder Punkt auf dem Kreise oder 
im Inneren Coordinaten x, y, filr welche: 

X = a -{- r cos tp, y = b -{- r sin g), ' 

(0 <r^r^ (0^9^2jr), 

Damit nun das Doppelintegral in dem Gebiete von der äusseren Be- 
grenzung an bis zu der Peripherie dieses Kreises einen endlichen be- 
stimmten Werth liefert, wie klein auch der Radius r, genommen wird, 
muss die noth wendige und hinreichende Bedingung erfüllt sein, dass 
das Doppelintegral 



//. 



f{a -f- r cos 9>, 6 + r sin 9) rdrdg) 

ausgedehnt über das Innere des Kreises mit dem Radius r^ gleichzeitig 
mit r, nach Null convergirt, oder anders ausgedrückt, es muss sich 
eine obere Grenze für r^ ermitteln lassen, so dass das Doppelintegral 
ausgedehnt über einen concentrischen Kreisring mit den Begrenzungs- 
kreisen r^ und ^2 < ^1 kleiner bleibt als irgendwelche Grösse d , wie 
klein auch ^2 genommen wird. 

Wird die Function f (a -j- r cos (p, b -■{- r sin q)) für r = (bei 
allen Werthen von (p) in bestimmter Weise unendlich, so kann man 
eine Grenze für die Ordnung des Unendlich Werdens angeben, die nicht 
überschritten werden darf, soll das Integral endlich bleiben. Es muss 
f von niederer als der zweiten Ordnung unendlich werden^ d. h. es muss 
in der Umgebung der Stelle bei allen Werthen von (p 

r 

sein, wobei G eine Constante, a eine Zahl kleiner als 2 bezeichnet. 
Denn wäre 

fi^^y) > j2 

so würde in einem Kreisringe 

Harnack, Differential- o. Integralrechnung. 21 
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JJf{x,y)dT> cjdtpj^ = c2« [H»-,)-?(r,)], 

Ü r, 

und dieser Ausdruck wird für r, = unendlich. 

In solch einem Falle, wo das Doppelintegral einen bestimmten 
Werth hat, ist dieser Werth stets auch unabhängig von der Inte- 
grationsfolge. 

Andererseits ist zu bemerken, dass, wenn das Doppelintegral bei 
unendlich werdender Function keinen endlichen Werth mehr hat, 
die successiven Integrationen endliche Werthe liefern können, doch 
brauchen dieselben nicht gleich zu sein. Man nennt in diesem Falle 
das durch successive Integrationen in bestimmter Reihenfolge definirte 
Doppelintegral ein singuläres. 

So ist z. ß. in dem §. 153 angegebenen Beispiel*) 

LI 1 11 





während das Doppelintegral 



ffif+S?'^'''^y 



in dem Rechtecke x = bis a; = 1, y = bis y = 1 ohne Bedeutung 
ist; denn an der Stelle x := 0, y == wird die zu integrirende Function 
ganz unbestimmt und bekommt in der Umgebung dieser Stelle un- 
endlich grosse Werthe von der zweiten Ordnung. In der That, setzt man 

X = r cos (f, y == r sin qp, 

so wird 

2/* — rc^ — cos 2 (p 

also in einem Quadranten, welcher die Ecke umschliesst, wächst 



71 

*dr 
r 

r, 

logarithmisch über jede Grenze. Dagegen hat z. B. 

1 1 



/ — cos2(pd(p I ' 



J J$+i^ ^^^y ==JJ- ^^^ 2fprdrd(p 







*) Cauchy: Le90ns, redigöes par Moigno. S. 85. 
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einen endlichen Werth, weil die zu integrirende Function zwar un- 
stetig und unbestimmt im Punkte x = 0, y = wird, jedoch end- 
lich bleibt. 

Auch hat das Doppelintegral 



r Cdxdy 
Jjx^ + y 



für x>,Oy y^O einen endlichen Werth, wiewohl die Function in der 
Richtung der Abscissenaxe (aber nur in dieser) von der zweiten Ord- 
nung an der Stelle rr = unendlich wird. Um dieses nachzuweisen, 
berechne man den Werth des Doppelintegrales für ein Rechteck von 
X = bis X = üy y = h bis y = c, es wird: 



a 



S u 

L'ässt man nun c und h < c irgendwie nach Null convei^ren, so con- 
vergirt die rechte Seite nach Null. 

Die Werthe der successiven Integrationen brauchen nicht ver- 
schieden zu sein , wenn auch das Doppelintegral keine Bedeutung hat. 
Es ist in dem ersten Beispiel: 

Ü 

während das Doppelintegral für das Gebiet, das hier ein unendliches 
ist, nicht existirt. 

Wird die Function f längs einer ganzen Curve im Gebiete un- 
endlich, so nehme man dieselbe zur Linie p = const. Das Product 



/•ö-, ä) (if II - if H) (1. - e) 



darf dann in der Umgebung der Linie p = c nicht gleich oder grösser 
sein als eine endliche Zahl A^ denn sonst wäre 

So hat z. B. das Doppelintegral / / -^- keinen endlichen Werth 

in einem Gebiete , in welchem die Parabel o;^ -|- y = gelegen ist. 

Umgekehrt, wenn f so beschaffen ist, dass in der Umgebung der 
Linie p = c 

fiP'^)(^i-'^-illi)(j^-'^y<^ --^ (o<«<i). 

so hat das Integral einen endlichen Werth, denn es ist kleiner als 

21* 
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Mit anderen Worten: Wird die Fundion in bestimmter Weise längs 
einer ganzen Curve unendlich, so genügt es, dass sie von niederer als 
der ersten Ordnung unendlich wird, damit das Doppelintegral endlich 
bleibt. Der Satz von der Vertauschbarkeit der Integrationenfolge bleibt 
dabei bestehen. 

172. Ist das Integrationsgebiet unendlich; so versteht man 
unter dem Doppelintegral, ausgedehnt über die unendliche Fläche, den 
endlichen Grenzwerth, welchen dasselbe annimmt, indem zunächst das 
Doppelintegral für eine endliche Fläche ermittelt und dieses endliche 
Gebiet so erweitert wird, dass es in den unendlichen Bereich über- 
geht. Man hat dabei zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
sich ein endlicher Grenzwerth ergiebt. 

Der üebergang vom endlichen zum unendlichen Bereiche wird je 
nach der Definition des letzteren verschieden vollzogen. Soll derselbe 
die ganze Ebene umfassen, so bilde man das Doppelintegral für ein 
beliebiges Rechteck von x gleich a bis x gleich b, y gleich a bis 
y gleich /3, und lasse a und a negativ, b und ß positiv über alle Gren- 
zen wachsen. 

Ist das unendliche Gebiet nur ein unendlicher Ausschnitt der Ebene, 
der durch gerade Linien oder durch eine nicht geschlossene Curve be- 
grenzt ist, so hat man sich bei dem Grenzübergange nach dieser Be- 
grenzungscurve zu richten. 

Soll z. B. das Doppelintegral erstreckt werden über das Innere 
der Parabel, deren Gleichung y^ = 2px ist, so kann man 

—iL 
rV(^; y)dT=^ Lim fdx ff{x, y) dy = Lim fdy ff(x, y) dx 

y = — l/2px - b -— -^ 

2p 

setzen. 

Ist das Doppelintegral zu bilden für das Innere eines Hyperbel- 
astes, dessen Gleichung lautet: a; > 0, xy = k, so lässt sich dasselbe 
definiren: 

ab b a 

/f{Xy y)dT = Lim idx (fix, y)dy = Lim jdy if{x, y) dx, 

(a=QD, 6=oo)e/ J (a=ao,6=QD)J J 

k k k k 

b X a y 

Der Werth des Doppelintegrales wird ein singulärer, wenn er von 
der Art, wie a und b unendlich werden, abhängig ist. 

Besitzt die zu integrirende Function f{x, y) bei beliebig wachsen- 
den Werthen von x und y schliesslich keine Maxima und Minima mehr, 
derart, dass f(r cos 9, y sing)) innerhalb des Integralgebietes bei jedem 
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Werthe von (p mit unendlich wachsendem Werthe von r nach Null 
convergirt, und zwar von höherer als der zweiten Ordnung, so dass 
von einem gewissen Werthe r^ ab 

f{r cos 9, r sin 9?) <c — (« > 2) 

T 

bleibt, so ist das Doppelintegral endlich und von der Art des Ueber- 
gangs zum unendlichen Bereich ganz unabhängig. Denn der auf ein 

Gebiet, für welches r > r^, bezügliche Theil des Integrales \f{x^ y)dT 

ist kleiner als Aidq)l — ^j, und dieser Ausdruck wird bei beliebig 

wachsenden Werthen von r gleich Null. 

Dagegen hat das Doppelintegral jedenfalls keinen endlichen Werth, 
wenn die Function f{Xj y) ohne Maxima und Minima bei wachsenden 
Werthen von x und y von niederer als der zweiten Ordnung unend- 
lich klein wird, oder gar endlich bleibt. 

In dem Falle, dass die Function bei wachsenden Werthen von x 
und y ohne Aufhören Oscillationen erleidet, lässt sich, wie bei dem 
einfachen Integrale, für die Ordnung des Unendlich werdens keine 
Grenze angeben. 

Wenn das Doppelintegral nicht existirt, so können doch singu- 
lare Werthe bei einer bestimmten Aufeinanderfolge der Integrationen 
existiren. Ein Beispiel dafür ist schon im vorigen §. gegeben; ein 
anderes wichtiges ist das folgende: Die Function fix, y) = cos {xy) 
ist in dem unendlichen Streifen x = bis a; = &, y = bis y = oo 
nicht integrirbar, denn es ist: 

h b ' b h b h b 

f dy I cos {xy)dx == j dx f cos {x y) dy = 1 — ^ dx = /— ^ dx, 



und lässt man zuerst h in der zu integrirenden Function beliebig 
wachsen, so wird dieselbe gänzlich unbestimmt; wohl aber hat 

j^yj cos {xy) dx = /"-^ dy 

u 

für h = oo den bestimmten Werth +17-, je nachdem h > oder < 
(§. 155). Indem also das Doppelintegral nicht existirt, wird auch 



b h 

1 dx Lim I co^(xy)dy\ 




unbestimmt, während 

Ä b 

cos (xy) dx = + Y • (& ^ ^) 



h b 
Lim I dy j c 
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Man beachte ; dass sonach aus der Gleichung: 

b h h b 

I dx f cos (xy) dy = I dy I cos (xy) dx, 

U 

I 

die für jeden endlichen Werth von h gilt, doch nicht geschlossen werden 

darf: 

b h ^ ^ 

/dx Lim f cos (xy)dy = Lim 1 dy f cos {xy)dx*), 



weil die linke Seite keinen bestimmten Sinn hat. 

173. Es ist noch schliesslich von Wichtigkeit, zu erkennen, dass 
das Product Zweier einfacher Integrale stets als ein Doppelintegral be- 
trachtet werden kann. Sind f{x) und ^(a?) zwei integrirbare Func- 
tionen, so ist 

J fix) dxjfiy) dy =JJf{x) t(y) dx dy, 

wenn dieses Doppelintegral ausgedehnt wird über das Rechteck zwischen 
den Grenzen x gleich a his b, y gleich a bis ß. 
Denn es ist 

b 

j f{x)dx={x^--a)f(a) + {x^—x^)f{x^) . . . {b—Xn-i)f(Xn^i) +A =Ä+ A , 



a 



/ 



9^(y)dy={yi—cc)(p{cc)+(if2—yt)T{yi)" • (z^— 2/^-1)9(^^-1)+ a'=ä'+a', 

also 

J fix) dxj q> (y) dy =^^2 ^^^^^ ^^^"^ ^^'"^^ ~ ^^^ ^^''+^ "" ^"^ "f" 

+ ÄA' + Ä'A + AAV 

Da nun die Grössen A und A' mit wachsenden Werthen von m und 
n nach Null convergiren, so erkennt man, dass die linke Seite in der 
That den Grenzwerth der Doppelsumme darstellt. Dieser Satz gilt auch, 
wenn die Functionen fix) und q)iy) im Integrationsintervalle unend- 
lich werden, falls die Integrirbarkeit jeder einzelnen erhalten bleibt. 
Denn wird fix) für x = c, fpiy) für y = c' unendlich, so ist nach dem 
eben bewiesenen Theoreme: 



*) In der Theorie der Fourier'schen Integrale und den allgemeineren, welchen 
sie angehören (Du Bois-Reymond: Journal f. Math. Bd. 69), sind die Fest- 
setzungen über die Folge der Integrationen und den dazu gehörigen Grenzüber- 
gängen wesentlich. 
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I 

c- G'-d' 

jf{x)dxjq) (y) dy =JJ f{^) ^ (v) ^^ ^V • 



a a 



Convergiren nun S und ö' nach Null, so geht die linke Seite, der Vor- 
aussetzung zufolge, in einen bestimmten endlichen Werth über, der 
zugleich den Werth des Doppelintegrales im Rechteck bis zu den Gren- 
zen X = c, y = c repräsentirt. 

174. Für das einfache bestimmte Integral besteht der Satz: Kennt 
man eine stetige Function F(pc)y deren Ableitung integrabel ist und im 
allgemeinen mit einer Function f{x) übereinstimmt, so ist: 



X 



f{x) dx =^ F(x) - F{a). 



I a 



Der Werth des bestimmten Integrals hängt also nur von den Werthen 
der Function F an den Endpunkten des Integrationsintervalles ab. 
Ein Analogon für das Doppelintegral liefert der Satz von Green*): 
Ueber die Zurückführung eines Doppelintegrales einer 
eindeutigen Function auf einfache Integrale längs der 
Begrenzungscurve. 

Es sei in der iCt/-Ebene ein endliches zusammenhängendes Gebiet 
gegeben, welches durch eine oder mehrere geschlossene Curven be- 
grenzt ist. (In der umstehenden Figur 16 soll das Gebiet aus dem 
von der äusseren Curve umschlossenen Th^ile der Ebene mit Weg- 
lassung der beiden von den Ovalen begrenzten Flächen bestehen; es 
sind hier also drei geschlossene Begrenzungs- oder Randcurven vor- 
handen.) Für alle Punkte im Innern und an den Rändern dieses Ge- 
bietes sei eine Function f{x, y) gegeben, welche innerhalb des Ge- 
bietes integrabel ist. Diese Function ist dann (nach §. 167) stetig, 
doch kann sie in einer „discreten" Mannigfaltigkeit von Curven auch 
unstetig, unbestimmt, ja selbst unendlich werden; wir nennen die Function 
alsdann „im allgemeinen^' stetig. Im letzteren Falle muss sie, wenn 
sie in bestimmter Weise unendlich wird, an jeder vereinzelten Stelle 
algebraisch von niederer als der zweiten Dimension und längs ganzer 
Curven algebraisch von niederer als der ersten unendlich werden. 



X 



Bei jedem Werthe von y stellt dann auch 1 f{x, y) dx im all- 



a 



gemeinen eine stetige und endliche Function von x dar, die in Bezug 
auf y integrabel ist. Bezeichnet man: 



*) Journal f. Math. Bd, 44. Riemann, Grundlagen für eine allgemeine 
Theorie etc. §. 7— -9. 
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X 

ß 



so ist 



f{x, y) dx = Fix , y) - F(a, y), 



A^'^) = ^--' 



Jede Parallele zur a;-Axe soll die Randcurven in einer endlichen, und 
zwar geraden Anzahl von Punkten schneiden. In der vorliegenden 

Figur sind es zwei oder vier. 
Bezeichnet man die Werthe 
von X, welche bei einem be- 
stimmten Werthe von y zu 
den Ein- und Austrittsstellen 
gehören ; mit a:,, ajj, %, x^y 
so ist das Doppelintegral: 

jjf{^,y) dxdy = 

=Jdyjf{x,y)dx, 

wenn bei der successiven In- 
tegration der rechten Seite 
das innere Integral nach x, 
bei jedem Werthe von y, 
zwischen den Grenzen Xi bis rCj, x^ bis x^ erstreckt wird. Es ist aber: 

Jfix,y)dx+Jf{x,y)dx = F{x,,y)-F{x,,y) + Fix,,y)'-F{x^,y). 




o 



Figr. 16. 



Also: 



«3 



jy?(^,2/) ^^ äy=Jdy F{x^,y) ^j dyF{x^ ,y) +JdyF(x,y) -JdyF{x^y). 

In diesen Integralen, sind die Werthe von x als Functionen von y ent- 
sprechend den Gleichungen der Randcurven zu substituiren , und die 
Integrationen nach x zwischen den extremen Werthen (denjenigen, an 
welchen je eine Eintritts- und Austrittsstelle der zur oJ-Axe Parallelen 
zusammenstösst) zu vollziehen. 

Construirt man an jeder Stelle die Normale der Randcurve und 
bezeichnet man die Winkel, welche die nach dem Innern des Gebietes 
sich erstreckende Richtung dieser Normalen mit der positiven Ordi- 
natenaxe bildet, mit 9>n 9^2» 93; 9^4» diesen Winkel stets in derselben 
Drehrichtung von der positiven Ordinatenaxe zur negativen Abscissen- 
axe gemessen, so sind an den Eintrittsstellen 0^, O3, q)^ und tp^ jedes- 
mal Winkel im dritten oder vierten Quadranten, an 4^^ Austritts- 
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stellen 0.^, O4 dagegen tp^t (p^ im ersten oder zweiten Quadranten. 
Bezeichnet man also mit ds den positiven Werth des Bogenelemeutes 
einer Randcurve, so ist: 

dy= — dssinq)^^ dy==dsmi(p.^y dy= — ds sin q)^, dy==ds sinq)^. 

Demach: 

/ ffi^y y) ^^ ^y = / F{^2j y) sing^^ ^^ + / ^(^i ; y) sin (fi ds + 

+ / ^(^if 2/) sin9>4 ds +J F{x^, y) sin 93 ds. 

Alle diese Theilintegrale lassen sich unter einen Begriff zusammenfassen. 

Von jedem der Integrale können wir sagen ^ dass es längs eines 

Stückes einer ßandcurve hinerstreckt ist, indem jedesmal die zu inte- 

grirende Function 

F{Xj y) sing) ds 

für die stetig auf einander folgenden Punkte der ßandcurve, bei posi- 
tiven Werthen von ds^ zu bilden ist. 

Es wird nun festgesetzt: Die Bogenlänge jedweder Randcurve soll 
eine positiv wachsende Grösse sein, wenn man die Curve von irgend 
einem ihrer Punkte an so durchläuft, dass die Fläche, zu deren Be- 
grenzung sie gehört, zur Linken bleibt. Auf diese Weise erhält man 
die Theilintegrale, gebildet von den^ Punkten 0^ oder O4 über die 
Strecken: a,a4, a^a^, ^h^iy ^1^97 ^9^\\f ^ii<^i3; ^js^u ^^d von b^ 
über c, nach &2» ^3 über C3 nach 64 ; dagegen von den Punkten 0^ 
oder O3 über die Strecken: a^a^, a^a^y «6^3? %^ö; ^10 ^8> ^n<^\Qy 
a^^a^2 '^nd 62 über c^ nach fej, 64 über c^ nach 63. Man kann daher 
sagen, das Integral 

/ F{x, y) siny ds 

ist für die Punkte sämmtlicher ßandcurvon zu bilden, wenn 
man dieselben so durchläuft, dass das Gebiet, welches sie 
begrenzen sollen, zur Linken bleibt. 

Umgekehrt hat man die Definition: Unter einem einfachen In- 
tegral F{x, y) sing) dSy hinerstreckt über eine geschlossene Curve in 
positiver Richtung, versteht man, indem man dasselbe durch eine 
Variabele ausdrückt, den Werth von 



/ 



F{x,y)dy, 



indem man erstlich aus der Gleichung der Randcurve g)(a;, j/) = zu 
jedem Werthe von y die Ein- und Austrittsstellen der Parallelen zur 
a?-Axe als Functionen von y berechnet: 

^\ = ^\ iy) < ^2 = ^y) < ^3 = ^3(y) < ^4 = ^4(y) • • • 
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und alsdann die Integralsumme : 

J J^XHvl y)dy -J F(tl;, (y), y) dy +fF{ip,{y),y) dy -J F(ip,{y),y) dy.,. 

für wachsende Werthe von y bildet. 

Vermittelst dieser Definition lässt sich der Green'sche Satz folgen- 
dermassen aussprechen : 

Ist f{x ; y) eine innerhalb eines Gebietes integrabele Function, so ist 



X 

jf{x, y) dx = F{x, y) 



im allgemeinen bei jedem Werthe von y eine stetige Function von x und 
bei jedem Werthe von x eine integrabele Function in Bezug auf y. Das 
Doppelintegral 

f J/'{^,y)dxdy 

ist gleich dem einfachen Integral 

I F{x, y) sing) ds, 

wenn letzteres über die Eandcurven des Gebietes in positivem Umlauf 
erstreckt wird. 

Diese Gleichung bleibt selbst dann noch richtig, wenn die Func- 
tionen f und F an unendlich vielen Stellen willkürlich abgeändert 
werden, doch so, dass die Integrale dabei ungeändert bleiben. 

Der Werth des Doppelintegrales hängt also nur von den Werthen 
F in den Punkten der Randcurven ab. 

In anderer Reihenfolge kann man den Satz auch so fassen: Ist 

die partielle Ableitung p— einer Function F{Xf y) integrabel über das 

ex 

ganze Gebiet (auch wenn es Stellen oder Curven giebt, an denen sie 
unstetig oder unendlich wird), so ist stets 

JßZ01 dx dy=^jF(x, y) sin<pds. 

Analog beweist man durch Vertauschung der Buchstaben x und y, indem 
man mit f den Winkel bezeichnet, welchen die nach Innen gerichtete 
Normale mit der positiven x-A^e einschliesst, wobei an den Eintritts- 
stellen der Parallelen zur t/-Axe der positive Werth von dx gleich wird, 
ds sinif ^= ds cos q), an den Austrittsstellen dagegen gleich — dssin^ 
= — ds cos (p, die Gleichung: 

I j — ^^^j-Ml dx dy = — I F{Xy y) sini/; ds = — 1 F(Xf y) cosy ds. 
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— 1 F{x, y) cos 9? ds ist nach der obigen Definition das Integral 

— / F{Xy y) dx, gebildet längs der Randcurven in positivem Umlaufe. 

175. An dieses Resultat knüpfen sieb noch einige bemerkens- 
werthe Folgerungen. 

1. Es sei für ein irgendwie durch ein oder mehrere Randcurven 
begrenztes Gebiet eine eindeutige Function zweier Variabelen gegeben: 
f\x, y)\ ihre partiellen Ableitungen seien 

^^ = P, ^l^^Q, und es sei |?=|« ■ 
ox ^ dy ^ ' oy dx 



Sind nun die Functionen ^ und —^ innerhalb des Gebietes integrabel, 



/ j j^ dx dy =^ -— j P cosy ds^ 1 1 ^ dx dy = f Q ^inq) ds, 
also 
jy"(f| - If) dx dy =J{Q sin 9, + Pcosg,) ds =J\Qdy + Pdx). 

Der Voraussetzung zufolge verschwindet aber die Function unter dem 
Doppelintegrale, und folglich erhält man den Satz: 

Sind F und Q die partiellen Ableitungen einer eindeutigen Func- 
tion zweier Variabelen, so verschrnndet das Integral 

I {Q sinq) -{- Pcostp) ds = I {Qdy -\- Fdx), 

wenn es in positivem Umlaufe für sämmtliche Randcurven eines Ge- 
bietes gebildet wird, in welchem die Functionen -^ , -^ integrabel sind 
und im allgemeinen (mit Ausnahme einer linearen Mannigfalti^heit) der 
Gleichung y- = ^ genügen. 

2, Aus diesem Satze folgt: Ist das Gebiet nur von einer einzigen 
geschlossenen Randcurve begrenzt (einfach zusammenhängend) 
und sind für das Innere derselben die eben genannten Bedingungen 
erfüllt, so hat das Integral^ gebildet für diese eine geschlossene Rand- 
curve, den Werth Null. 

3. Sind Xf^y^y x^y^ die Coordinaten zweier Punkte, die im Innern 
solch eines (einfach zusammenhängenden) Gebietes liegen, und ver- 
bindet man dieselben durch beliebige Curven s^, s^, s^ . . . , die im 
Innern des Gebietes verlaufen, so ist der Werth des Integrales 

/ (§ siny + P cosy) ds = l {Qdy + Fdx) 



332 Drittes Buch. Achtes Capitel: §. 175. 

immer derselbe, für welche Curve man es auch bilden mag. Denn je 
zwei Curven, s, und Sj z. B., umschliessen einen Theil des Gebietes, 
und folglich ist die Summe der beiden Integrale ^ von denen das erste 
auf $1 von XfjffQ nach Xif/i, das andere auf ^2 von a;,j/, nach x^y^ ge- 
führt wird, Null; oder in Formeln: 

«lyi ««yo «lyi 

J{Qdy-\-Pdx) JiQdy + Pdx) =J{Qdy + Fdx). 

«0^0 (langes »i) XiVi (Iäng-8 *») x^y^ (längs jj) 

4. Die Integration, welche im Falle 3 zu vollziehen ist, gestaltet 
sich einfach, wenn dies Gebiet so geartet ist, dass das Rechteck par- 
allel den Coordinatenaxen, dessen Ecken die beiden Punkte x^y^ und 
a?,j/, sind, ganz im Gebiete liegt. Der Einfachheit halber werde dabei 
angenommen, dass innerhalb und auf den Grenzen solch eines Recht- 

eckes die Functionen P, Q, k— , ^ ausnahmslos stetig sind, und 

dass die Gleichung ö— = ^ überall besteht. Alsdann kann man die 

Integration längs den Seiten dieses Rechteckes vollziehen und erhält 
entweder : 

j'iQdy + Pdx) =JP{x, y,) dx +Jq{x, , y) dy, 
oder 

XiVi Vi Xi 

jiQdy + Pdx) =J'q{x„ y) dy +fp{x, y,) dx. 

Bezeichnet man das Integral als Function seiner oberen Grenze mit 
•^(^lyt/t) — ^s ^st, wie man sich leicht überzeugt, eine stetige 
Functioq, weil 

F{xi +Ä, y, + Ä) - F{x, , y.) =J'p{x, y,) dx +jQ{!^i + h v) dy + 



«1 Vi 

Vi 



+J'[Qi.'«i-hh,y)-Q{x,,y)\dy 



Vo 



und Q{x^y) eine stetige Function ist — , so erhält man durch Differen- 
tiation nach x^ die Gleichung: 

dfQ[Xuy)dy 
Weil nun ^^' '^' eine stetige Function, so ist die Differentiation 
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unter dem Integralzeichen gestattet (§. 169); ferner besteht die 
Gleichung 

dQ(x,y) ^ dP(x,y) . 
dx dy ' 

also ist: 



Vi 

Vo 



dfQixt,y)dy 



_[/k<iX),,]_[/>gU(!.,]_P(.„,,)_^,„,.,, 



dXf 



und folglich 



ebenso : 






Die Integralfunction / (^t?y + Pdo?) ist also definirbar als diejenige 



»oyo 



stetige Function von x^y^, welche für XQy^ verschwindet, und deren 
partielle Ableitungen nach x und y die Functionen P und Q sind. 

Mit dieser Aussage ist die Function F{x^y^) vollständig definirt. 

Denn alle stetigen Functionen zweier Variabelen, deren partielle 
Ableitungen in einem Gebiete übereinstimmen, könnep sich nur um 
eine additive Gonstante unterscheiden. Seien nämlich F und zwei 
verschiedene Functionen, für welche 

dx dx ^ dy dy '* 

so wird zufolge der ersten Gleichung bei jedem Werthe von y 

F(x,y) = ^(x,y) + C 

sein, wobei (7, eine von x unabhängige Grösse, nur eine stetige Func- 
tion von y sein kann (§ 100); bezeichnet mau dieselbe mit Y, so ist 

dF(x,y) ^ d<t> (X, y) , dY 
dy dy '^ dy' 

aber zufolge der zweiten Gleichung 

^ = 
dy ''• 

Mithin ist (§. 100) Y eine Gonstante auch in Bezug auf y. 

Es ist also das Problem gelost: Gegeben sind zwei stetige Functionen 
P und Q, welche in einem einfach zusammenhängenden Gebiete der Glei- 
chung genügen 

dP^dQ^ 
dy'^dx' 
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Man soü diejenigen stetigen Functionen finden, deren partielle Ablei- 
tungen nach X und y mit den Werthen P und Q übereinstimmen. Die 
Gesammtheit dieser Functionen wird durch 



f 



xy 

{Qdy -f Pdx) + Const. 

dargestellt. Kennt man umgekehrt von vornherein solch eine stetige 
Function jP(ir, 1/), so hat man damit das bestimmte Integral ermittelt; 
denn es ist 

J (Qdy + Pdx) + C = F{x, y) + C = Fix, y) - F(x,y,) , 

weil die linke Seite für x=Xq^ y=J/o verschwindet, also C= — F{xQy^ 
sein muss. 

Damit ist auch der Zusammenhang zwischen dem bestimmten und 
unbestimmten Integrale zweier Variabelen mit allen hier nöthigen Vor- 
aussetzungen entwickelt. 

Anmerkung: Es ist zu beachten, dass der vorstehende Be- 
weis des Satzes über die Herleitung einer stetigen Function F(x, y) 
aus ihren partiellen Ableitungen P und Q nicht nur die Stetigkeit 
dieser Ableitungen, sondern auch ihre Differentiirbarkeit, bezüg- 
lich nach y und a?, in dem Gebiete benutzt*); während ein Analogon 
dafür bei den Functionen einer Variabelen nicht vorhanden ist. 

Es ist daher nicht unwichtig, einzusehen, dass die Bedingung 
für das exacte DifiFerential in gewissen Fällen modificirt werden muss. 
Man formulire das Problem folgendermassen : 

Gegeben sind in einem recht-eckigen Gebiete (yotl x = a 
bis X = b, y = a bis y = ß) zwei stetige Functionen Pund Q, 
Welche weiteren Bedingungen müssen dieselben erfüllen, 
damit es eine in dem Gebiete stetige Function F{x,y) gebe, 
für welche 



*) Es können Punkte vorhanden sein, an denen die Stetigkeit und Endlich- 
keit der Functionen P und Q aufhört. Diese Punkte können aher in beliebig 
kleine Umgebungen eingeschlossen werden; die Umschliessungscurven werden dann 
des Randcurven des Gebietes zugezählt , welches dadurch ein mehrfach zusammen- 
hängendes wird. Sie kommen aber schliesslich bei der Bildung des einfachen 
Integrales nicht in Betracht, wenn für das Innere solch eines Bereiches das Doppel- 
integral I I (— -^j dx dy verschwinden soll. Die abgeleiteten Sätze 

basiren auf der Gleichung 1 / ( ^- — ~^') dx dy = 0, gebildet für jeden be- 
liebigen Theil des gesammten Gebietes als der nothwendigen und hinreichenden 
Voraussetzung. 
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ist und wie wird dieselbe bestimmt? 

Die Gesammtheit aller stetigen Functionen, deren partielle Ab- 
leitung nach X mit P übereinstimmt, ist in der Form enthalten: 



X 



a 



wobei Y eine stetige Function von y allein ist. Lässt man a: = a 
werden, so folgt: 



X 



F(x, y) — F{a, y) =J P(x, y) dx. 



Differentiirt man die Gleichung nach y, so ergiebt sich, weil 
sein soll, die Relation: 



X 



1) «(«, y) - Qifl, y) = ^Jp («, y) dx. 



a 



Ebenso findet man die analoge Gleichung: 

2) P{x, y) - F{x, a) == f^jQix, y) dy. 



a 



Die Functionen P und Q können also nicht unabhängig von ein- 
ander sein; sie müssen diesen Gleichungen genügen, von denen die 
eine eine Folge der anderen ist. Diese Bedingungen sind nothwendig. 
Folgt nun aus der DiflFerentiirbarkeit der Integrale auch die Differentiir- 
barkeit der Functionen P und Q bezüglich nach y und a?? An Stelle 
der Gleichung 1), in welcher a und x beliebige Werthe bedeuten, kann 
man schreiben: 

x+h a?+Ä 

h dy hj ^ '^' jy=o^J ^y 

X x 

Die rechte Seite besitzt also für beliebig kleine Werthe von h einen 
Grenzwerth für Ay = 0. Das Integral der rechten Seite kann aber 
an jeder Stelle, wo P eine stetige Function von x ist, durch seinen 
Mittelwerth ersetzt werden, so dass man die Gleichung erhält: 
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Q{x + h,y)--Q(x,y) ^ ^^^ P{x + Q h, y + Ay) ~ P(x + Qh , y) ^ 

Hier ist 6 eine von Ay abhängige Function; und das Intervall Qh 
kann durch Wahl von h beliebig verkleinert werden. Nichtsdestoweniger 
darf man nicht schliessen, dass der bestimmte Grenzwerth, welcher 
sich auf der rechten Seite ergiebt, der Differentialquotieut der Function 
P(x,y) an einer bestimmten Stelle in Bezug auf y ist. Denn jener 
Grenzwerth kommt nur so zu Stande, dass auch das Argument Qh 
variirt, während die Ableitung nach y durch die Gleichung 

j^.^ P{x,y+Ay)-P{x,y) 

jy=o ^y 

dP 

definirt ist. Nur falls die Ableitunff -^- für alle Punkte im »Gebiete 

o dy 

existirt, und eine in Bezug auf die beiden Variabelen integrirbare 

Function ist, folgt nach dem im §. 169 geführten Beweise die Ver- 

tauschbarkeit der DifiFerentiation und Integration bei der Gleichung 1) 

und daraus die Existenz von -^, sowie die Gleichung -— = ^. Fälle, 

X y X 

in denen die allgemeine Formulirung der Bedingung nothwendig wird, 
lassen sich angeben. Es sei ^(^) eine Function, die innerhalb eines 
bestimmten Intervalles zwar stetig ist, aber keine zweite Ableitung 
besitzt. Substituirt man dann =. 9)(a;,y), so erhält man eine Function 

if{(pix,y)) = F{x^y\ für welche die gemischte Ableitung ^ ^ nicht 

existirt, obgleich diese Function ein totales erstes Differential besitzt, 
dessen Integral stets unabhängig bleibt vom Integrationswege. 

Für den Beweis des Satzes 1) in diesem Paragraphen, dass die 
Summe der Integrale: 

^ Pdx + Qdy 



ß 



gebildet in positivem Umlaufe für sämmtliche Randcurven eines mehr- 
fach zusammenhängenden Gebietes gleich Null wird, war die Bedingung 

^ = T^ wesentlich. Ob dieselbe nothwendig ist, darüber liegen keine 

Untersuchungen vor. 

176« Die Bedingungen der Integrabilität bleiben bestehen, wenn 
an Stelle der Variabelen x und y zwei neue Variabele u und v einge- 
führt werden, deren erste und zweite Ableitungen existiren. 

Sei X = g) (u,v)y y = il> (u^ v), so verwandelt sich das Differential 
Pdx -\- Qdy vermöge der Gleichungen 

dx = ^ du 4- —^ dv . dy == -^ du 4- ^ dv 

du ^ dv ' "^ du * ov 

in die Form P^du + Q\dv, wobei: 
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und es wird 

dPi^d^ [dP^ dv^ idP dV] , djp [dQ^ ?9 i iÖ ^'\ 
dv du Idx dv ' dy dv j "^ duldx dv ' dy dv j 



dudv ' ^ du dv 9 



dQi^d^ [dP ^ I ap a^l , a^ rag aqp , aö ^1 
e^f« a« La« a« "^ dy du] ' a» La«; du "^ ay a^J 



Demnach ist 



und 





+ P 


a«<p 

dudv 


+ Q 


d^iff 
dudv 


dPi 

dv 


du 









j{F, du + Q, dv) =J{Pdx + Qdy) + 0. 

Bei der Ableitung dieser Formel ist die Existenz sämmtlicher zweiter 
Differentialquotienten der ursprünglichen Function vorausgesetzt. 



Harnack, Differential- u. Integralrechnung. 
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Viertes Buch. 

Die Integrale eomplexer Functionen. Die allgemeinen 
Eigenschaften analytischer Functionen. 

Erstes Capitel. 

Das beetimmte Integral einer eindeutigen analytischen Fnnotion im 

oomplexen Gebiet. 

177. Unter der Function f{z) einer complexen Veränderlichen z 
wurde im §. 80 eine Grösse definirt, welche sich aus durch eine end- 
liche oder auch unendliche Anzahl von Rechnungsoperationen berech- 
nen lässt. Analytisch wurde dann solch eine Function in einem zu- 
sammenhängenden Gebiete genannt (§. 84), in welchem sie, mit Aus- 
nahme singulärer Stellen, überall eine bestimmte Ableitung f{si) un- 
abhängig vom Differentiale dz=dx-\-idy besitzt. Die beiden Bestand- 
theile u und v einer analytischen Function 

f{z) ==u '\- iv 

sind, wie weiter gefolgert wurde, stetige Functionen der beiden Varia- 
beleu X und j/, mit bestimmten Ableitungen nach x sowohl wie nach y, 
welche die Gleichungen erfüllen: 

du dv du^ dv 

dx~dy' dy'^~dx' 

Auch wurde gezeigt, dass diese Gleichungen zusammen mit der Stetig- 
keit der Ableitungen auch die hinreichenden Bedingungen dafür sind, 
dass die Function f{x + iy) = m + *^ ^^^^ ^^m Differentiale unab- 
hängige Ableitung besitzt, also eine analytische Function von z in dem 
ursprünglich definirten Sinne ist. 

Die folgenden Untersuchungen, durch welche der Integralbegriff 
im complexen Gebiete festgestellt werden soll, behandeln zuerst die 
Function einer complexen Veränderlichen überhaupt und gehen dann 
zu den analytischen Functionen über, deren allgemeine Eigenschaften 
das Endziel bilden. 

In der complexen Ebene seien zwei Punkte z^ und Z gegeben 
und durch eine beliebige Curve von endlicher Länge mit einander ver- 
bunden. Die Gleichung der Curve kann man sich in der Form 
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ip(^Xf y) = oder auch in der Parameterdarstellung x=q){t), y=^(^) 
gegeben denken. Jedem Werthe von t soll alsdann eindeutig ein Werth 
von X und einer von y entsprechen , continuirlich auf einander folgen- 
den Werthen der Variabelen ^, von welcher wir annehmen, dass sie 
keinen Wechsel der Zu- oder Abnahme zwischen den Grenzen tQ und 
t erleidet, entsprechen die continuirlich auf einander folgenden Punkte 
von 0Q bis Z. Schaltet man nun zwischen 0q und Z beliebig viele auf 
der Curve gelegene Punkte ein, 0^, ^2 ' - * ^n— i, und bildet die Summe: 

SO heisst der complexe Grenzwerth, dem diese Summe bei beliebig 
wachsendem Werthe n zustrebt,' das bestimmte Integral der Function 
f{z), gebildet von Zq bis Z auf dem durch die Curvengleichung vorge- 
schriebenen Wege*). 

Unter welchen Bedingungen ist ein bestimmter Grenzwerth vor- 
handen? Nimmt man zunächst an, dass die Function f(0) in allen 
Punkten der Curve endlich bleibt, also eine obere Grenze angebbar 
ist, die ihr Modul nicht überschreitet, und dass die Punkte, an denen 
der reelle und der imaginäre Theil von f{0) endliche Discontinuitäten 
oder unendlich viele Oscillationen mit endlichen Schwankungen er- 
leiden, eine discrete Menge bilden, so ist das Vorhandensein einer be- 
stimmten Grenze vermittelst der Sätze über das reelle Integral leicht 
zu erkennen. Denn verwandelt man durch die Substitution 

g = x-\-iy = <p{t) + ii,(t), f(s) in /; (t) + if, (t), 

und sind ^q, t^y t^j , , , tn—i, T die Werthe, welche den Punkten Zq, 
0iy 0-2 • ' ' ^n-i; Z entsprechen, so geht die obige Summe über in: 

Jfc = 

die sich in einen reellen Theil: 
und einen imaginären: 



*) Cauchy: Memoire sur les integrales d^finies, prises entre des limites 
imaginaires. 1825. Compts rendus 1846. — Riemann: Grundlagen für eine 
allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen Grösse. 1851. 
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zerlegt. Der ersten Summe und analog den drei übrigen kann man 
die Form geben: 






k^O 



Die Curve, welche als Integrationsweg gewählt ist, soll eine endliche 
Länge haben; sie hat daher auch sicherlich überall (mit Ausnahme 
einer discreten PuDktmenge) einen vorwärts genommenen DiflFerential- 
quotienten, der selbst im allgemeinen eine stetige Function und mit 
dem rückwärts genommenen identisch ist (geometrisch: die Curve hat 
nur in discreten Punkten Ecken). Es lassen sich daher (§. 100) die 
Intervalle so klein annehmen, dass im allgemeinen bei jedem Werthe 
von t 

<P(*;t4-l) — 9?(*a) 



*äH-1 "~ *k 



= (p\h) + *, 



wo S eine beliebig kleine Grösse bedeutet. Mithin erhält jede der vier 
Summen eine Form wie: 

'^^fi ih) 9(ik) (^H-i - h) + d'^f, (4) (<*+, - h), 

die bei beliebig wachsendem Werthe von n in das bestimmte Integral 

T 

dt 



JU (t) q>\t) 



übergeht. Es ist also 

z T 

I. Lim^M) ('^'i+i - ^*) ='fn^)ds ^-Jifi it)<p'{t)-f^(t)^\t)-\dt+ 

T T 

+ ij\h {*) 9'{t) + A (0 ^'(<)] dt ^J[f, (0 + if2 (t)][q>' (t) + ii>'{t)] dt 

eine bestimmte endliche Grösse. 

Ist z. B. das Integral vom Punkte 0q = Xq -^ iy^ zum Punkte 
Z= X + iF auf geradlinigem Wege zu bilden, so ist: 

^ = ^0 + (-3ä^ — ^o) ^ y = !/o + (^ — 2/o) ^ 
also 

ß{i!)de^[X-x,+i{Y-y,)]Jf{x,-\-iy,+tiX--x,) + it{Y-y,))dt. 
Ist das Integral über den Bogen eines Kreises zu führen, dessen Mittel- 
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puukt der Punkt Xq -\-iyo, so hat man; wenn r den Radius bedeutet, 
zufolge der Gleichungen: 

x = x^^-\-rcost^ y = y^i-}'r sin t, dx=^ — rsiat dt, dy >=» r cos t dt, 
ZT m ^ 

jf{z)dz =jf(XQ + iy« + re«0 ir&*dt == ir j f{xQ + iy^ + re'') &^ dt, 

•o 'o »0 

wobei t^ und T die zu dem Anfangs- und zu dem Endpunkte gehörigen 
Werthe von t bezeichnen. 

178. Auch für das complexe Integral gelten, wie aus der Glei- 
chung I. hervorgeht, die Sätze: 

1) Jmdz=^Jf{z)dz, 

nur müssen beide Integrale sich auf dieselbe Curve beziehen. 

2) jf{z) dz ==y>(4r) ds -^jf\e) dz, 

«0 *0 «Jfc 

nur müssen die Integration swege von z^ über Zk nach Z oder von z 
über Z nach Zk in allen Integralen dieselben sein. 

Desgleichen besieht hier ein Mittelwetthsatz ; doch hat derselbe 
nicht die einfache Form wie beim reellen Integrale. . 

Aus der Gleichung: 

ZT T 

Jf{z) dz =J>, (<) Wit) + i^'m dt + iJfS) Wit) + iM>'{t)-]dt 

folgt: 

z 

^ }{z) dz = M,{Z- z,) + i M, {Zr- z,), 

wobei M^ einen Mittel werth von fx{t), M^ einen Mittel werth you f^if) 
bedeutet. Sind diese Functionen auf dem Integrationswege stetig, so 
kann man dieser Gleichung die Form geben: 
z 

3) 'Jnz)dz={fAto + QiT-Q) + iU{t, + &{T-Q)-\ \Z-z,^. 

»o 

Die Werthe und 6' werden aber im allgemeinen verschieden sein. 
Aus dieser Gleichung lässt sich weiter folgern, dass das Integral 
in allen Punkten des Integrationsweges eine Function der complexen 
Veränderlichen darstellt, und zwar im allgemeinen eine analytische 
Function. Denn bedeutet z einen beliebigen Punkt auf dem Integra- 
tionswege, so wird der Differentialquotient des Integrales 



z 

ß 
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Jmdz, 



genommen nach der oberen Grenze, ii^ beliebiger Richtung abgeleitet, 
indem man den Quotienten 

bildet, wobei h irgend welche nach Null convergirende Grösse bedeu- 
tet und das Integral auf irgend einem Wege zwischen den Punkten z 
und z -\'h geführt wird. Entsprechen diesen Punkten die Werthe t 
und ^ + /c derart, dass auf dem Integrationswege mit ä = auch h 
nach Null convergirt, so ist nach Gleichung 3) 

4) {^Jm dz = /•,(< + Qh) + if^ {t + &k), 

» 

also 

Lim l ftXz) d0 = f,it) + if,{t) = az). 

« 

Das bestimmte Integral, als Function der oberen Grenze betrach- 
tet, besitzt also im allgemeinen in den Punkten des Integrationsweges 
die Ableitung f{z). Insbesondere ist auch 

dJf{Z) dz djm dz 

=m^ -^^.7 — im^ 



ex ' V /' ^y 

womit gemäss §. 84 -ausgedrückt ist, dass das Integral eine Function 
der complexen Veränderlichen x -{- iy =^ z ist. 

Ist längs des Integrationsweges eine eindeutige analytische Func- 
tion F{z) bekannt, deren Ableitung gleich f{z) ist, so ist auch 

z 

5) ji\e) de = F{Z) - F{e,). 

Denn geht vermittelst der Substitution g = <p(t) -\- iil>{t)t f{i>) über in 
/IC) + ifi{t) und F{z) über in F^it) + iF^it), so ist 

F\z) = f{z) = [F/ {t) + i F; (0] ^ , 
also 

\fs (f) + ifi m [<p'(t) + »>'(0] = F{{t) 4- iF^ (<), 
folglich: 
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ZT T 

Jmdz=f[U{t)-\-ifS)'] [<p'it)-{-it'{t)]dt^J[F,\t)+iF,\t)]dt 

= [F, (T) + iF.iT)] - [F^ (t,) + iF^iQ] = FiZ) - F{e,). 

Die Definition des bestimmten Integrales lässt sich ebenso wie früher 
erweitern: 

Wird die Function f{0) in discreten Punkten c^, C2 > » » unendlich, 
so lautet die Definitionsgleichung: 

jf{z) dz == Lim if {z) dz. 

Auch hier besteht das Kriterium: 

D^s Integral rechts besitzt einen bestimmten Grenzwerth für 5=0, 
falls der Betrag von (c — zy f{z) für z = c eine endliche Grösse bleibt, 
unter v einen positiven Werth kleiner als I verstanden, wie auch immer 
der Werth von z nach c convergirt. (Vgl. §. 181, 3.) 

Verläuft der Integrationsweg in bestimmter Weise ins Unendliche, 
so ist 

/■• 

= 00 



l'f{g) d3 = Lim j'f{z) ds, iure 



wenn der Punkt z auf der vorgeschriebenen Linie ins Unendliche 
übergeht. 

Das Integral besitzt dann sicherlich eine bestimmte Grenze, wenn 
bei diesem Processe der Betrag von z'^fi^z) endlich bleibt und v eine 
Zahl grösser als 1 ist. (Siehe §. 181, 4.) 

179. Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Integrale einer 
complexen Function und dem einer reellen liegt, trotz der Gleichartig- 
keit der Sätze des vorigen §, mit den früheren, noch immer vor; denn 
ein complexes Integral kann zwischen zwäi bestimmten Grenzen z^^ und 
Z auf sehr verschiedenen Wegen genommen werden, während für das 
reelle Integral eben durch die Forderung, dass es reell sein soll, auch 
immer zugleich nur ein Weg zwischen den Grenzen vorgeschrieben 
ist. Es kann daher das complexe Integral einer und derselben Func- 
tion zwischen denselben Grenzen verschiedene Werthe je nach dem 
Integrationswege annehmen. 

Cdz 
Erstreckt man z. B. I — vom Punkte + 1 l^is zum Punkte — 1 

auf dem oberen Halbkreise um den Coordinatenanfangspunkt, so wird, 
indem man z = cos(^) + i sin(^), dz = [ — sin(^) + i cos(0] dt setzt, 

—1 7t 



I — =^ i I dt =^ iTt. 
+1 
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Dagegen wird auf dem unteren Halbkreise: 



— « 



I — =: i I dt = — in:. 

+1 

Es entsteht also die Frage: Unter welchen Bedingungen ist das 
Integral einer complexen Function seihst eine eindeutige Function seiner 
oberen Grenze, unabhängig vom Integrationswege? Diese Frage wird, 
wie Biemann gezeigt hat, vermittelst des Green^schen Satzes und 
seiner Folgesätze (§. 174 — 176) beantwortet. 

Es sei ein einfach zusammenhängendes Gebiet gegeben und für 
dasselbe die eindeutige Function f{0) = u -{• iv definirt. Die Func- 
tionen u und V seien in diesem Gebiete durchweg stetig. Sollten 
Punkte vorhanden sein, an denen dieses nicht zutriflFt, so umschliesse 
man dieselben mit*Curven und zähle dieselben den Randcurven des 
Gebietes zu. Von der Integration in solch einem mehrfach zusammen- 
hängenden Gebiete wird im folgenden später die Rede sein. Ferner 
werde 

J'f(g)dz^F(Z)-Fie,)=iU+ir)-iU,-\-iV,)='J(u-{-iv)(dx+tdy) 

gesetzt, wobei ebenfalls U und V reelle und zwar stetige Functionen 
von X und y bedeuten. 

Die Function ?7+ iFsoll die Eigenschaft haben, dass sie in jedem 
Punkte des Gebietes unabhängig vom Integrationswege ist und den 
Gleichungen genügt: 

also muss: 

du du dV dV 

dx ^ dy ' dx ' dy 

sein. Mithin wird man auf das früher behandelte Problem zurück- 
geführt, dessen Lösung (§. 175) aussagt: 

In dem einfach zusammenhängenden Gebiete ist U eine stetige 
Function, deren partielle Ableitungen nach x und y überall bezüglich 
u und — V sind, und ebenso V eine stetige Function mit den Ablei- 
tungen V und u, wenn die Functionen u und v die Eigenschaft haben, 
bestimmte partielle Ableitungen nach x sowohl wie nach y zu besitzen, 
zwischen denen die Gleichungen bestehen: 

du dv_ dv du 

dy dx ' dy dx ' 

Die Functionen U und F werden alsdann^ durch die Integrale 
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«j y », y 

/ {udx — vdy) und / {vdx + udy) 

^t I/o ^> Vo 

gebildet, auf beliebigem Wege erhalten. Das sind aber die Gleichungen, 
welche aussagen, dass die Function f{is) eine analytische Function mit 
der bestimmten Ableitung 

ist. 

Sonach ist bewiesen: Ist in einem einfach zusammenhängenden end- 

liehen Gebiete f{z) ausnahmslos eine analytische Fundiony so ist jf{js)dz 

«0 

eine vom Integrationswege völlig unabhängige im ganzen Gebiete ana- 
lytische Function mit der Ableitung f{z). 

180. Führt man in das Integral / f{z) dz eine neue Veränderliche 

ein, durch die Substitution z = iIj{z), wobei il){z) in dem ganzen Ge- 
biete, in welchem das Integral gebildet werden soll, eine analytische 
Function ist, so wird nach §. 176 die Eigenschaft der Integrabilität 
in Bezug auf die neue Variabele / nicht gestört, und es ist: 

j'f{s) de '^ffU>{d)yi,'ie) dz 

eine analytische Function von z mit der Ableitung f{^(z')) . i^'(/). 

Hat man das Integral über ein Gebiet zu erstrecken, welches ins 
Unendliche verläuft, so kann man durch die Transformation vermittelst 
reciproker Radien (§. 79) dasselbe in ein Integral verwandeln , das 
innerhalb eines endlichen Bereiches zu untersuchen ist. Aus der Sub- 
stitution 

;er = i., d^ = - ^ folgt: ß^e) dz = -//"(f) |?. 
und beliebig wachsenden Werthen von z entsprechen die Werthe von 

/ mit beliebig kleinem Modul. Soll also das Integral 1 f{z) dz auf 
einer Curve geführt werden, bei welcher z unendlich wird, so ist 

Umjf{z) dz = Lim — / /" (z) 7^ * 

für « = QO ^ für »' = 

181. An den Lehrsatz des §. 179 schliesst sich eine Reihe von 
Folgesätzen: 

1. Bildet man das Integral längs einer geschlossenen Curve, welche 
innerhalb des einfach zusammenhängenden Gebietes liegt, so ist der Werth 
desselben Null. 
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Denn ist der Weg von Zq über z^ nach der eine Theil dieser 
Curve, und der Weg von 0q über 0^ "^^h der andere, so sind die 
Integrale auf diesen Wegen einander gleich; und weil 

jf{z) dz = -jm de (§. 178, I), 

so wird für den geschlossenen Weg die Summe der beiden Integrale 
von ;2f,j nach z und von z nach Zq Null. 

2. Ist das Gebiet kein einfach zusammenhängendes , so sind die 
beiden Integrale 

/ (m + *^) iß^ + i^y) = / {udx — vdy) -{- i j {vdx -f- udy) 
gebildet für säramtliche Randcurven des Gebietes in positivem Um- 
laufe gleich Null (§. 175, 1). Bildet man also j f{z) dz in positivem 

Umlaufe für sämmiliche Randcurven eines mehrfach zusammenhängenden 
Gebietes, in welchem f(z) eine analytische Function ist, so erhält es den 
Werth Null 

Längs jeder einzelnen Randcurve besitzt es einen bestimmten Werth. 

Zieht man im Gebiete eine geschlossene 
Curve, welche für sich allein ein ein- 
fach zusammenhängendes Gebiet um- 
schliesst z. B. a, so verschwindet das 
Integral längs dieser Curve; zieht man 
aber eine Curve, welche mit einer Rand< 
curve zusammen ein Gebiet umschliesst 
z. B. j3, so ist das Integral längs dieser 
Curve gleich dem Werthe, den es für die 
Randcurve erhält. 

Daraus bildet man sich die Regel: 
Fig.. 177 3) Verliert die zu integrirende Func- 

tion f{z) an einzelnen Stellen (discreter 
Mannigfaltigkeit) eines einfach zusammenhängenden endlichen Gebietes 
die Eigenschaft einer analytischen Function (indem sie an solch einer 
Stelle unstetig oder unendlich wird, oder keine Ableitung besitzt), so 
umschliesse man dieselben in beliebiger Nähe mit Curven, rechne diese 
den Randcurven des Gebietes zu, und führe die Untersuchung in dem 
mehrfach zusammenhängenden Gebiete. Verschwindet das Integral für 
die Randcurve um solch eine Stelle, so kann die Begrenzung dieser 
Stelle aufgehoben werden, immerhin kann jedoch die Integralfunction 
hingeleitet in solch einen Punkt ebenfalls die Eigenschaft einer ana- 
lytischen Function verlieren. Denn dass auch die Integralfunction 
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analytisch ist, wurde nur bewiesen für die Stellen an denen f{z) stetig 
bleibt. 

Es ist also zweierlei zu entscheiden: erstlich ob das Integral um 
eine singulare Stelle verschwindet, zweitens ob es hingeleitet bis in die 
singulare Stelle endlich oder überhaupt analytisch bleibt. 

Man kann zunächst einsehen: Verschwindet das Integral um die 
singulare Stelle nicht, so ist die Integralfun ction eine mehrdeutige 
Function, und die singulare Stelle ein Verzweigungspunkt derselben; 
längs eines von diesem Punkte ausgehenden Verzweigungsschnittes 
differiren die Werthe des Integrales um eine constante Grösse. 

Denn hat das Integral , geführt um eine Begrenzungscurve des 
Punktes a den Werth -4, so hat es für jede Begrenzungscurve um den 
Punkt a denselben Werth, weil zwei Begrenzungscurven eine ßing- 
ääche bestimmen, in welcher die Function ausnahmslos analytisch ist. 
Zu beiden Seiten einer vom singulären Punkte ausgehenden Gurve 
differiren die Integralwerthe um A] das Integral ist also mehrdeutig. 

Von einem bestimmten Werthe des Integrales geführt bis in den 
singulären Punkt kann hier nicht die Rede sein; derselbe hängt viel- 
mehr davon ab, auf welchem Wege man bis zum singulären Punkte 
geht; wie oft man z. B. dabei den Verzweigungsschnitt durchschneidet. 

Verschwindet dagegen das Integral um die Begrenzung einer Stelle 
tty so bleibt das Integral zwar eine eindeutige Function in noch so 
kleinem Gebiete um die Stelle a^ aber dieser Punkt kann selbst ein 
singulärer für das Integral sein. * 

Eine nothwendige Bedingung dafür, dass das Integral bis in den 
Punkt a endlich bleibt (stetig ist es dann sicher), besteht darin, dass 
zu jeder noch so kleinen Zahl 8 ein Kreis mit dem Radius r um die 
Stelle a angegeben werden kann, so dass für alle Werthe von 

z — a = p (cos ^ + i sin ili) , 

bei denen p ^ r ist, der Betrag des Integrales 





J 



f(a + pe«>) e»V' dQ 



•ünabängig von ^ kleiner wird als d. Das wird z. B. sicherlich dann 
der Fall sein, wenn die Function f{0) so beschaffen ist, dass für p < r 
und < 1/ < 1 

abs [/*(« + Q^f") . p^] 

kleiner bleibt als eine endliche Grösse G, Denn es ist 

r ** 1 _ 

abs /V(a + Qe^'f^)&y^ dQ < /abs [f{a + pe»^)] dQ < G T- f = ^ T~i 

r 

und diese Grösse kann durch Wahl von r kleiner gemacht werden als 
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d. Es lässt sich auch eine Bedingung angebeu^ welche genügt, damit 
das Integral um die Begrenzung einer Stelle verschwindet. Dieselbe 
besteht darin, dass 

Lim [{is — «) f{is)] = 

wird, dass sich also ein Gebiet um den Punkt a abgrenzen lässt, in 
welchem der Betrag des Productes {z — a) f{is) gleich oder kleiner ist 
als eine beliebig kleine Zahl d. 

Denn alsdann ist geführt um den Kreis mit dem Radius r 

abs / f{z) dz < /abs [/'(« + re»>) ire«>] d^ <2%S 



und dieser Werth ist beliebig klein; es ist also nicht möglich, dass 
das Integral um die Begrenzung einen endlichen Werth besitzt, viel- 
mehr muss dieser Werth, da er ein bestimmter und für alle Begren- 
zungscurveu der gleiche ist. Null sein. 

Nunmehr können wir uns orientiren über den Einfluss etwaiger 
Singularitäten. 

a) Verliert die Function f(z) die Eigenschaft) einer analytischen 
Function in einem Punkte dadurch, dass sie zwar endlich bleibt, aber 

unstetig wird oder der Gleichung ^ -|-i^ = nicht mehr genügt, so 

hat dieser Punkt gar keinen Einfluss auf das Integral. Denn es ist 

Lim l{z — ay f{z)] = 



«=^a 



für V gleich sowohl wie kleiner als 1. Das Integral bleibt eine ana- 
lytische Function im Punkte a, seine Ableitung ist Lim f(z) für g = a. 
(Siehe übrigens die Bemerkung c.) 

b) Wird aber die Function f(z) an einer Stelle unendlich, wobei 
die Stelle eine wesentliche oder ausserwesentliche singulare sein kann, 
so ist dieselbe stets auch eine singulare für das Integral, denn 

Lim {z — ay f{z) 



*:=a 



wird hier nicht endlich für ein v kleiner als 1; weil bei dem ausser- 
wesentKchen singulären Punkte * 

Lim (z — «)"» f{z) 

nur für m gleich oder grösser als 1 endlich wird, bei dem wesentlichen 
aber überhaupt kein m angebbar ist. iDieses und die Entscheidung, 
ob der singulare Punkt ein Yerzweigungspunkt ist oder nicht, wird 
an den Beispielen des folgenden Paragraph näher erörtert werden. 

c) Es ist noth wendig auch die Möglichkeit zu erwägen, ob die Function 
f{0) die Eigenschaft einer analytischen Function längs einer. ganzen 
im Innern des Gebietes gelegenen Curve c dadurch verlieren 
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/ 



m 

kann, dass sie in der Umgebung dieser Curve zwar stetig ist, jedoch in allen 
Punkten derselben nicht mehr der Gleichung q— +* ä^ = genügt; 
während die Ableitungen endlich bleiben. Indessen involvirt diese Ab- 
nahme, wie später bewiesen werden wird, einen Widerspruch. 

Umschliesst man nämlich die Curve mit einer Begrenzung l in 
beliebiger Nähe, so wird das Integral um diese Begrenzung verschwin- 
den, weil die Functionswerthe auf dem rechts von c gelegenen Theile 
von l sich von dem links beliebig wenig unterscheiden, wenn l dem 
c beliebig nahe rückt; die Summe der Integrale, die in entgegen- 
gesetzter Richtung geführt sind, wird also beliebig klein. Auch bleibt 
für jeden Punkt der Curve c das Integral endlich. Es würde also 
solch eine Curve nicht singulär sein für das Integral. Daraus folgt, 
dass auch in den Punkten der Curve die Gleichungen gelten: 

U -{- iV = I {u-^- iv) {dx + idy)y 
wobei «/ 

X, y X, y 

U = I (udx — vdy)f F= / (vdx + udy). 

Es ist also das Integral U -}- iV eine analytische Function, deren Ab- 
leitung f{z) = w + it? ist. Später wird gezeigt werden, dass auch die 
Ableitung einer analytischen Function differentiirbar ist, und unab- 
hängig wird von dem Quotienten ^ -; es müssen folglich auch für die 
Punkte der Curve die Gleichungen 

du ^ ^ « ^ 

dy dx^ dy "^ dx 

bestehen bleiben, dass heisst die ursprüngliche Annahme ist unmöglich. 

d) Wird die Function f{z) zu beiden Seiten einer im Innern des 
Gebietes gelegenen Curve unstetig, so fähren auch die Integrations- 
wege zu beiden Seiten solch einer Curve zu verschiedenen Werthen; 
d. h. auch das Integral ist in dem Gebiet keine analytische Func- 
tion mehr. 

4. Enthält das Gebiet des Integrales den unendlich fernen Punkt, 

so verwandelt man es durch die Substitution js; = — in ein endliches. 
Dem Integrale 



-pij) 



dz' 

7^ 



geführt beliebig nahe um den Nullpunkt in positivem Umlauf, ent- 
spricht ein Integral in z auf einer beliebig weit gelegenen den Null- 
punkt gleichfalls umsch liessenden Curve, welche so zu durchlaufen ist, 
dass das Unendliche zur Linken bleibt, und welche eine den Unendlich- 
keitspunkt umschliessende Curve heisst. Der Werth dieses Integrales 
ist sicherlich Null falls 
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wird. Die Integralfunction wird auch für den unendlich fernen Punkt 
endlich bleiben, wenn nach dem eben bewiesenen Satze: 

Lim /-f(X\.-^ = Lim f(X\ • ~ = Lim f{0) . 0^-- = G 

wird, wobei 2 — v > 1 oder v < 1 ist. 

182. Als explicite Darstellung eindeutiger analytischer Functionen 
haben wir nur die rationalen algebraischen und die Potenzreihe inner- 
halb ihres Gonvergenzkreises kennen gelernt. Ihre Integrale sollen 
gebildet werden. Dabei sind insbesondere die singulären Punkte zu 
berücksichtigen. 

1. Das Integral einer rationalen ganzen Function. 

Die Function z*^ ist innerhalb der gesammten Ebene ausnahmslos 
eine analytische Function, falls n eine positive ganze Potenz ist. Es 
ist daher auf jedem Integrationswege : 



/ 



Zn dz = -^ + C. 

n4-l ' 



+ 

Erstreckt sich das Integral ins Unendliche, so wird auch die Integral- 
function unendlich. Der Unendlichkeitspunkt ist ein ausserwesentlich 
singulärer. 

Mit Hülfe des leicht zu beweisenden Satzes, dass auch das com- 
plexe Integral einer Summe von Functionen gleich der Summe aus 
den Integralen gebildet von den einzelnen Summanden ist, gewinnt 
man hieraus die Formel für die Integration jeder ganzen rationalen 
Function: 

2. Das Integral einer gebrochenen rationalen Function. 

Jede gebrochene rationale Function lässt sich in eine ganze Func- 
tion und in Partialbrüche zerlegen, deren Zähler constant, deren Nenner 
eine ganze Potenz ist; denn die in §. 111 entwickelten Identitäten 
gelten auch für die complexe Variabele. Demnach erfordert die Inte- 
gration einer gebrochenen Function nur die Untersuchung der Integrale : 

—^ und allgemeiner 1 ^, statt deren man auch, indem man 

J (^ ~ öt) 

statt — a z schreibt, also den Punkt a zum Nullpunkt wählt, die 

einfacheren Integrale 

rdz rdz 

zu behandeln hat. 
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Betrachtet man zuerst den Fall: n ganzzalilig positiv grösser als 
1 ; so erkennt man. dass die Function — an der singulären Stelle Null 

den Charakter einer analytischen Function yerliert*, in der ganzen 
übrigen Ebene einschliesslich des Unendlichkeitspunktes ist sie regulär. 
Man umgebe die singulare Stelle mit einem Kreise vom Radius r. Das 
bestimmte Integral bekommt längs der Peripherie dieses Kreises^ da 

jgr = r (cos 9 + i sin 9) , d^sf = r (— sin g? + * ^^s g?) d^> 

wird, den Werth: 



2;r 



i — «= — - I — ?—^,"V-.i?^^rf «,===- * - / [cos (w— 1)0)— isin(w— 1)0)1 rfop. 

u 

Da n > 1 , so wird dieser Werth gleich Null. Es verschwindet 
also das Integral um die Begrenzung des Nullpunktes geführt*, dem- 
nach braucht die ßandcurve nicht berücksichtigt zu werden. Auf jedem 
Wege in der Ebene , auch solche die den Unendlichkeitspunkt über- 
schreiten, denn für diesen ist Lim Le; -- == 0, ist das Integral 

* = oo L ^ J 

und verschwindet auf jedem geschlossenen Wege. Der Nullpunkt aber 
ist ein ausserwesentlich singulärer Punkt des Integrales. 

Der Fall n= 1, welcher schon im §. 179 als Beispiel diente, er- 
fordert eine besondere Behandlung; denn hier wird für einen den Null- 
punkt umschliessenden Kreis: 

*dz . /• 
= z j aq>. 

Das Integral wird also unabhängig vom Radius r gleich 2^ ». Um den 
Unendlichkeitspunkt hat das Integral gleichfalls einen endlichen Werth ; 
denn führt man das Integral auf einem Kreise mit beliebig grossem Radius 
jR, so dass der Nullpunkt zur Rechten bleibt, so verwandelt es sich durch die 

Substitution z = —f, dz = .^^in 

z ^ z ^ 

hinerstreckt auf einem Kreise vom Radius -^ so, dass der Nullpunkt 

zur Linken bleibt; es erhält also den Werth — 2 in. Demnach wird 
der Werth des Integrales abhängig von dem Integrationswege sein ; es 
bekommt auf einer im Endlichen geschlossenen Curve geführt den Werth 
Null oder auch den Werth 2i7c'k, je nachdem die geschlossene Curve 



/' 
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den Nullpunkt keinmal oder h-mdX umschliesst. Das Integral 1 — 

ist eine eindeutige Function seiner oberen Gren^fe z, wenn die Wege, 
welche von der unteren Grenze 8^ nach z führen, einen vom Nullpunkt 
zum Unendlichkeitspunkte führenden Schnitt nicht überschreiten; nur 
in dieser zerschnittenen Ebene sind die auf solchen Curven berech- 
neten Integralwerthe stetig; in beliebiger Nähe des VeriWeigungs- 
schnittes unterscheiden sich die Werthe des Integrales um die constante 
Grösse 2 in. 

Die vieldeutige Function aber, welche durch das Integral geliefert 
wird; ist der im §. 82^ 5 behandelte Logarithmus; denn l(z) ist die- 
jenige Function, deren Ableitung — ist. Die Art, wie dort vermittelst 

beliebig vieler Blatter die Function zu einer eindeutigen gemacht ist, 
gilt auch für das Integral. Für jeden den Verzweigungsschnitt nicht 
überschreitenden Weg ist 

/ — = ü(^) — Z^jeTq), also insbesonders / — ^ =t K^)* 

Aber indem man diese Gleichung schreibt, muss man beachten, dass 
nun links eine bestimmte Grösse, rechts dagegen noch eine vieldeutige 
steht. Welcher Werth rechts gehört zu einem bestimmten Wege? 
Eine bestimmte Art des Weges kann erst dadurch charakterisirt werden, 
dass man einen bestimmten Verzweigungsschnitt wählt, z. B. die positive 
Ordinatenaxe ; (die positive Abscissenaxe wird deshalb nicht genommen, 
damit die untere Grenze + 1 nicht auf dem Verzweigungsschnitte liegt, 
denn sonst müsste man die beiden .Ufer unterscheiden). 

Von 1 nach z gehen in demselben Blatte, heisst einen im übrigen 
beliebigen Weg nehmen, der diesen Schnitt nicht überschreitet. Von^ 
1 nach z gehen und zugleich vom ersten ins h + 1*® Blatt gelangen, 
heisst einen beliebigen Weg nehmen, welcher diese Linie h -J-Ä'-mal 
in der Richtung von der rechten nach der linken Seite und Ä'-mal in 
umgekehrter durchschneidet; ins —(ifc+1*«) Blatt vom ersten kommen, 
heisst den Schnitt K + Tc-mdX von links nach rechts, und Tc'-mdX von 
rechts nach links überschreiten. 

Bleibt man im ersten Blatte, so kann man, falls z nicht im zweiten 
Quadranten (a? < 0, y > 0) liegt, das Integral von 1 nach ;sf=a?+iy 
insbesondere so führen, dass man zuerst von 1 parallel der Ordinaten- 
axe nach y und alsdann parallel der Abscissenaxe bis zum Werthe x geht. 

Setzt man: 

rdz r dx + idy r {x — iy)dx ... r (x—iy)dy 

J z —J x + iy —J x^ + y^ "T"!; x^ + y' ' 
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so ist (wie in §. 175, 4) das erste Integral der rechten Seite auf dem 
ersten Theil, des Integrationsweges Null, auf dem andern gleich 

ß^^W^ -= I H^o'+Vo') - I ?(1 + y<,^) + »[arctg I - arctg y,] , 

1 

oder gleich 

= Y l (V + Vo^) - Y Ul + yo^) + i [arctg g - arctg y^ — in, 

je nachdem Xq positiv oder negativ ist; der arctg bedeutet hierbei immer 
einen Werth zwischen — -^ und -f- ^ . Denn im zweiten Falle wird 

arctg ^ , indem x durch Null hindurchgeht, stetig in den Werth arctg ^ — n 

übergeführt. 

Für das zweite Integral erhält man auf dem Integrationswege 
parallel der Ordinatenaxe : 

if(l^=^ - i Kl + yo') + i arctg yo. 



Der arctg bedeutet hierbei immer einen Werth zwischen — — und + ^, 
also ist, im ersten Blatte, (falls nicht y-Q > 0, Xq <. 0) 



T ^ (V + »0^) + i arctg ^ • + oder — in] 



1 



je nachdem Xq > oder < 0. 

Für einen Punkt des zweiten Quadranten gehe man zuerst von 
X = 1 parallel der Ordinatenaxe nach dem Punkte 1 — iy^y von dort 
parallel der Abscissenaxe in den Punkt Xq — ij/o, und schliesslich 
wieder parallel der Ordinatenaxe nach Xq + iy^] so wird 

/x -Jt +Jt -i'W + !-.') - i .rCg I - .-. +f^- 
Das letzte Integral ist aber gleich: 

*^y = i i {^o-iy)dy ^ 2i arctff ^ 

x+iy J V+y* ^^o' 

> «p— «yo — yo 

also ist für die Punkte des 2*«» Quadranten 



dz 



j. - =., 

1 



= 4- ^ W + ^0^) + i arctg ^ — in. 



Auf der rechten Seite der positiven Ordinatenaxe betragen die Werthe 

Harnaok, Differential- n. Inlegralreohnnng. 23 
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« - 

des Integrales — l (y^^) + i v/ ^^^ ^®^ linken dagegen — Z(yo^) 5^5 

sie unterscheiden sich um 2i7t, 

3. Das Integral einer complexen Potenzreihe. 

Innerhalb des Kreises um den Punkt a, in welchem die complexe 
Potenzreihe 

«0 + ö^i (^ — «) + a2 (^ — a)^ + • • • «n {0 — «)« + ••• 

convergirt, stellt sie eine eindeutige und stetige Function f{e) dar, ohne 
singulare Puiiktß; für jeden Punkt = Z im Innern des Convergenz- 
kreises convergirt die Reihe unbedingt; und folglich convergirt sie 
auch gleichmässig*, d. h. es lässt sich ein n angeben, von dem ab 
der Betrag des Restes kleiner bleibt als eine beliebige Zahl d, für 
jeden Werth von ^j der die Eigenschaft hat, dass abs (0 — a) < abs(Z — a). 
Denu 

abs [an (Z'^ay + «n+i (Z'-a)«+i H ] < AnR^ + ^n+iB»+^ + • • • 

wenn A = abs a, II = abs (Z — a) bedeutet. 
Da aber die Reihe: 

^0 + AJ^ + ^2^'+••• 
convergirt, so kann ein n angegeben werden, für welches die rechte 
Seite der obigen Ungleichung kleiner bleibt als d; um so mehr wird 
also auch 

abs [an {Z — «)« + a„+i {Z - «)«+i . . .] < Anr^+ An^ir^-^'-\ <d 

wenn abs [Z — a] = r < JR. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Das Integral der complexen Potenzreihe hingeleitet vom Punkte 
jTq bis zum Punkte Z, die beide im Innern des Convergenzkreises liegen, 
ist eine analytische Function und wird durch die DiflFerenz der Potenz- 
reihen für die Werthe iSq und Z geliefert, welche aus der gegebenen 
durch gliedweise Integration hervorgehen: 
z 

j'fiz) d0 = [a„ (Z - «) + f (Z-ay + ^{Z- af +•••]- 

f 

- [««(^0 - «) + f (^0 - «P + f K -«)' + • • ■]. 

Insbesondere ist: 
z 
}{,) d0^a, (Z-a)+ f {Z-ay + f {Z-af + • • • ;^ (Z-a)-+« + . . . 



/' 



a 



Der Convergenzkreis dieser neuen Reihe kann weder kleiner noch 
grösser sein als der der ursprünglichen. Wohl aber ist es möglich, 
dass diese zweite Reihe noch auf dem Kreise selbst (bedingt oder un-' 



Das complexe Integral der analytieclien Functionen. 355 

bedingt) convergirt, während die ursprüngliche in den Punkten des 
Kreises divergirt. In diesem Falle stellt die Reihe auch für den Punkt 
des Convergenzkreises das Integral der Function f(z) dar. Denn be- 
zeichnet Z solch einen Punkt, so ist: 
z z-d 

•if{z) dz = Lim if{z) dz = 



a a 



= Lira [a^iZ-d—a) + ^ (Z^d-ay+ ^ i^Z^8-af +...]. 

(j=o L ^ <> j 

• Da eine Potenzreihe stetig bleibt, falls sie in den Punkten des 
Grenzkreises convergirt (§. 83), so geht die rechte Seite stetig in die 
Reibe : 

«0 {Z - «) + ^ (Z - a)^ + f (Z - a)3 + . . . 

über. 

Ist das Convergenzgebiet der Reihe die unendliche Ebene, so wird 
der Werth des Integrales für noch so grosse Beträge von Z durch die 
Potenzreihe dargestellt. Für den Punkt Z = oo kann das Integral, 
wenn man darunter den Grenzwerth eines bestimmten Weges versteht, 
endlich bleiben, nur kann der Werth nicht mehr durch eine Potenz- 
reihe ausgedrückt werden. 

Letzteres ist z. B. der Fall bei dem Integrale / e* ^;^, welches für 

jeden endlichen Werth von Z den Werth erhält: 
z z 



u 



= Z -)- — -4- — 4- • • • — u . . . = e* — 1 

Führt man dieses Integral auf einem Wege ins unendliche, auf 
welchem die Abscisse x negativ, die Ordinate y positiv beliebig wächst, 
so kann man diesen Process so vollziehen, dass man erst auf der 
Abscissenaxe den Integrationsweg bis — a, alsdann auf der Parallelen 
zur Ordinatenaxe den Weg 6 zurücklegt; a und h sollen schliesslich 
beliebig wachsen. Man denke sich z. B. als Integrationsweg die Parabel 
y = x^y und betrachte den Punkt z = —■ a '\- ia^y welcher auf der 
Parabel liegt. Das Integral, hinerstreckt bis zu diesem Punkte, erhält 
den Werth: 

z — a d^ 



je'dz == I e^dx + i j er^'-^^v dy = 





= [c-« — 1] + ß-" [c**«' — 1] = — 1 + e-«+»«\ 
Convergirt a nach unendlich, so geht die rechte Seite über in den 

23* 
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Werth — 1. Aber nur auf einem bestimmten Wege wird ein be- 
stimmter Werth des Integrales erzielt. 

Um das Verhalten des wesentlichen singulären Punktes bei der 
Integration überhaupt an diesem Beispiele zu er)cennen^ verlegen wir 

ihn durch die Substitution z = —r in den Nullpunkt und betrachten 

das Integral 

-Je"/ ^ ^^'^^j\h + i + dr^ + äiT"^ + • • • -i^^^^ + '-'Y^' 

geführt um den Nullpunkt in negativem Umlauf; 

Wir haben hier eine Potenzreihe, die nach Potenzen der Variabelen 

— fortschreitet, und wollen daher zunächst allgemein den Satz be- 

z 
weisen : 

Das Integral einer Reihe F{z\ welche nach Potenzen einer Func- 
tion f{z) fortschreitet, wird in einem Gebiete, in welchem die Reihe 
convergirt und f{z) eine analytische Function ist, durch Integration 
der einzelnen Glieder erhalten. 

Zu dem Zwecke hat mau nachzuweisen, da*ss die Reihe 

F{p) = «0 + «1 [/■(«)] + «i {fm + •••«» [/■(«)]" + • • • • 

innerhalb ihres Üonvergenzgebietes gleichmässig convergirt. Man sieht 
ein: Convergirt die Reihe für einen bestimmten Werth von Z, so con- 
vergirt sie für jeden Werth von z^ für welchen abs f(z) < abs f(Z) 
ist, unbedingt. Denn indem die Reihe für f{Z) convergirt (bedingt 
oder unbedingt), müssen die Glieder ihrem Betrage nach abnehmen, 
derart, dass für A^ = abs [a«l , JB = abs ]J{Z')\ 

^n+i J?»+' < ^«-B" und Lim -^ R 

höchstens gleich 1 wird. 
Demnach ist 

eine Reihe, welche unbedingt convergirt; denn es convergirt die Modul- 
reihe : 

^, + ^, ^ . le + ^, ( J)' jB^ + . . . ^„ ( J)" JB« + . . . , 

weil 

Lim ^ ~ B < 1. (für r < R). 

So lange die Reihe unbedingt convergirt, convergirt sie aber auch 
gleichmässig; denn es bleibt für jeden Werth von z, anf{zy\'\- «w/(^)*'^^+ • • • 
seinem Betrage nach kleiner als d, falls man n so gross wählt, dass 
^„ JB« + ^nH-i-K"+^ + • • • < Ä ist und JB > abs {{z) ist. Folglich wird 
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Ai 



Die Integrale der rechten Seite sind, da f{z) eindeutige analytische 
Functionen sein sollen, selbst analytische Functionen unabhängig vom 
Integrationswege. 

Die vorstehende Reihe ist in ihrem Convergenzgebiete gleichmässig 
convergent. 

Mit Hülfe dieses eingeschalteten Satzes wird das Integral 

J \P "^ ~^^'^ "^ '^^ + " • i T^fä + • • •] dz\ 

geführt um den Nullpunkt in negativem ümUufe, da die Reihe für 
alle endlichen Werthe von /, die von Null verschieden sind, conver- 
girt, durch die Substitution z' = q (cos 9 + i sin (p) erhalten : 



?* 

Der wesentlich singulare Punkt der Exponentialfunction ist also 
kein Verzweigungspunkt der Integralfunction ; wohl aber ist er selbst 
ein wesentlich singulärer; denn es wird: 



» 



a 

eine Potenzreihe mit dem singulären Punkt z =^0, 

Betrachtet man aber z. B. die Function e* oder auch e* — , so 

wird der wesentlich singulare Punkt j9 = zugleich ein Verzweigungs- 
punkt des Integrales. Auch wenn man einen ausserwesentlicben sin- 
gulären Punkt in der allgemeinen Form betrachtet: 

^'(^^ = ^^z;^ t^^o + «1 (^ ~ «) + (^2 (^ -«)'+.. .]i 

wobei die Poteuzreihe in der Umge))ung der Stelle a convergent sein 

soll, wird für I f{z) dz der Punkt « immer ein ausserwesentlichcr sin- 

guläref bleiben (wenn m > 1), und zugleich ein Verzweigungspunkt sein, 
falls in demGliede a,«_i {z — «y^»-^ der Coefficienta;n_i nicht verschwindet. 
Die vorstehenden Beispiele lehren also, dass der Charakter eines 
singulären Punktes für das Integral nur insofern sich ändern kann, 
als derselbe möglicherweise zugleich ein Verzweigungspunkt wird. 
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Zweites Capitel. 

Die Entwiokelmig der eindeutigen analytischen Functionen in 
Fotenzreihen. Allgemeine Eigenschaften. 

183. Die Definition der Functionen vermittelst der ßechnungs- 
operationen Hess (mit Ausnahme der rationalen algebraischen)^ wie 
mehrfach hervorgehoben wurde, das Problem ihrer Berechnung doch 
noch ungelöst', für die reellen Functionen ergab sich als Lösung dieses 
Problemes der Taylor 'sehe Satz: Kennt man die Werthe einer irgend- 
wie definirten Function und aller ihrer Ableitungen an einer Stelle, 
und weiss man^ dass diese innerhalb eines Intervalles sänimtlich stetig 
sind, so kann der Werth der Function und aller ihrer Ableitungen 
vermittelst der Taylor 'sehen Potenzreihe für jede Stelle des Inter- 
valles berechnet werden, w)rausgesetzt, dass diese Reihe convergirt. 

Nunmehr handelt es sich um die Berechnung einer Function in 
efnem complexen Gebiet; dieselbe wird^ wie die folgenden Unter- 
suchungen zeigen sollen, durch fügenden einfachen Satz geleistet: 

Kennt man von einer irgendwie definirten Function den Werth der 
Function und aller ihrer Ableitungen an einer Stelle , und weiss man, 
dass die Function innerhalb eines endlichen einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängenden Gebietes eine analytische Function ^ also eindeutig stetig 
und mit einer bestimmten endlichen ersten Ableitung begabt ist, so convergirt 
die Taylor' sehe Reihe um diese Stelle innerhalb eines Kreises^ der von dem 
Gebiete umschlossen ist Um jede Stelle im Gebiete lässt sich solch eine 
Reihenentwiclcelung angeben^ und die Berechnung der Function und aller 
ihrer Ableitungen wird für jeden Werth der Variabelen auf diese Weise 
geleistet. 

Während also bei der Beschränkung auf das reelle Intervall die 
Stetigkeit der Ableitungen und die Convergenz der Taylor'schen Reihe 
noch zu den Voraussetzungen gehörten, die für die Lösbarkeit des 
Problemes bewiesen werden mussten, erscheint hier einfach der Cha- 
rakter der analytischen Function als die hinreichende Voraussetzung, 
so dass man den Satz auch in der prägnanten Form aussprechen kann : 

Jede in einem zusammenhängenden Gebiete ausnahmslos analytische 
Function ist für die Umgebung jeder Stelle durch eine nach ganzen posi- 
tiven Potenzen fortschreitende Reihe darstellbar. 

Damit gewinnen diese Potenzreiben, die in den Untersuchungen 
bisher auch immer besonders berücksichtigt wurden, ihre fundamentale 
Bedeutung. Sie liefern nicht nur die einfachste Weise eine Function, 
die nicht eine rationale algebraische ist, zu berechnen, sondern sie 
definiren überhaupt alle stetigen Functionen einer complexen Variabelen 
mit bestimmter erster Ableitung. 
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Der Weg, auf dem man zur Erkenntniss des Satzes gelangt, ist 
durch Cauchy vorgezeichnet. 

184. Ist in einem einfach zusammenhängenden Gebiete (einschliess- 
lich der Begrenzung) f{z) ausnahmslos eine analytische Function, und 
bedeutet t=U'\-iv eine im Innern gelegene Stelle, so ist der Quotient 

m 

im Gebiete ebenfalls eine analytische Function, nur die eine Stelle 
z = t ist eine ausserwesentlich singulare. Ümgiebt man t mit einem 
beliebig kleinen Kreise vom Radius Qj so entsteht ein durch zwei 

Curven begrenztes Gebiet, in welchem 
der obige Quotient ausnahmslos ana- 
lytisch ist. Integrirt man den Quo- 
tienten sowohl auf der äusseren Begren- 
zungscurve als auf dem Kreise ^, indem 
bei der Integrationsbewegung die Ring- 
fläche zur Linken bleibt, so ist die 
Summe dieser beiden Integrale Null. 
(§. 181.) 

Den Werth des Integrales, geführt 

um den beliebig kleinen Kreis mit dem 

Radius q in negativem Umlauf, d. h. 

so, dass das Innere des Kreises rechts bleibt, ermittelt man wie folgt: 

Für einen Punkt auf der Peripherie dieses Kreises ist 

z — ^=()(cos9?-t-isin9?) = ()e'y, dz = Qie*vdq)^=Qi(cosq)-}-ismq))d(pf 
also wird: 




Fig-, 18. 






dg 



= — iJf{t-\- Q&f)dip.' 

9 = 



Die Function f ist in der Umgebung der Stelle z = t stetig. Es 
lässt sich also q so klein wählen, dass die Difierenz der Werthe f(t) 
und fip-^- Qe*^P) bei allen Werthen von q) kleiner bleibt als eine Zahl 
d, deren Modul beliebig klein ist. Demnach unterscheidet sich auch 

27t 2n 

iffiß + Qe''P)d(p . und iff{t)dip = 2ijtf(f) 



von einander um eine Grösse, deren Modul kleiner ist als der Modul 
der beliebig kleinen Zahl 2jrd; d. h. 

(p=27t 
(p=0 

ist unabhängig vom Werthe q gleich 2i7cf(t), 
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Es besteht mithin für das Integral geführt um die äussere Begrenzung 
(und überhaupt auf jeder den Punkt t umschliessendeu Curve), in posi- 
tivem Umlauf die Gleichung: 

I- fM.^dz-2inm=^Q oder ./•(<) = J-JM d^. 

Diese Gleichung besagt: Kennt man die Werthe der Function f{z) 
längs einer geschlossenen Curve ; und weiss man^ dass die Function 
innerhalb dieser Curve ausnahmslos analytisch ist; so kann man den 
Werth von f{is) für jede im Inneren gelegene Stelle t durch ein be- 
stimmtes Integral ermitteln^). 

185« Dass die Function f{e) allenthalben im Inneren und auf 
dem Rande eine erste Ableitung besitzt, bildete die Voraussetzung; in 
der That kann man nun auch leicht diese erste Ableitung vermittelst 
eines bestimmten Integrales ausdrücken. Denn es wird: 

Convergirt A t nach Null; so erhält man, da auch die rechte Seite eine 
stetige Function von A^ ist, die Gleichung: 

wobei das Integral auf jedem beliebigen Wege um t geführt werden 
kann; der innerhalb des anfangs definirten Gebietes bleibt. Daraus 
folgt aber weiter; dass die Ableitung f{f) allenthalben im Inneren 
selbst eine analytische Function ist; denn es wird: • 

f'(t + At)-'r(t) _ 1 r^.. 2{z^t)-At , 
At ~UnJ'^^J {^z^t-AtYiz-tf "^' 

also 

In gleicher Weise ergeben sich alle höheren successiven Ableitungen 
der Function für jede im Inneren des Gebietes gelegene Stelle und 
es wird: 

*) Dieser Satz ist keineswegs so zu verstehen, dass man die Werthe 
der Function f{z) längs der Begrenzung willkürlich annehmen und nun ver- 
mittelst der Gleichung I. den Werth für jede Stelle im Inneren berechnen kann. 
£s müssen vielmehr die Funetionswerthe an der Begrenzung, wie man sich leicht 
überlegt, bereits Bedingungen genügen, damit eine analytische Function für das 
Innere zu Stande kommt. Die Untersuchungen über diese Frage — Definition 
einer Function durch Grenz- und Stetigkeitsbedingungen — fasst man unter dem 
Namen das Dirichlet'sche Princip zusammen. 
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Eine in einem einfach zusammenhängenden Gebiete analytische 
Function ist also nicht nur nebst ihrer ersten Ableitung endlich und 
stetig y sondern sie behält auch für jeden Punkt im Inneren des Gebietes 
höhere Ableitungen, und diese alle, wie viele man auch bilden mag, sind 
analytische Functionen, 

186. Aus der Gleichung I. folgt aber auch die Entwickelung der 
Function f(t) in eine Potenzreihe. 

Ein im übrigen beliebiger Punkt a werde so gewählt^ dass der 
grosstmögliche Kreis, welchen man um a beschreiben kann^ ohne die 
Randcurve des Gebietes zu überschreiten, den Punkt t, für welchen 
die Functionswerthe berechnet werden sollen, umfasst. Diesen Kreis 
wähle man zur Integrationscurve der Gleichung I., so ist für jeden 
Punkt z auf der Peripherie des Kreises 

abs [t — a] < abs [z — a]. 
Demnach ist 



z—t z~a t — a z 



-a[;^ z-a^ (^->a)«^ (^_a)» J 



z — a 

eine convergente Reihe. Nach dem in §. 182, 3 bewiesenen Hülfsatze 
wird also 

und man erhält die Gleichung: 

die man zufolge der Gleichungen 1. bis IV. auch in der Form schreiben 
kann: 

V. m = /•(«) + {t- a)na) + ^* r\a) + . . . ^ /-»(a)-. . . 

Diese Potenzreihe convergirt sicher und zwar unbedingt, für alle Werthe 
von t, welche innerhalb des um den Punkt a beschriebenen Kreises, 
der über die Bandcurven des ursprünglichen Gebietes nicht hinausgeht, 
gelegen sind. Sie ist die Taylor'sche Entwickelung für eine complexe 
Function. 

Der Inhalt der Gleichung V. kann in die Worte '^gefasst werden: 

Kennt man den Werth einer Function und aller ihrer Ableitungen 

an einer Stelle, und weiss man, dass die Fwnction innerhalb eines den 

Punkt a umschliessenden Kreises analytisch ist, so wird der Werth der 
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Function für jeden PunJct im Inneren dieses Kreises durch die Potenz- 
reihe V. berechnet, 

oder: Eine nebst allen ihren Ableitungen an einer Stelle bekannte 
Function ist in der Umgebung dieser Stelle nur dann analytisch, wenn 
sich ein Krei^ von beliebig kleinem aber endlichem Radius angeben 
lässt, innerhalb welchem die Reihe V. convergirt. 

Die Reihe V. wird im allgemeinen nicht für alle Werthe t con- 
vergiren, die innerhalb des anfänglich angenommenen Bereiches liegen, 
in welchem f{z) als analytisch vorausgesetzt wurde. Man kann aber 
den Mittelpunkt a so variiren, dass man zu einem Kreise und damit 
zu einer Reihenentwickelung gelangt, welcher den verlangten Punkt 
umfasst. Denn ist dieser Punkt t von den Grenzen des Kreises um 
eine endliche (übrigens noch so kleine) Grosse entfernt, so ziehe man 
vom Punkte a bis t eine beliebige Ourve, die stets in endlicher Ent- 
fernung von den Raudcurven bleibt. Der Kreis um den Punkt a wird 
diese Curve in einem Punkte a' zwischen a und t treflfen. Für einen 
auf der Curve und im Inneren des Kreises beliebig nahe zu a gelegenen 
Punkt kann man aus der Reihe V. die Function f und beliebig viele 
Ableitungen berechnen; und sonach denselben zum Mittelpunkte einer 
neuen Reihenentwickelung mit lauter bekannten Coefficienten machen. 
Der neue Convergenzkreis schneidet in einem Punkte a", der bereits sicher- 
lich näher bei t liegt ; und die Fortsetzung dieses Processes muss schliesslich, 
da die Radien unter eine angebbare endliche Grösse nicht herabgehen 
können (weil sich der Weg aa a" ...t in angebbarer Entfernung von 
den Randcurven hält), zu einem Kreise führen, der den Punkt t umfasst. 

Dieses Verfahren kann auch dazu dienen, um eine nur durch eine Po- 
tenzreihe definirte analytische Function ausserhalb des Convergenzkreises 
fortzusetzen in ein Gebiet, welches keinen singulären Punkt umschliesst. 
(§• 87.) 

Jede Potenzreihe definirt die .Function für ein bestimmtes kreis- 
förmiges Convergenzgebiet und heisst ein Functionselement. Man 
erhält je nach Wahl des Mittelpunktes der Potenzeut Wickelung ver- 
schiedene Functionselemente, und auch dieselbe Stelle des Argumentes 
gehört verschiedenen Fuuctionselementen an. Ist aber die Function 
eindeutig, so müssen die verschiedenen Elemente für dieselbe Stelle 
auch denselben Werth liefern. Kommt man bei dieser Fortsetzung der 
Function aus einem irgendwie begrenzten (einfach oder mehrfach) zu- 
sammenhängenden- Gebiete nicht heraus, so ist die Function nur für 
dieses Gebiet vorhanden. 

Zwei oder mehrere innerhalb gegebener Gebiete irgendwie definirte 
analytische Functionen der complexen Veränderlichen sind nur dann 
als zu der nämlichen Function gehörig zu betrachten, wenn sich die 
Functionselemente der einen aus denen der anderen ableiten lassen. 
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In diesem Sinne ist eine analytische Function vollkommen bestimmt, 
wenn man die Werthe der Function und aller ihrer Ableitungen an einer 
Stelle kennt, oder was dasselbe bedeutet, wenn die Functions werthe 
längs einer noch so kleinen Linie gegeben sind. Denn alsdann lassen 
sich die Ableitungen bestimmen. Functionen, welche nicht in diesem 
Zusammenhange stehen, sind als von einander unabhängig zu be- 
trachten *). 

187, Weiss man von einer Function, dass sie an gewissen Stellen 
der Ebene ^1,^2... die Eigenschaft einer eindeutigen analytischen 
Function verliert, und will man dieselbe in der Umgebung einer Stelle 
a in eine Potenzreihe entwickeln, so wird der Radius des Oonvetgenz- 
kreises nur so gross sein dürfen, dass einer der Punkte c oder auch 
mehrere auf der Peripherie, keiner aber im Inneren des Kreises liegt. 
Denn die Potenzreihe ist im ganzen Kreise eiue eindeutige analytische 
Function, während die Function der Voraussetzung zufolge in den 
Punkten c diese Eigenschaft verliert. 

Man ist also, sobald man die Eigenschaften einer Function kennt, 
im Stande die Grösse der Convergenzgebiete für die Potenzreihen von 
vornherein anzugeben. Es soll dies an den bisherigen Functionen er- 
läutert werden. 

I. Von der Exponentialfunctibn e«+»y = e« (cos y ■\- ism y) ist 
bekannt, dass sie in der ganzen Ebene (für jeden endlichen Werth 
von X -^ iy) analytisch ist. Es existirt um jeden Punkt a eine Reihen- 
entwickelung mit beliebig grossem Radius, dieselbe ist 



= ^[1+^-=^ + ^«-^-.] 



IL Die Function l(z)j welche als Umkehr der Exponentialfunction 
definirt wurde, ist eine vieldeutige Function von 0. Eindeutig lässt sie 
sich den Punkten einer Windungsfläche mit unendlich vielen Blättern 
zuordnen, die längs Verzweigungsschnitten vom Punkte nach c» zu- 
sammenhängen. Beschreibt man um einen (in irgend einem Blatte 
gelegenen) Punkt a einen Kreis, welcher den Nullpunkt umfasst, so 
ist innerhalb dieses Gebietes der Logarithmus keine eindeutige ana- 
lytische Function; auch ist das Gebiet selbst nach der Vorstellung, die 
wir uns über die Windungsfläche gebildet haben, kein geschlossenes; 
denn die Kreisperipherie überschreitet den Verzweigungsschnitt in einer 
ungeraden Anzahl und man gelangt nicht in den Anfangspunkt zurück, 
sondern in ein anderes Blatt. Beschreibt man dagegen um den Punkt 
a einen Kreis, der allenfalls durch den Verzweigungspunkt hindurch- 

*) Hankel, Untersuchungen über die unendlich oft oscillirenden und un- 
stetigen Functionen, S. 44 ff. 49 ff. Weierstrass: Monatsberichte der Berliner 
Akademie. 1870 August. 
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geht; so ist innerhalb dieses Kreises die Function durchaus analytisch, 
und der Kreis selbst, wiewohl ein Theil desselben in ein anderes 
Blatt fallen kann, geschlossen. Die Function l{0) muss sich also in 
eine Reihe nach Potenzen von g — a darstellen lassen , und diese 

Reihe lautet, weil die Ableitungen bezüglich — , ^, -^, ^^^^—^ u.s.w. sind: 

iW=^(«)+^-^+-^--^''-^±-(abs(.-a)<ab8«). 

Durch die Reihe wird derjenige Werth des Logarithmus dargestellt, 
welcher durch continuirliche Aenderung des für l{a) angenommenen 
Werthes hervorgeht, auf jedem Wege, der in das Innere des Convergenz- 
kreises fällt. Setzt man die Function l{is) über den Convergenzkreis 
hinaus fort, indem man einen neuen Punkt a\ der im Inneren des 
früheren Kreises liegt, zum Mittelpunkte der Ent Wickelung 



a 



macht, so kann man für jeden Punkt der Ebene den zugehörigen Loga- 
rithmus berechnen, und zwar erhält man denjenigen Werth, welcher 
in demselben Blatte wie l{a) liegt, wenn man den Punkt a und g durch 
. eine Curve verbindet, welche den Verzweigungsschnitt nicht über- 
schreitet, und nun successive Puükte dieser Curve zu Mittelpunkten 
der Entwicklung wählt, bis man zu einem Kreise gelangt, welcher 
den Punkt ß umfasst, und bei welchem die vom Mittelpunkte nach g 
gezogene Curve durch den Verzweigungsschnitt nicht zerschnitten wird. 

III. Das Binom (1 -j- ssY wird, wenn n eine rational gebrochene 

Zahl —ist, eine g-deutige Function, deren Verzweigungspuukte js= — 1 

und jer =s oo sind. Durch eine Fläche von q Blättern, welche längs eines 
von — 1 nach oo geführten Verzweigungsschnittes zusammenhängen, ist 
die Function als eindeutige Function von dargestellt. Wählt man 
einen beliebigen Punkt a, indem man zugleich ein Blatt fixirt, zum 
Mittelpunkte einer Reihenentwickelung, so convergirt dieselbe innerhalb 
eines Kreises, der höchstens durch den Verzweigungspunkt ss = — l 
geht, denselben aber nicht umfasst; es wird: 

(l+;^)n= (1 + a)»+ y (;^--a) (l + a)«-i+ ^^^^f^\ 

_^ n (n-l)(n-2) _(^_^)3(i^^)n-3^.,.abs(;g^a)<abs(— 1-a). 

Durch diese Reihe wird derjenige Werth der Wurzel an der Stelle z 
dargestellt, welcher aus dem für (1 + a)** angenommenen auf jedem 
Wege, welcher in das Innere des Convergenzkreises fällt, durch con- 
tinuirliche Aenderung hervorgeht. Ist a insbesondere der Nullpunkt, 
und wählt man für 1" den einfachen Werth 1, so ist 
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/i I \« 1 I w , nln — 1) 9 , w(n— l)(n— 2) , , , ^ i\ 

(l + ^)* = 1 + Y ^ + -^— ^ + -^ — ^T ^ ^ (^^^ ^ < 1)- 

Ist der Exponent n eine complexe Zahl, so bleibt diese Reihe unver- 
ändert bestehen; es ist dann 

(1 + 0Y = e«/(H-*) 

eine unendlich vieldeutige Function; wählt man für 0^=0 den Werth 1, 
so stellt die obige Reihe denjenigen Werth von e"'^*+*> dar, welcher 
aus der Zahl durch continuirliche Aenderung hervorgeht, wenn sich 
der Punkt z. B. auf einem vom Nullpunkte ausgehenden Radius be- 
wegt. Man kann diesen Werth in der Form 

eindeutig fixiren; unter arctg eine zwischen — — und + v liegende 

Grösse verstanden. 

188, Von der impliciten algebraischen Function w, welche durch 
die Gleichung f{i3^, w^) = definirt ist , wurde im zweiten Buche 
Capitel 4 nachgewiesen, dass sie eine w-deutige Function mit einer ge- 
wissen endlichen Anzahl von kritischen Punkten und ausser wesentlichen 
singulären Punkten ist. Kritisch heissen dabei zunächst alle diejenigen 

Punkte ^, für welche auch ■ i — gleich Null wird; weil hier der zu- 
gehörige Werth von w eine mehrfache Wurzel ist. In der Umgebung 
jedes anderen regulären Punktes ist jeder Zweig von w eine analytische 
Function, und folglich muss sich um jeden regulären Punkt a eine 
Reihenentwickelung angeben lassen, deren Convergenzradius jedenfalls 
so gross ist, dass keiner der singulären oder der kritischen Punkte von 
diesem Kreise umschlossen wird. Bezeichnet man mit wj einen der 
zum Punkte a gehörigen Werthe, der für diesen Punkt ein einfacher 
Werth sein muss, so lautet die Reihenentwickelung 

a,Wa^ a,Wa* «.«'a^ 

— - j der Werth der n*®" Ableitung, gebildet an der Stelle 

^ = a, w = Wa^ bezeichnet ist. Man kennt von dieser Reihe einen 

Convergenzkreis, wenn man sämmtliche singulare und kritische Punkte 

vorausbestimmt hat. 

Es handelt sich nur darum, die n*® Ableitung zu finden. Im §. 94 

ist gezeigt worden, wie man die erste Ableitung der impliciten Function 

berechnet: 

dw d£ , dj^ 

dz dz ' dw 

und dass diese erste Ableitung für jeden regulären Punkt einen end- 
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liehen bestimmten Werth hat, weil hier ~- von Null verschieden ist. 

Alle hpheren 'Ableitungen ergeben sich aus dieser durch successive 

Differentiation: die partiellen Ableitungen y~ ' Y^ ®^"^ selbst wieder 

algebraische Ausdrücke in und w] und folglich solange w eine ein- 
deutige analytische Function von z ist, selbst wieder eindeutige ana- 
lytische Functionen von 0. Also ist auch der Quotient eine analytische 
Function von 0, und es wird nach der nämlichen Differentiationsregel 
erhalten: 

dl (d'f.^C. ^^\^^{ ^Li^^X ^\ 
dw \dz^'^dwdz dz) dz \dzdw'^dw^ dz) 



d^w 
~d^ 



'(df\ 
\dw) 



Es gilt hier der Satz von der Vertauschung der Differentiationsordnung, 

d^f d^f ' 
denn die algebraischen Functionen ^ ' , ^ — - sind stetige Functionen 

der Variabelen z und w\ setzt man also für -3— seinen Werth ein, 

' dz ' 

so folgt: 

d'^w dz'*' \dw 



) dzdwdz dw'^ dw^\dz) 



dz' 



(df\ 
\dw) 



Man hat dann in dem Ausdrucke rechts für z den Werth a, für w den 
Werth Wa^ zu substituiren. 

Die successive Differentiation dieses Quotienten, die keine schwierige 
Rechnung ist, aber zu grösseren Formeln führt, liefert der Ableitungen, 
so viele man bilden will. Wesentlich ist, dass in allen diesen Formeln 

nur die Grösse ~- im Nenner auftritt, welche nicht verschwindet, solange 

dw ' ' ° 

man sich in einem Gebiete von regulären Punkten befindet, so dass 
sämmtliche Ableitungen endliche und bestimmte Werthe erhalten, da 
auch die Punkte ausgeschlossen sind, in denen w unendlich wird. 

Wiewohl hiermit auf den wesentlichen Punkt der zur Berechnung 
der Ableitungen dienenden Gleichungen hingewiesen ist, so ist es doch 
für eine spätere Verwerthung der Formeln wichtig, einige abgekürzte 
Bezeichnungen einzuführen, durch welche man eine gewisse üebersicht 
über die zu bildenden Gleichungen gewinnt*). Man bezeichne den 

Differentialquotienten —^ mit m?*, ferner die partielle Ableitung J_ p -- ~ 

mit fk-p,p und setze: 



*) Plücker: Theorie der algebraischen Curven. Bonn 1839, S. 156, Liou- 
ville: Memoire sur quelques propositions gen^rales de g^om^trie et sur la 
tbeorie de relimination dans les ^qaations algebriqnes. Journal de math. T. VI. 
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p=k 

p = 

w — w 
so besteht für das Verhältniss = w* , welches für ^ = a in die 

Ableitung -^ übergeht, die nach Potenzen von geordnete Gleichung: 

= 0j -f- (^ — a)02 + (^ — «)^*3 + •:•? 

welche, je nachdem m grosser oder kleiner ist als w, mit dem Gliede 
(;2? — a)^ oder (0 — a)" abschliesst. 

Aus der Gleichung w — Wa = Wi(0 — a) geht hervor, dass 

df^w r . d^w, . 7 d^~^Wt 

d^ ^ ^ d^ ^ d^-^ ' 

es besteht also twc = a die Relation ( — ~ ] = k — J^) • Mitfiin 

\d^ J d^-^ 

a 

werden die höheren Ableitungen w.^y w^ . , . u. s. f. erhalten, indem 
man die obige Gleichung total nach z diflFerentiirt, und in den abge- 

TL « 

leiteten Gleichungen ^ = a, —j~^ ^^ T ' ^* setzt. Um die Recursions- 

formel für die Ä*^ Ableitung zu erhalten, sind in der Gleichung nur 
die Glieder bis zur Potenz {z — aY~^ zu berücksichtigen. Für die 
ersten Werthe von h erhält man die Gleichungen: 

0, =0, 

— ^ ^7» + 02 = 0, 

1-^-^w + y^^'w 4. 1 -^^J ("^^V-^. i- ^^J ^ 4-0 -0 

4! cw, ^^ ^ 3! dw, ^3 -r .2 ^^,^2 V2/ + 2 M '^ + ^4 — ^; 

rr ^ ^5 + ^7 ^ ^4 + ^^ ö — I w;.,^;., + .,7 0— - «^1 + 



+il^*(?)'+,'s». +*.="■ 



Man erkennt auch in dieser Form, dass für den regulären Punkt, in 
welchem^ — = /J)i = -i- nicht verschwindet, sämmtliche DiflFerential- 

quotienten, wie viele man auch bilden mag, endlich bleiben. 

Wir kehren zu dem Hauptresultate der Untersuchung der alge- 
braischen Function im legulären Punkte zurück, und formuliren dasselbe 
in dem Satze: 

Kennt man von einer gegebenen algebraischen Function f{z'^,w^) = 



368 Viertes Buch. Zweites Capitel: §. 188. 189. 

einen eineigen Werth von w an einer regulären Stelle ;ef = a , so hann 
man den m irgend einer anderen Stelle e, welche innerhalb des reguläreti 
Gebietes um a liegt j zugehörigen Functionswerth berechnen, indem man 
durch eine bestimmte Folge von ausführbaren Bechnungsoperationen be- 
liebig viele Glieder der Potenisreihe entwickelt. 

Vollständiger noch kann man den Satz so fassen: Kennt man 
von einer gegebenen algebraischen Function f(if^,uf^) =• sämmtliche 
kritische und singulare Stellen und ausserdem an einer regulären Stelle 
einen Functionswerth, ^o kann man durch eine bestimmte Folge von 
endlichen Bechnungsoperationen die n-deutige Function vermitteist Ver- 
zweigungsschnitten in n Zweige zerlegen, von denen jeder tmr längs den 
Verzweigungsschnitten unstetig ist und in ausserwesenttichen singulären 
Punkten , unendlich wird; und zu jeder beliebigen Stelle' können die 
Werthe sämmtlicher Zweige vermittelst beliebig vieler Glieder einer Potenz- 
reihe berechnet werden. 

Dieser Satz wird vermittelst der in den vorigen Beispielen wieder- 
holt besprochenen Methode der stetigen Fortsetzung einer Function über 
ihren Gonvergenzkreis hinaus erkannt. Den zu a gegebenen Functions- 
werth bezeichne man als dem ersten Blatte zugehörig. Vom Punkte a 
ziehe man Gurven bis in beliebige Nähe jedes kritischen Punktes, die 
in endlicher Entfernung von jedem anderen kritischen Punkte ver- 
laufen , und umschliesse den betreffenden Punkt mit einem beliebig 
kleinen Kreise. Solch eine Gurve mit dem kleinen Kreise nennt man 
eine Schleife. Man kann durch Reihenentwickelung feststellen, ob das 
Durchlaufen der ganzen Schleife eine Aenderung des zu a gehörigen 
Functionswerthes herbeiführt; wenn dieses nicht der Fall ist, so ist der 
Punkt kein Verzweigungspunkt für das erste Blatt; wenn es der Fall 
ist, so stelle man durch wiederholte Reihenentwickelung, indem mau 
den neuen für die Stelle z = a gefundenen Werth benutzt, fest, wie 
viele Blätter im Punkte mit dem ersten zusammenhängen. Heissen 
dieselben 1,2 ,. .p, so kann für jedes dieser Blätter die Bedeutung 
jedes anderen kritischen Punktes vermittelst der Schleifen bestimmt 
werden. Dabei, wird man in einem anderen Verzweigungspunkte auch 
den Werth eines neuen Blattes für z = a kennen lernen, der unter 
den Werthen 1,2 . . ,p noch nicht vorhanden war. 

Sollte der Fall eintreten, dass das Umlaufen aller Schleifen aus 
den Blättern 1 bis p nicht herausfuhrt (oder allgemeiner, dass man 
bei diesem Processe nicht alle n Werthe, welche zu je? = a gehören, 
erhält), so bedeutet das, wie später (§. 195) bewiesen werden soll, dass 
die algebraische Function f{0^, w^) = sich in Factoren zerlegen 
lässt, welche in Bezug auf z und w rational sind. Bei einer irreduci- 
belen Function kommt dieses nicht vor, und für sie gilt der ausge- 
sprochene Satz. 
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189. Nachdem festgestellt ist^ dass die analytischen Functionen 
durch Potenzreihen ausdrückbar sind, ist noch die Discussion der siu- 
gulären Punkte derselben nothwendig^ um zu .ermitteln, wie sich die 
analytischen Functionen je nach der Beschaffenheit der singulären 
Punkte in der Umgebung derselben entwickeln lassen. 

Man muss allem zuvor erkennen, dass eine in einem Gebiete im 
allgemeinen eindeutige analytische Function keine anderen Singulari- 
täten haben kann, als die ausserwesentlichen und wesentlichen, in denen 
sie unendlich wird« 

Denn ist f{ß) eine analytische Function, welche in einzelnen Punkten 
a eines Gebietes endliche Discontinuitäten erleidet, so ist (ß — cc)f{0) 
in der Umgebung der Stelle a eine analytische Function, einschliesslich 
der Stelle a an welcher sie Null, und ihre erste Ableitung gleich 
Lim f(ß) für jEf s= a ist. Demnach besteht eine ßeihenentwickelung von 
der Form: 

(0 — cc)f{0) = Lim f{0) . {0 — a) -{- ttii^ — cc)^ -{- a^ (0 — a)^ + • • • 



«=:« 



Ertheilt man also der Function f(z) an der Stelle cc den Werth Lim f(0), 

so ist diese Stelle eine reguläre. 

Desgleichen ist es nicht möglich (siehe §.181, 4), dass eine ana- 
lytische Function in einem Gebiet in einzelnen Punkten oder längs einer 
ganzen Curve dadurch eine Singularität bekommt, dass sie zwäi: selbst 
endlich und stetig bleibt, ihre partiellen Ableitungen aber nicht mehr 

der Gleichung ^-j-i J==0 genügen. Alsdann wäre \f{0)dz auch 

hingeleitet bis in irgend einen Punkt a der irregulären Curve eine 
analytische Function -, denn das Integral ist stetig und seine Ableitung 
wird Lim f{z) für = a. Die analytische Function besitzt aber, wie 
bewiesen wurde, beliebig viele Ableitungen, und alle diese sind selbst 
wieder stetige Functionen. Es muss also f{z) eine bestimmte Ableitung 

auch an der Stelle a haben, und sonach muss die Gleichung ■J--\-i -J-^^O 

erfüllt sein. 

Es sind also nur die wesentlichen und ausserwesentlichen Punkte 
zu betrachten und diese sind auch wie sich zeigen wird singulär für 
alle Ableitungen. 

Es sei ein um den Punkt a mit dem Badius B. beschriebener Kreis 
gegeben. Man wisse, dass eine Function f{0) im Punkte a regulär 
und innerhalb des ganzen Gebiets einschliesslich der Grenzen analytisch 
ist, mit Ausnahme der im Kreise gelegenen Punkte Cj, Cj ... c«, welche 
singulare Punkte (wesentliche oder ausserwesentliche) sein sollen. Be- 
schreibt man um den Punkt a einen Kreis, welcher die Punkte c 
sämmtlich ausschliesst, so lässt sich innerhalb dieses kleineren Kreises 

Harnack, Dififerential- u. Integralrechnung:. 24 
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eine nach ganzen positiven Potenzen von g — a fortschreitende Reihe 
angeben; deren Coefficienten die Ableitungen an der Stelle a sind. 
Es soll nun aber gezeigt werden^ dass auch eine für das ganze Gebiet 
mit dem Radius R gültige Reihenentwickelung existirt, welche freilich 
nicht mehr blos ganze positive Potenzen von z enthält; und d^ren 
Coefficienten nicht mehr die Ableitungen au der Stelle a sind; welche 

aber für jeden Punkt im Inneren des 
Kreises R die Berechnung der Function 
liefert, ohne dass also, wie im ersten Falle, 
Fortsetzungen der Potenzreihen nöthig 
werden. 

Man umschliesse die Punkte (;,; (^2 • • • ^» 
mit Kreisen von beliebig kleinem Radius ^; 
so ist innerhalb der zwar eindeutigen; aber 
mehrfach zusammenhängenden Fläche f(z) 
eine analytische Function ; und die Summe 
der lutegralC; geführt um den Kreis a, und 
um die Kreise c„ Cj ... c«, so dass die Fläche 
zur linken bleibt; ist Null. Man kann dies ausdrücken durch die 
Gleichung 

Jm dz =Jm äz +fm d^ . . . ^faz) dz, 

(«) (Cj) (C2) (cj 

wobei dann die rechts stehenden Integrale so zu führen sind, dass die 
Kreisflächen um c zur linken bleiben. 

Bedeutet t einen beliebigen Punkt im Inneren der mehrfach zu- 

f(z) . . „ 

sammenhängenden Fläche ; so ist ^ in dieser Fläche ebenso wie 

f{z) eine analytische Function, und nur der Punkt z — ^ ist ein ausser- 
wesentlicher singulärer. Mithin ist auch 




Fig. 19. 
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{oj 



oder 
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j^^dz^ 2 in fit). 



Die Integrale rechts aber lassen sich durch Potenzreiben ausdrücken. 
Da für das erste derselben z einen Punkt auf dem Kreise R bedeutet^ 
so ist mod {z — «) > mod {f — a); mithin 
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z — t z—u ' t — cc z-a\^ • Äf—a ' (i;— «)«'{£:—«)»" J 

Z — a 

eine unbedingt convergente Reihe. Demnach wird 

(«) (a) (a) (a) 

Die Coefficienten dieser Potenzreihe sind aber nicht mehr die Ab- 
leitungen an der Stelle a, wiewohl sie die nämliche Form haben, wie 
früher; denn der Kreis ^ für welchen die Integrale gebildet sind; kann 
nicht mehr beliebig um den Punkt a zusammengezogen werden. 
Für jedes Integral mn einen Punkt c ist 

mod (t — c) > mod (z — c), 

weil t ein Punkt ausserhalb der Ereisperipherie ist; folglich ist 

z — t t^c z-c i-cL ' «— c » (t— c)* i" (* — c)» ' J 

t-c 

eine unbedingte convergente Reihe; und es wird: 

{C) (c) (c) {% 

Bezeichnet man die Coefficienten der Reihe 71. dividirt durch 2 in 
kurz mit Äq, A^, jIj • • • ; ebenso die der Reihe VII., wenn sie sich auf 
den Punkt Ck bezieht, mit Ci<*), Gj^*^, C^^^K.. (bei dieser können die 
bestimmten Integrale auf einem Kreise von beliebig kleinem Radius 
ermittelt werden), so hat man das Resultat: Für alle Punkte t im 
Inneren des Kreises J2, in welchem die Punkte Cj, Cj . . . c» singulare 
Punkte für die analytische Function /"(;g?) sind, besteht die Entwickelung: 

m = A, + Ä,(t - a) -\- A,{t - ay+A,it - «)»+ ... 



nin) n (n) n (n) j nin) 

^1 1 ^8 L ^8 I ^4 I 

also eine Reihenentwickelung, welche sowohl nach positiven wie nach 
negativen ganzen Potenzen von t fortschreitet. 

Aus dieser Entwickelung erkennen wir auch, wie sich die beiden 
Arten der singulären Punkte in der Art der Potenzentwickelung unter- 
scheiden. 

Der ausserwesentliche wurde dadurch charakterisirt, dass für den- 
selben eine positive ganze Zahl m angebbar ist, für welche f{0) (z — c)"* 
gleich einer endlichen Grosse ist. Daraus folgt: Ist der Punkt c ein 
ausserwesentlicher, so verschwinden für denselben alle Coefficienten C>„+i, 

24* 
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CU+2 . . . Gw-ft + • • • . In der That wird das Integral / f(i8){0 — c)^+^d0, 

c 

weil sich der Radius (^ so klein wählen lässt, dass sich f{ß){z — c)"* 
von einer endlichen Zahl O beliebig wenig unterscheidet, von dem 

Integral G j {z--cYdz beliebig wenig diflferiren, und dieses Integral 

c 

hat den Werth Null. Umgekehrt erkennt man, dass, wenn für einen 
Punkt G die Coefficienten Cm+h C^»h-2 . • • sämmtlich verschwinden , er 
ein ausserwesentlicher singulärer sein muss, weil dann (z — c)^f{z) für 
z = c endlich bleibt. 

Jeder andere Punkt, in welchem f(i3) unendlich wird, ist ein wesent- 
lich singulärer, und man sieht nun, dass der wesentlich singulare sich 
bei allen analytischen Functionen ebenso verhält wie bei der Exponential- 
reihe, wo wir ihn zuerst erkannten: es existirt für seine Umgebung 
eine nach negativen Potenzen fortschreitende unendliche Reihe. 

Bildet man die Function jt-t , so wird dieselbe an der Stelle, wo 

f{z) eine ausserwesentliche Singularität hat, verschwinden. Denn wenn 

(p—cYf{z) =. G ist für z = c, so ist -^ = ^-~f- =0 für = c. Da- 
gegen bleibt ein wesentlich singulärer Punkt auch ein eben solcher 
für die reciproke Function. Denn würde in dem Bereiche eines wesent-* 

lieh singülären Punktes tt-t regulär sein, so müsste dasselbe auch mit 

f{0) der Fall sein •, und würde j~ eine nur ausserwesentliche Singular iiat 

bekommen, so müsste f{z) regulär bleiben. Der Punkt ist gleichfalls 

ein wesentlich singulärer für die Function jrr—ny wobei eine 

beliebige Constante bedeutet; daraus erschliesst man: Um den wesent- 
lichen singülären Punkt lässt sich ein Kreis vom Radius q augeben, 
in welchem sicherlich Stellen gelegen sind, an denen der Betrag 

von f{z)j ^Y~^, . . _.T grosser wird als eine beliebig vorgegebene noch 

so grosse Zahl K] d. h. Stellen an denen der Betrag von f(js) grösser 
wird als JE", aber auch Stellen, an denen er sich von Null und von 

jeder Zahl C um die beliebig kleine Grösse ^ beliebig wenig unter- 
scheidet. Mit anderen Worten: Sine Function ist im wesentlich sin- 
gülären Punkte völlig unbestimmt zwischen unendlichen Grenzen^ sie 
convergirt in der Nähe des Punktes nach jedem beliebigen Werthe. 
(Bei der Expouentialfunction wurde diese Eigenschaft bereits hervor- 
gehoben. §, 82, 4.) 

Das* Integral von f{/), geführt um die beliebig nahe Begrenzung 
einer wesentlichen oder ausserwesentlichen singülären Stelle c, wird 
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nur dann gleich NuU, wenn in der auf den Punkt c bezüglichen Ent- 
wickelung der Coefficient des Gliedes ___ Null ist. Das Integral, hin- 
geleitet in den singulären Punkt, wird immer unendlich^ und zwar beim 
ausserwesentlichenvon der Ordnung m wird die Integralfunction von 
der Ordnung m — 1 unendlich, beim ausserwesentlichen von der Ordnung 
1 wird das Integral logarithmisch unendlich. 

190, Fragt man nun, wie sich das Gebiet von f{z) ausserhalb des 
Gebietes H fortsetzen lässt, so findet man folgendes: Es sei iJ' > J2 
ein Kreis um den Radius a, in demselben möge f(ß) im allgemeinen 
eine analytische Function sein, nur sollen die Punkte Cn+i,..Cn+k als 
singulare hinzutreten. Dann ändern sich in der Beihenentwickelung 
VIII. die Coefficienten -4q, A^. A^] während die Coefficienten C sämmtlich 
erhalten bleiben und neue Glieder durch die Punkte ^„+1 . . . Cn+t hinzu- 
kommen. 

Nehmen wir zuerst an, dass die Function f{z) im unendlichen 
nicht Singular ist, sondern für ^ = 00 nach einem bestimmten endlichen 
Werthe convergirt und überhaupt eine endHche Anzahl von m singulären 
Punkten in der gesammten Ebene hat, so convergiren die Integrale 
der Reihe VI., welche die Coefficienten A bestimmen, sämmtlich nach 
Null, denn es lässt sich B so gross wählen, dass f{z) sich von einer 
endlichen Zahl beliebig wenig unterscheidet; demnach ist auch: 

mod rM^„ < /%^ ^«p 
J (z- «)» J Ä»-' 



beliebig klein. Nur 

wird gleich G. 

Eine Function also, welche in der ganzen Ebene m singulare 
Punkte besitzt und sich im Endlichen regulär verhält, ist von der Form : 

Eine Function j welche im Endlichen nur ausserwesentliche singulare 
Funkte besitzt und im Unendlichen regulär ist, ist eine rationale echt 
gebrochene Function. Denn dann brechen die Glied*er, welche sich auf 
die verschiedenen Punkte c beziehen, sämmtlich ab, und bringt man 
den Ausdruck auf einen gemeinsamen, Nenner, so wird die Ordnung 
des Zählers mindestens um eine Einheit kleiner als die des Nenners. 

Hat die Function f(ß) im Unendlichkeitspunkte eine ausserwesent- 
liche singulare Stelle, und ist im übrigen die Anzahl der singulären 
Punkte in der ganzen Ebene eine endliche, so verwandele man dieselbe 

durch die Substitution — ß = —, ^ oder wenn der Nullpunkt von z 
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kein singularer ist, durch die Substitution z = y in eine Function 

von /, welche sich im unendlichen regulär verhält. Für diese Func- 
tion gilt dann in der gesammten Ebene, da auch der Nullpunkt ein 
ausserwesentlicher singularer ist, die Entwickelung: 

d. h. 

C' /nf ' /nr ' /»(»») /nr (m) ^7 (m) 

+ . . . ö 4- Ä'i;^ + -8:2^^ + • • • J^«^"- 

Hieraus folgt: Eine Ftmction, welche im Unendlichen eine ausser- 
wesentliche singulare Stelle besitzt, und im Endlichen eine endliche An- 
zahl eben solcher Punkte, ist eine unecht gebrochene rationale Function. 
Hat sie im Endlichen gar keinen singulären Punkt, so ist sie eine 
ganze Function. « 

Ist endlich der Unendlichkeitspunkt ein wesentlich singularer, so 
bricht in der vorigen Reihe die Entwickelung 

T" "T t'« ' • • • i'« • • ' * 
nicht ab; es bleibt also auch 

K^z + K^z^ + . . . KnZ^ + . • . 

eine endliche Reihe, die für jeden endlichen Werth von z convergirt. 
Damit ist die allgemeinste Form der Entwickelung gewonnen: 

Ist f(z) eine analytische Function , welche in der endlichen Ebene 
die (wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Punkte c^yC2 * * - Cm 
besitzt, und für welche der Unendlichkeitspunkt ebenfalls ein wesent- 
lich singularer ist,, so gilt für jeden endlichen Werth von z die 
Entwickelung : 

C' C ' C C^^^ (7 ^"*^ 

+ -^^» + . • . + G + E^e + K,0^ + K,z^ + . . . , 

wobei die Goefficienten G und K vermittelst bestimmter Integrale zu 
berechnen sind, K insbesondere aus der P'orm: 
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um s'sssQ 

oder auch gleich 

jr=— / \!.i ^^1 um den Punkt js? «= oo. 

Existiren im Endlichen gar keine singulären Punkte, so ist 

durch eine Potenzreihe darstellbar, welche in der gesammten Ebene 
convergirt. In diesem Falle heisst f{z) eine ganze transscendenie Func- 
tion*). Zu dieser Classe gehört die Exponentialfunction. Die Berech- 
nung der Coefficienten K kann dann auch auf jede Curve um den 
Nullpunkt reducirt werden, und es ist, da keine singulären Punkte 
eingeschlossen sind: 

Die Sätze,, welche aus der Entwickelung der analytischen Func- 
tion in eine Reihe von der Form VIII. folgen, finden ihre Vervollstän- 
digung noch durch die folgenden: 

Eine analytische Function, welche gar keine singulare Stelle hat^ 
also für keinen Funkt unendlich wird^ ist eine Constante. 

Sie kann weder eine ganze rationale, noch eine ganze transscen- 
dente Function sein, weil die ersteren im Unendlichen eine ausser- 
weseutliche, die anderen eine wesentliche singulare Stelle haben. 

Weiter: Eine analytische Function ohne wesentlichen singulären 
Punkt, welche an keiner Stelle Null wird, ist eine Constante. 

(Die Exponentialfunction wird im Endlichen nicht Null, ihr Null- 
punkt fällt mit dem wesentlichen singulären zusammen.) 

Eine analytische Function muss jeden beliebigen Werth mindestens 
einmal annehmen; oder sie ist eine Constante. 

Der Werth kann auch dem wesentlich smgulären Punkte angehören. 

Eine analytische Function ist bestimmt, sobald sie längs eines noch 
so kleinen aber endlichen Curvenstückes gegeben ist. 

Denn alsdann lassen sich alle Ableitungen der Function an einer 
Stelle berechnen; mithin wird die Potenzreihe in der Umgebung dieser 
Stelle erhalten, und diese kann ausserhalb ihres Convergenzbezirkes 
fortgesetzt werden (§. 186). 

*) Die Classification der transscendeuten analytischen Functionen in ganze 
uiid gebrochene, und die weitere Eintheilung derselben nach der Anzahl der wesent- 
lichen singulären Punkte ist von Weierstrass: Zur Theorie der eindeutigen ana- 
lytischen Functionen, Abhandlungen der k. Akad., Berlin 1876, gegeben worden. 
Dort wird auch gezeigt, wie sich die Functionen analytisch entwickeln lassen, 
wenn die Anzahl der ausserwesentlichen singulären Stellen unbeschränkt ist. 
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Eine analytische Function ist constant^ sobald sie längs eines noch 
so Meinen aber endlichenr CurvenstücJces constant ist. 

Denn dann sind alle Ableitungen an einer Stelle Null. 

191. Umkehr der eindeutigen analytischen Function. 

Hat in einem endlichen Gebiete f{0) keinen singulären Punkt, so 
ist vermöge der Gleichung w=f(ß) auch die in Verse Function g = q)(w) 
eine analytische. Denn da ein bestimmter Diflferentialquotient 

vorhanden ist^ so existirt auch eine Ableitung von nach w, nämlich 

de 1 

dw ~ TJ^ ' 

an jeder Stelle im Innern des Bereiches, und zwar ist, wenn w='U-\-iv 
gesetzt wird, 

1^ + i f? = 0. 
du ^ ov 

Diese Ableitung kann nur an einzelnen Stellen, woY'(^) = wird, 
unendlich werden, und diese Stellen werden Verzweigungspunkte für 
die. Function z = q>{w). 

Man kaen dasselbe genauer folgendermassen prüfen, um Zweifel- 

dz » • 
los zu erkennen, dass die Ableitung -j- in eindeutiger Weise von w 

« 

abhängt. Zu einem bestimmten Werthe z =^ u gehört ein bestimmter 
Werth M? = /3. Umgekehrt können demselben Werthe m; «= j3 ver- 
schiedene Werthe von z in endlicher Anzahl entsprechen. Nimmt man 
nun für w einen bestimmten Werth an, und betrachtet einen der dazu 
gehörigen Werthe z = a^ so entsteht die Frage, wie sich z ändert, 
falls der Werth von ß beliebig wenig verändert wird. Es soll gezeigt 

werden, dass diese Aenderung stetig und eindeutig ist, derart, dass 

dz 
auch der Diflferentialquotient -^ einen bestimmten. Werth hat, so lange 

man w nicht eine Stelle überschreiten lässt, an welcher der entspre- 
chende Werth von z der Gleichung /^(^s?) = angehört. Wiederum 
ist zu bemerken, dass diese Gleichung eine endliche Anzahl von 
Lösungen in jedem geschlossenen Gebiete besitzt; dass zu jeder Lösung 
ein bestimmter Werth von w gehört, dass aber umgekehrt jedem der 
so ermittelten Werthe von w verschiedene jgr-Werthe angehören können, 
von denen aber im allgemeinen nur einer die Gleichung f (z) = be- 
friedigen wird. 

Die eindeutige und stetige Aenderung von w sieht man folgender- 
massen ein. a soll eine Stelle sein, für welche nicht /^(a) verschwin- 
det. Dann bezeichne man einen benachbarten Werth von w mit 
ß ■\- t^Wy ihm entspreche der Werth a -}- A;8f, so «folgt aus der Glei- 



1 
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chung ß -{- Aw=== f{a -\- Az), wenn die rechte Seite nach Potenzen 
von Az geordnet wird: 

Aw = A^^rc«) + ^' r(«) + ^ fi"^) +•■• 

Diese Gleichung kann bei gegebenem Werthe von Atv innerhalb eines 
endlichen Gebietes für Az möglicherweise durch verschiedene Werthe 
von Az befriedigt werden; aber da f{a) nicht Null ist, so hat nur einer 
dieser Werthe die Eigenschaft, gleich Null zu werden, falls Aw nach 
Null convergirt. Die übrigen A^ convergirennach denWerthen, für welche 

r(«)+ ^r(«) +i?r(«) + . . . = o 

wird (jede Wurzel dieser Gleichung liefert zu a addirt die übrigen Werthe 
von Zj welche zur Stelle w =^ ß gehören). 

Diese eine Wurzel hängt von Aw stetig ab, derart, dass der Quo- 

tient ^ einer bestimmten Grösse zustrebt, denn es ist 

= 1^ [n«) + ff r(«) + ^r(«) + •••], 

also, wenn Az nach Null convergirt, so wird 

dz ^ 1 

dw /"(«) 

Dies gilt für jede Stelle, an welcher f{a) nicht verschwindet. Die 
Grösse z ist in bestimmter eindeutiger Weise fortsetzbar. 

Anders wird* es, wenn wir an eine Stelle a kommen, für welche 
diese Bedingung nicht mehr erfüllt ist; alsdann ist 

Ato = 4^ r(«) + 4fV" («) + ..., 

oder allgemeiner 

und es gehört zur Stelle w = /3 ein doppelt (resp. m-fach) zählender 
Werth z = a derart, dass es zur benachbarten Stelle ß -^ Aw zwei 
Werthe, z = a-^A^z und z = a + A2Z (resp. m Werthe) giebt, welche 
die Eigenschaft haben, mit Aw nach Null zu convergiren. Ist also w 
in eine solche Stelle eingetreten, dass für dieselbe f (z) =0 wird, so 
tritt ein Yerzweigungspunkt auf und es kann die Function nicht mehr 
in eindeutiger Weise fortgesetzt werden. 

Der Punkt w = ß, in dessen Umgebung 

wird, ist in der That ein Verzweigungspunkt für die gesuchte Func- 
tion z ==> (p (w) , derart , dass in demselben m Blätter der Function 
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cyclisch zusammeiihängeii ; oder anders ausgedrückt: Umschliesst man 
den Punkt mit einem beliebig kleinen Kreise und lässt Aw die Werthe 
durchlaufen, welche den Punkten dieses Kreises entsprechen, so wird 
bei einmaligem Umlauf A0 sich so ändern, dass es, beginnend mit 
einem der m möglichen Werthe, in einen zweiten übergeht, von diesem, 
während Aw den Umlauf wiederholt, in einen dritten; nach m -— 1- 
maligem Umlauf hat A0 einen m^^"^ Werth angenommen, und erst nach 
m-maligem Umlauf erlangt es den ursprünglichen . Werth. Denn es 
folgt aus der Gleichung: 

^ = i ^^ W + J^+% ^"'•'(«^ + (^2)1 ^•"+^(«) + • • • . 

welche für einen verschwindenden Werth von Az stetig in 

übergeht, dass man um den Punkt ß einen so kleinen Kreis beschreiben 
kann, dass für alle Punkte dieses Kreises 

m + vJ Wi-(^+2j!' V«;... 

kleiner wird als eine Grösse d, deren Betrag beliebig klein ist; dem- 
nach ist auch 



Aw 



= ;^/*''*(«) + «*) = C + «*). 



Setzt man Ate; = re^ und schreibt die vorstehende Gleichung in 
der Form: 



Az\m 



= C?+«d), 



T 



SO erkennt man, dass die Werthe von Az iil ihrem Verhältniss zu 

i_ 

dem positiven Wurzelwerthe r"* mit beliebiger Annäherung durch die 
Ausdrücke dargestellt werden: 



i(p 


1 


i(p-\-27t 




1 


tf/)-f2{m— l)7t • 1 


ßm . 


C "^, 


e ^ 


C 


m 

} • 


. . e '« . C ''* 



unter G "^ einen der m möglichen Werthe, jedoch überall denselben 
verstanden. Aendert sich q) um 2jr (d. h. durchläuft Aw die Kreis- 
peripherie), so geht jeder dieser Werthe in einen anderen über, und 

folglich müssen sich auch die verschiedenen Werthe von — pi welche 

r 

diesem beliebig nahe kommen, unter einander cyclisch vertauschen. 
Demnach erkennt man : Betrachtet man einen Punkt a im Innern 
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des Convergenzkreises der Function f{z)^ und bezeichnet man diejenigen 
Punkte, fQr welche f\z) == wird, mit «j , «2 • • • ^» (^®^ Punkt a soll 
nicht unter diesen enthalten sein), so lässt sich um den Punkt a ein 
Kreis mit dem Radius r beschreiben, welcher diese n Punkte aus- 
schliesst. In einer zweiten Ebene interpretire man die Werthe von w. 
Dem Mittelpunkte a entspricht der Punkt ß. Allen Punkten der Kreis- 
peripherie muss dann in der Ebene w eine bestimmte, im Endlichen 
geschlossene, den Punkt /3 umschliessende Curve entsprechen; dieselbe 
kann sich auch nicht selbst durchschneiden , denn alsdann würden dem 
Durchschnittspunkte w zwei verschiedene Punkte z zugeordnet sein. 
Jedem Punkte der Kreisfläche r entspricht ein bestimmter Punkt im 
Gebiete um ß, aber auch umgekehrt jedem Punkte im Gebiete um ß 
nur ein einziger bestimmter Punkt im Kreise r. Es muss eine Reihen- 
entwickelung 

;2f = a -f a, (w — /5) + «2 (*^ ~" Z*)^ + 0^3 (w — /?)' + . . . == q}{w) 

existiren; dieselbe convergirt in einem um den Punkt ß beschriebenen 
Kreise, welcher ganz innerhalb des um ß begrenzten Bereiches liegt. 
Analytisch wird also der Radius des Convergenzkreises so anzugeben sein. 

Durchläuft z die Punkte a + ^e*'', so bestimme man den klein- 
sten Modul unter den Werthen (to — ß)=f{z) — f{a) für diese Punkte; 
dieses Minimum ist der Convergenzradius der nach Potenzen von w 
fortschreitenden Reihe. 

Die Goefficienten der Reihe sind die successiven Differentialquo- 
tienten von z nach w, gebildet für die Stelle a; sie werden durch Dif- 
ferentiation der Gleichung 

dw' ^ '' 

m 

in Bezug auf w erhalten, oder in der Form der bestimmten Integrale 
(Ä^ 1): 

^ 1 rq>(w)dw ^ 1 r{z-a)f{z)dz 
^* 2i« J [^ _ pj*+i ^inj [/•(^) « /•(«)]*+! ' 

geführt um die Stelle jg? = «. Im Zähler des zweiten Integrales loinn 
statt z auch jg? — a geschrieben werden, weil das Integral des mit a 
multiplicirten Theiles verschwindet. 

Da die successive Differentiation von z nach w^ wobei w als un- 
abhängige Variabele zu betrachten ist, zu complicirten Recursions- 
formeln führt, so ist es wichtig, zuerkennen, wie sich dieselben noch 
in anderer Weise ausdrücken lassen. Bildet man aus der Gleichung: 

die Differenz , so kann man dieselbe nach Potenzen von z — a anord- 
nen, und man hat die Aufgabe, die Reihe 
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iimzukehreij. 

193. Die Function F(z — a) = ^(^^ - f ^l verschwindet an der 
Stelle m =^ a nicht, denn sie hat daselbst den Werth 



Lim f^^l^^' = r {.) , 



«=a 



und sie verschwindet überhaupt an keiner Stelle im Convergenzbezirk; 

weil nur für z '=^ a w eleich ß wird. Den Werth von -^rr- ^ be- 

zeichne man mit 9(^-— «), so ist ^{z — a) eine Function, welche 
sich in der Umgebung der Stelle a in eine Reihe entwickeln lässt. 
Sonach ist die Aufgabe auf die specielle Form eines von Lagrange 
zuerst gelösten Problemes gebracht: Aus der Gleichung 

{w — ß) (p {z — a) ^= z — a oder w'q)(z') = z' 

z als Function von w zu berechnen. Diese Aufgabe führt auf die 
frühere Reihe 

z' = a, w' + 0^2^'^ + a-^w^ + . • .; 

und die Coefficienten au sind aus dem Integrale 



a* = 



1 r {z-a)nz) ^, 



zu bestimmen. Setzt man nun 

also 

f i^\ ^ 1 (g — «) y' (g — tt) 

' ^^ q>{Z— tt) [q> {Z — (f)y ' 

SO zerlegt sich das Integral in zwei Theile: 

,, _ _1_ Ay jz ~ «) ]* dz 1_ f hiz - a)f'^ (f' jz - a) , 

"* - 2inJ (^ _ «)*- 2inJ (, ^ «)*-i 

Der erste Theil ist nach §. 185 gleich 

_1_ d^-^[(p{z-a)f 

an der Stelle z = a. 

Der zweite Theil ist gleich 

1 d^-^[[q>(z^ a)]'- 'g>\z^ a)] _ 1 _i_ d'-' [q>{z- a)\' . 

so dass 

^ = ^ r ^ n ^^ny(^-«)] * _ 1 d*-' [(p (^ ~ « )]* f«r^_^ 
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Demnach hat man den obigen Satz in der von Lagrange angegebenen 
Form: At^s der Gleichung: w ^{z')'=^ 0\ in welcher q) eine eindeutige 
analytische Function bedeutet y folgt die Entwickelung : 

«'=0 «'=0 «'=0 

Da 

SO überträgt sich die frühere Convergenzbedingung in Bezug auf die 
Function 9(/) in folgender Weise: 

Bedeutet r den Badius des um /.== beschriebenen Kreises , in 
dessen Innerem q){is) — 0q)'(0) nicht verschwindet, und ermittelt man 

den kleinsten Werth, welchen w' = -—rr avf diesem Keise annimmt, so 

' (fr{Z ) ' ' 

liefert dieses Minimum den Convergenzradius für w. 

Das Gebiet dieses Kreises in der Ebene w ist umkehrbar eindeutig 
auf ein im Kreise vom Radius r eingeschlossenes Gebiet der /-Ebene 
abgebildet; in welchem auch q){z') nicht Null wird. 

Dem Punkte ;8r' = entspricht dabei der Punkt w = 0. 



Drittes Capitel. 

Die Entwickelung der mehrdeutigen analytischen Functionen, 

insbesondere der algebraischen. 

193. Das Problem, die implicite algebraische Function f(^z,w)=0 
nach w aufzulösen, ferner die zuletzt behandelte Aufgabe, die inverse 
Function einer Potenzreihe zu bilden, führten auf mehrdeutige Func- 
tionen. In beiden Fällen wurde gezeigt, wie innerhalb beschränkter 
Gebiete, in denen die Function regulär bleibt, die Taylor'sche Reihen- 
entwickeliing ausführbar ist. Bei der algebraischen Function (§. 188) 
gab es zwei Arten von Punkten, in denen die Function w auf- 
hört regulär zu sein: erstlich die Punkte, welche ausserwesentlich sin- 
gulare genannt wurden, in denen w unendlich wird, so jedoch, dass 
w, mit einer rationalen algebraischen Function multiplicirt, endlich 
bleibt; zweitens alle die Punkte, welche als kritische bezeichnet wurden, 
in denen der Werth von w eine mehrfach zählende Wurzel ist, für 

welche also -J-^^^ = wird. Es kann auch eintreten, dass für einen 

Punkt beide Besonderheiten zugleich vorliegen. In der zweiten Auf- 
gabe bildeten die Verzweigungspunkte die irregulären Stellen. Er- 
weitert man diese Aufgabe zu dem Probleme, jedwede eindeutige ana- 
lytische Function in einem beliebigen Gebiete, in welchem auch wesent- 
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liehe und ausserwesentliche singulare Stellen liegen ; umzukehren , so 
werden auch in der inversen Function singulare Stellen dieser Art 
auftreten. 

Demnach sollen im folgenden die Eigenschaften mehrdeutiger ana- 
lytischer Functionen überhaupt; und insbesondere der algebraischen 
Function untersucht werden. 

Unter einer n-deutigen analytischen Function von z ist eine Func- 
tion zu verstehen, welche, mag sie für ein endliches Gebiet oder für 
die ganze Ebene definirt sein, im allgemeinen bei jedem Werthe von z 
n verschiedene Werthe besitzt. Jeder dieser Werthe soll — mit Aus- 
nahme von wesentlichen oder ausserweseutlichen singulären Punkten 

— der Differentialgleichung ^ -|- i ^ == genügen. Ausserdem aber 

soll die Function Verzweigungspunkte besitzen. Unter einem Ver- 
zweigungspunkte ist eine Stelle für z zu verstehen, bei welcher erstlich 
von den zugehörigen Functionswerthen mindestens zwei einander gleich 
werden, und bei welcher zweitens die Functions werthe sich geändert 
habep, wenn z eine den Punkt umschliessende Curve durchlaufen 
hat (§. 191). Der Verzweigungspunkt kann dabei zugleich ein sin- 
gulärer Punkt sein. Da nun bereits erkannt ist, dass in jedem aus- 
nahmslos regulären Gebiete die Function durch die Taylor 'sehe Reihe 
darstellbar ist, die sich für den Fall, dass singulare Punkte im Ge- 
biete vorkommen, nach der im §. 189 entwickelten Methode erweitert, 
so bleibt lediglich nachzuweisen, dass auch in der Umgebung eines 
Verzweigungspuuktes eine ßeihenentwickelung möglich ist, und wie 
dieselbe lautet. Ferner ist festzustellen, welches die Werthe der Ab- 
leitungen im Verzweigungspunkte sind. Endlich ist zu zeigen, wie 
sich die analytische Darstellung der Function modificirt, wenn der Ver- 
zweiguugspunkt zugleich ein singulärer Punkt wird. 

Bei der Uebertragung dieser Sätze auf die mehrdeutige algebraische 
Function ist noch besonders die Frage zu beantworten, ob hier jeder 
kritische Punkt ein Verzweigungspunkt ist. Da sich zeigen wird, dass 
dieses nicht immer der Fall ist, dass vielmehr der kritische Punkt auch 
nur ein vielfacher Punkt ohne Verzweigung sein kann, so entsteht 
die Frage, welches dann die Werthe des ersten und der höheren Dif- 
ferentialquotienten sind, eine Frage, die für reelle Werthe der Func- 
tion schon früher (§. 60) für die einfachsten Fälle beantwortet wurde. 

194. Die Untersuchung einer mehrdeutigen Function f(z) in der 
Umgebung eines Verzweigungspunktes «, der zunächst kein singulärer 
sein soll, in welchem m Zweige der Function derart zusammenhängen, 
dass sie einen Cyclus bilden, soll der bisher stets angewandten Methode 
entsprechend von der Betrachtung eines bestimmten Integrales aus- 
gehen. Die analytischen Operationen kann man sich geometrisch ver- 
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deutlichen, indem man an Stelle der einen ;?-Ebene nach Riemann 
eine Windungsfläche m — l*^*" Ordnung um den Punkt « construirt. 
Dieselbe besteht aus m Blättern, welche längs eines willkürlich ge- 
zogenen Verzweigungsschnittes cyclisch mit einander verbunden sind; 
übereinander liegende Punkte auf diesen Blättern repräsentiren den- 
selben Werth von z^ aber jedem dieser Punkte ist immer nur einer 
der m Functionswerthe eindeutig zugeordnet. Eine geschlossene Curve, 
z. B. ein Kreis, welche den Punkt« umgeben soll, muss so construirt 
werden, dass die Curve, von einem Punkte z des ersten Blattes be- 
ginnend , zunächst im ersten Blatte um den Punkt a geführt wird, so- 
dann aber, beim Yerzweigungsschnitte angelangt, in das zweite Blatt 
eintritt, von dort nach vollständigem Umlauf um den Punkt a ins 
dritte Blatt, schliesslich ins m*® übergeht. Von diesem tritt sie beim 
Verzweigungsschnitte wieder zurück ins erste und vollendet dort ihren 
anfangs begonnenen Umlauf. 

Substituirt man in die Function f(z) statt z die neue Variabele g, 
welche mit z durch die Gleichung verbunden ist: 

1 

^ = z — a, also: g = (iS? — «)"*, 

wobei man zunächst für ein bestimmtes z irgend einen der m mög- 
lichen Wurzelwerthe fixirt, so wird sich, während z einen Kreis um 
den Punkt a beschreibt, der Werth von g stetig mit z ändern; jedoch 
nach vollständigem Umlaufe hat z nicht den früheren Werth ange- 
nommen, es ist vielmehr bei stetiger Aenderung in einen anderen 

Wurzelwerth, dessen Argument von dem ursprünglichen um — dif- 

ferirt, übergegangen. Erst wenn z alle m Umläufe vollzogen hat, 
hat 5 den anfänglichen Werth erlangt. Interpretirt man die Werthe 
von g in einer Ebene, so durchläuft g den vollständigen Kreis um den 
Punkt £ = erst dann, wenn z auf allen m Blättern der Windungs- 
fläche seinen Umlauf vollzogen hat. Den Punkten z eines einzelnen 

Blattes im Innern eines Kreises mit dem Radius r entsprechen blos 

1 

die Punkte g, welche innerhalb eines Kreissectors mit dem Radius r^ 

und dem Centriwinkel -— sich befinden. Indem man festgesetzt hat, 

j_ 
welcher Wurzelwerth von {z -- «) "» anfänglich gewählt werden soll, 

hat man eine bestimmte Beziehung zwischen den aufeinander folgen- 
den Kreissectoren und den verschiedenen Blättern hergestellt. 

Die Werthe, welche die Function /*(^) in den verschiedenen Blät- 
tern annimmt, lassen sich eindeutig und stetig den Punkten der 
m Kreissectoren zuordnen, so dass wir sagen können, die Function 
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ist für das Innere des Kreises um den Punkt ^ «= eine eindeutige 
und stetige Function. Sie ist aber auch eine analytische Function. 
Denn die Function f{0) soll an jeder Stelle (mit Ausnahme des Ver- 
zweigungspunktes) eine bestimmte endliche Ableitung besitzen ; also wird 

d. h. 

m— 1 

9,' (g) = mf\0) '{z-a) "' 

ist eine allenthalben bestimmte endliche Grösse. Im Punkte = a 
selbst soll f{0) und also auch (p{^) endlich und stetig bleiben; derselbe 
kann also kein singulärer für die im übrigen eindeutige analytische 
Function ^(g) sein; folglich hat auch (§. 189) 9' (5) einen bestimmten 
Werth. . Ist dieser Werth ein endlicher, von Null verschiedener, so 
zeigt die Gleichung 



r(^) 



^ y (S) 



m — 1 
m 



9 



m 



•ML ■^— t 

dass die Ableitung f(0) im Verzweigungspunkte von der ^^" Ord- 

nung unendlich wird. Wird 9? '(5) selbst gleich 0, so kann f\0) end- 
lich (auch Null) sein, wie späterhin genauer festgestellt werden wird. 

Bildet man das Integral . / f{is) dz für den vollständigen Kreisum- 
lauf auf allen m Blättern, indem man im ersten Blatte mit einem der 
m möglichen Werthe von f(z) beginnt, und diesen stetig mit ;8? ändert, 
so entspricht diesem Integrale, da c?;ef = mS"*"^ dg, das Integral 

welches auf dem Kreise mit dem Radius r"» um den Punkt Null ge- 
führt wird. Nach dem über die eindeutige analytische Function be- 
wiesenen Fundamentalsatze hat dieses Integral, und überhaupt jedes 
Integral , welches auf einer den Punkt g == umschliessenden Curve 
geführt wird, in deren Innerem kein singulärer Punkt liegt, den Werth 

Null. Desgleichen folgt, weil auch das Integral I 9? (g) f?g, auf dem- 
selben Wege geführt. Null wird, dass auch das entsprechende Integral: 

verschwindet. Mithin lautet für die mehrdeutige Function der ana- 
loge Satz: 

ümschliesst man den Verzweigungspunkt einer mehrdeutigen Func- 
tion j in welchem m Blätter eycliseh zusammenhängen, mit einer ge- 
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schlossenen Curve, welche sich nothwendig m mal um den Punkt win- 
det, so sind, vorausgesetzt , dass in dem Innern dieser Curve Tcein sin- 
gidärer PunM sich befindet, die Integrale über diesen geschlossenen Weg, 

ffiz)d, und C—f^^-^äa*), 

gleich Null. 

Aus diesem Satze ging die analytische Darstellung der eindeutigen 
Function, im regulären Gebiete hervor (§. 184); er leistet dasselbe für 
die mehrdeutigen Functionen; nur muss er auch hier zunächst erwei- 
tert werden für ein mehrfach berandetes Gebiet. 

Sind in dem Kreise um den Punkt g == singulare Punkte vor- 
handen, keiner derselben soll vorerst mit dem Nullpunkte zusammen- 
fallen, so umschliesse man solch einen Punkt % = c mit einer belie- 
bigen geschlossenen Curve, etwa einem Kreise mit dem Radius p. Dem- 
selben entspricht auf der Windungsfläche vermöge der Gleichung: 

z = g"^ -f. « = (c -f Qe'py' -f « 

ebenfalls eine geschlossene Curve; dieselbe verläuft ganz in einem 
Blatte , wenn die entsprechende Curve im Kreise £; ganz innerhalb eines 
der jedem Blatte entsprechenden Sectoren liegt; tritt diese dagegen in 
mehrere Sectoren ein , so befindet sich jene auch in mehreren Blättern. 
Immer aber besteht für die eindeutige analytische Function ^(g) und 
9>(£) • 5"*"^ d^r Satz, dass die Summe aller Integrale, geführt in posi- 
tivem Umlauf um die Randcurven eines Gebietes, in welchem q}{^) 
keine singulären Stellen besitzt, Null ist. Demnach lautet die Erwei- 
terung des obigen Satzes: 
Bildet man 

ff {2) dz oder f-M^dg 

*^ ^ (z-a) '» 

in positivem Umlaufe für sämmtliche Bandcurven eines mehrfach be- 
randeten Gebietes, welches aus m Blättern besteht, die längs eines vom 
Punkte z = a ausgehenden Verzweigimgsschnittes cyclisch zusammen- 
hängen, so ist, vorausgesetzt, dass in dem Innern solch eines Gebietes 
kein singulärer Punktsich befindet, die Summe aller Integrale gleich Null, 
196. Nunmehr kann man analog der früheren Entwickelung folgen- 
dermassen vorgehen. Es habe erstlich f{z) und also auch g>(J) keine 
singulären Punkte innerhalb der vom Radius r begrenzten Windungs- 



•) Allgemein / ^^Z]fc- ^^ = ^ ^"^ ^ ^ ^• 



dnj- 
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fläche um den Punkt a. Man bilde die Function -rzrif unter ^ irgend 
einen Werth innerhalb des Kreises um den Punkt Null mit dem Radius 

r*" verstanden. Umschliesst mau auch den Punkt t mit einem beliebig 
kleinen Kreise, so hat man ein zweifach berandetes Gebiet ohne singu- 
lären Punkt. Es wird (§. 184): 

Das Integral ist zu führen auf den den Nullpunkt umschliessenden 

j_ 

Kreis mit dem Radius r*". 

Daraus folgt, wenn man P^ -{- a mit u bezeichnet, wobei u ein 
Punkt auf einem bestimmten Blatte der Windungsfläche innerhalb des 
Kreises mit dem Radius r ist, 

f{z) dz 



la. fiu) = jn — f 



»1 — 1 _i j^ 

{z— a) «* (;e? — a)»* — (t* ~ «)'« 

Da die Werthe von die Punkte der begrenzenden Curve bedeuten, 
während u irgend einen im Innern derselben gelegenen Punkt dar- 

stellt, so ist mod {u — a)"^ < mod {z — «)'". 
Demnach ist 

— r — I — ^ [i+fc-:)"+(?:^)"+e^:)"+-]. 

{z — a)m^(u — cc)^ {Z — ocyn 

und es wird (vergleiche §. 186) 

"• «») = ^ [ p^ + (« - «)■ /-^^ + 

Die Integrale dieser Reihe beziehen sich sämmtlich auf die in allen 
Blättern um den Nullpunkt in positivem Umlauf geführte geschlossene 

Curve; in den verschiedenen Blättern erhalten f{z) und (js — a) ^ 
ihre vorgeschriebenen Werthe. 

Die Grösse (w — «)"» und ihre Potenzen nimmt verschiedene Wurzel- 
werthe an, je nachdem man den Werth von f{u) in einem der m 
Blätter bestimmen will. 

Die Gleichung II. sagt in Worte gefasst aus: 
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Ist der Veraweigungspunkt , in welchem m Werthe der Function 
cyclisch zusammenhängen^ nicht zugleich ein singulärer Punkt, so lassen 
sich die m Werthe der Function in der Umgebung desselben durch eine 

nach positiv ganzen Potenzen von (u — «)"* aufsteigende Beihe entwickeln. 
Diese Umgebung erstreckt sich über ein Gebiet, in welchem kein singu- 
lärer Punkt oder kein anderer Verzweigungspunkt der Function ge- 
legen ist. 

Die Bedeutung der Coefficienten kann noch in anderer Weise her- 
vorgehoben werden. 

Setzt man u ^=^ a, so folgt: 






Differentiirt man ferner die Gleichung nach u, was bei einer Po- 
tenzreihe durch Differentiation der einzelnen Glieder geleistet wird, so 

»n— 1 

erhält man, indem man mit (u — a) ^ beide Seiten multiplicirt, und 
u ^=^ a setzt: 

Wl-l. 



Lim[r(«)(«-«)'»] = ^J- 



f{z)dz 



Wl-fl 



\Z — a) »• 

Durch das nämliche Verfahren ergiebt sich: 

2(m-l) OT-2 

Lim[rw(t*~«) ^* +'^rw(^-«) "* ] = 

_ 2(2^m) 1 / ' mdz n 

iß — cc) »* 

Schreibt man die Reihe II. in der kürzeren Form: 

f(u) = tto + (w — a)"' a| + (w ~ «)''* 0^2 + • • • 
so erkennt man, dass, falls a^ nicht gleich Null ist, die Ableitungen 

f (u)^ f'iu) . . . bezüglich von der Ordnung ~ , , . . . unend- 
lich werden. 

Verschwinden aber die auf a^ folgenden Coefficienten, so dass die 
Reihe die Form erhält: 

ti i^ + l M+2 

f{u) = «0 + (w — (x)"" a^ + {u — a) "» a^^^i + (m — «) '^ a^^-2 + . . . 

fi — m 

SO lautet das AufangsgliedderEntwickelung von f\u)\ — - {u — a) "* a^, 
und dieser Ausdruck wird für u = a entweder von der Ordnung 

unendlich gross, oder von der Ordnung ^^^^ — unendlich klein, je nach- 

dem m grosser oder kleiner als ^. Für m = ^ bleibt er endlich. 

25* 
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Es kann also die erste Ableitung einer Function in einem Ver- 
zweigungspunkte auch Null oder endlich sein. Eis lässt sich aber immer 
eine Zahl & angeben^so dass sämmtliche Ableitungen^ deren Ordnungszahl 
gleich oder grösser Ä ist, im Verzweigungspunkte unendlich werden. 

H — km 

Denn die 7c*^ Ableitung beginnt mit dem Gliede {u — a) ^ . Dem- 
nach hat man den Satz: 

Beginnt die Entwickelung der m-deutigen Function, abgesehen von 

dem Gliede üq, das auch Null sein kann, mit der Potenz (u — a)^^ so 
wird im Ver^weigungspunMe , wenn Je > -^ gewählt wird, die ¥^ Ab- 
leitung von der Ordnung unendlich. 

Ist Je = — eine ganze Zahl, so bleibt die Jc^^ Ableitung endlich, und 

alle Ableitungen für welche Je <, — verschwinden. 

196. Nach dem im §. 189 gelehrten Verfahren kann die Reihen- 
entwickelung auch erweitert werden auf ein Gebiet, in welchem singu- 
lare Punkte (wesentliche oder ausserwesentfiche) der Function f{g) und 
also auch der Function 9?(£) liegen; vorausgesetzt, dass keiner dieser 
Punkte zugleich ein Verzweigungspunkt ist. 

Heissen die singulären Punkte von f{z) c^y C2, . - - Ck, A\^ ent- 

sprechenden von 9 (g) bezüglich y^ = (c, — «)"* , y^ = {c^ — «)"* . . . 

yjc=={Ck — oiy" ^ wobei jedesmal auch nur eine der m möglichen Wurzeln 
einen Punkt y zu bestimmen braucht, der -ein Unendlichkeitspunkt für 
die Function q){t) ist, so besteht die Gleichung; 

"'• » » - rä u^m -H^f -ß-^ - ■ ■ -ßw] ■ 

Die Integrale sind um den Punkt Null und um die Punkte y so zu 
führen, dass jeder derselben zur linken bleibt. 



Diese Gleichung ergiebt, wenn mau die Substitution 5=(^ — «) 

t = (u — aj^ vollzieht, für die Function f(u) die Relation : 

■f(z) dz 



i 

tn 



i'i- f(-)=^iiL[J- 



m—l J_ _1_ 

a {Z - a) m (^-_a)w — . (tt— a)TO 



_ r m dl r^ 

Das erste Integral ist für die äussere Begrenzung der Windungsfläche 
zu bilden; jedes der anderen bezieht sich auf die Curve, welche den 



Die mehrdeutigen analytischea Functionen. 



389 



singulären Punkt c, der kein Verzweigungspunkt ist, umschliesst. Das 

erste Integral kann folglich, da u einen Punkt innerhalb der Curve 

bedeutet, auf welche sich die Werthe von beziehen, nach Potenzen 
1 

von ( _" ) entwickelt werden. In den andern Integralen bedeutet 

die Punkte auf der Curve um den Punkt c, und u liegt ausserhalb 
dieser Curve. Mithin ist 



mod(i^) = mod(i^ 



— a)m — (c — a)m 



4 — y 



r<^ 



{U—a)m — (c — a] 



m 



und der Quotient — 



Y wird durch eine Reihe darstellbar, 



deren Anfangsglieder lauten: 



— 1 



2_ i_ 

(w— «)"» — (c— «)"* 



^ i i r + 



(t* — a) "» — (c — a) 



m 



i- i_ 

•-(t* — a) "» ~ (c — a) «-• 



+ 



Demnach folgt aus der Gleichung III a. die Entwickelung: 

1 



IV. f{u) = ~ 



m 



jma.^ + (» - .)Y- 'f^ + 



+ (m -- «)"» j- 



f{z)dz 

m4-2 



+ 



(a) {z--a) 



m 



^ 2%n 



m 



il: 



f{z)dz 



m- 



T + 



(t* — a) »« — (C| — a) '« (c,) (-5 — a) '"■ 



+ 



+ 



+ 



F T^^ TT. f ^^'Lx [(^-«)"'-fa-«)'"]<^^ + 

L(u — «)"• - (c, — a)« J (5) (« — « ) "' 



+ ^ 



2 e TT m 



li 



f{z)dz 



m 



-.+ 



(u-tt)m — {Cj^—ayn^. iZ — ci) 



m 



+ 



\_{u^a)m-{ck — a)m] ,^ U-a) 



IT / m-M (^?— «"*-— fa — «)^*|d^ + • • • 
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Der Punkt d ist ein ausserwesentlich oder ein wesentlich singu- 
lärer, je nachdem die auf diesen Punkt bezügliche Entwickelung eine 
endliche ist oder nicht. Im ersteren Falle lässt sich eine ganze Zahl 
u angeben, so dass: 

• A«*) l(w — «)"*'— (Ci — a)^J 

für w == c endlich wird. 

197. Ist der Verzweigungspunkt a, in welchem m Blätter der Func- 
tion cyclisch zusammenhängen, zugleich ein singulärer, so wird in der 

Function 9) (5), welche aus f{z) durch die Substitution 5 = (^ — «)''* 
hervorgeht, der Punkt £ = gleichfalls ein singulärer. Mithin lautet 
die Entwickelung (§. 189) innerhalb eines Gebietes, in welchem keine 
weiteren singulären Punkte liegen: 

(0) (0) (0) 

(0) (0) (0) 

Derselben entspricht für f{%i) die Formel: 

V- A«) = ^ [f^ d. + (« - a)^J-f^ dz + 



(a) («) 

2 



(if — a) w» 






Die Integrale sind hier längs einer den Punkt a umschliessenden, 
durch Umlauf auf allen Blättern vollständig geschlossenen Curve zu 
bilden, die in beliebiger Nähe des Verzweigungspunktes verlaufen kann. 

Der Punkt selbst ist ein ausserwesentlich oder ein wesentlich sin- 
gulärer, je nachdem der zweite Theil der Entwickelung eine endliche 
Gliederzahl besitzt oder nicht. Im ersten Falle lässt sich eine ganze 
Zahl n angeben, so dass 



/*(w) [m - a] 



n 
m 
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für u = a endlich bleibt. f(u) wird dann im Verzweigungspunkte von 
der Ordnung — unendlich. 

Das Integral If{^)d0 geführt um den Verzweigungspunkt in ge- 
schlossenem Umlauf bekommt nur dann den Werth Null; wenn der 
Coefficient des Gliedes Null ist: denn dieser Coefficient ist das 

Integral selbst. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist der Verzweigungs- 
punkt (trotzdem dass er zugleich ein singulärer ist) kein logarith- 
mischer Verzweigungspunkt für die mehrdeutige Integralfunction. 

Das Integral, hingeleitet bis in den Verzweigungspunkt; erhält 

einen endlichen Werth nur dann, wenn auch / 9(5) t"*~^ dt, endlich 
bleibt. Das erfordert (§. 181), dass 

[9>(g)-5'"] = [/:w(^-«)] 

verschwindet. Es müssen also in dem zweiten Theile der obigen Ent- 
wickelung alle Glieder, welche im Nenner eine Potenz vonw — a mit 
einem Exponenten gleich 1 oder grösser als 1 enthalten, verschwinden; 
die Function muss also im Verzweigungspunkte, der nur ein ausser- 
wesentlich singulärer sein kann, von niederer als der ersten Ordnung 
unendlich werden. 

198. Ist der unendlich ferne Punkt ^2?= 00 ein Verzweigungspunkt, 
in welchem m Werthe der Function cyclisch zusammenhängen, und 
liegen alle singulären Punkte der Function innerhalb eines endlichen 

Gebietes, so wird durch Substitution z =^ — f{z) in /(— ) = M> (^') über- 

geführt, für welche der Nullpunkt der Verzweigungspunkt ist, und 
welche innerhalb eines endlichen Gebietes um den Nullpunkt keine 
singulären Punkte besitzt. 

Demnach ist (§. 194 IL) für einen beliebigen Punkt m' dieses 
Gebietes: 

Die Integrale sind in positivem umlaufe um den Nullpunkt zu führen. 
Daraus folgt, dass für die ursprüngliche Function die Entwicklung 
lautet: 

'f{z)dz , 1 /^f{z)dz , 1 rf[z)dz 



m-M r^+\ r^+\ n 



2^ 

in 



+ 



-(00) — (00) —(00) 

Die Integrale sind auf den Unendlichkeitspunkt zu beziehen, dass heisst 
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auf einer, den Nullpunkt umschliessenden Curve zu führen, deren Punkte 
beliebig weit liegen, und zwar in der Richtung, dass die endliche Fläche 
ebenfalls zur linken bleibt. 

Ist der Punkt jS? = oo zugleich ein singulärer, so erhält man nach 
der nämlichen - Substitution aus der Formel V. des §. 195 die Ent- 
wickelung : 



/•(«) = 



2i 



L [f 



f{z) dz 



z 



+ i 



1 rf{z)dz , 1 rmi 



-(00) 

1 



(oo) 



+ 



2i7cm I 



f^ + u 

Z wt 



2 
m 



/ fiz)i 



dz , 

27 + «*' 

tu 



um 

-(00) 
3 



fiz)dz . 
27 "r 

m 



m 



/ f{z) dz 
z ". 



+ 



— (00) —(00) —(00) 

Ist der Unendlichkeitspurikt ein ausserwesentlich singulärer, so lässt 
sich eine ganze Zahl n angeben, so dass 



[ 



n 
wm J 



eine endliche Grösse ist. Die Function wird dann von der Ordnung 



n 



— im Verzweigungspunkte unendlich, und der zweite Theil der obigen 



n 



Entwickelung enthält nur die Potenzen u^ bis t«"». 

Das Integral / f{z) dz geführt um den ünendlichkeitspunkt hat 

den Werth Null, wenn der Factor des Gliedes — verschwindet. 

Das Integral, geführt bis .in den ünendlichkeitspunkt, hat einen 



endlichen Werth wenn 



für 0' == verschwindet; also auch 



'Z 
L ?" J 

[f{z) , z\ = wird. Im m — 1 fachen Verzweigungspunkte j8? = 00 muss 



a=:QO 



also die Function von höherer als der ersten Ordnung verschwinden, 
d. h. derselbe kann kein singulärer Punkt sein, und es muss der erste 

Theil der Entwickeluug mii dem Gliede ^ . ^ beginnen. 



u "*^ 



199, Die Untersuchungen über die Beschaffenheit der mehrdeutigen 
Functionen in der Umgebung eines Verzweigungspunktes sind noth- 
wendig, um eine abschliessende Einsicht in die Theorie der algebraischen 
Functionen zu gewinnen. 

An die Spitze dieser Untersuchungen lässt sich ein Satz stellen, 
durch welchen die algebraischen Functionen vollständig als besondere 
Classe unter den mehrdeutigen charakterisirt werden. 
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Denn ebenso wie sich unter den eindeutigen analytischen Func- 
tionen die rationalen algebraischen defiuiren Hessen als diejenigen, 
welche nur ausserwesentliche singulare Punkte (im Endlichen oder Un- 
endlichen) besitzen, gilt für die mehrdeutigen Functionen der Satz:*) 
Wenn eine Function w für jeden Werth von z n Werthe hat, und in 
der ganzen unendlichen Ebene nur ausserwesentliche singulare Punkte 
und VerzweigungspunJcte der oben erörterten Art besitzt, so ist sie Wurzel 
einer algebraischen Gleichung vom Grade n in w, und vom Grade m 
in z: f(z^, w^) = 0, wobei m die Summe der Ordnungszahlen der Un- 
endlichkeitspunlcte angiebt. 

Es seien die n Wertbe der Function mit w^J w^j * * -Wn bezeichnet; 
ferner seien «j, «j? • • • ^m ^^® ^™ Endlichen gelegenen Unendlichkeits- 
punkte, die nicht zugleich Verzweigungspunkte sind; in jedem der- 
selben wird ein Zweig der Function unendlich, und es mögen die Ord- 
nungen bezeichnet werden mit i^, ^2? • • • V» so dass also 

w{z — «j)»»; w{z — «2)^5 • • • ^(^ — ^A*)*^ 

endlich bleiben; dabei ist unter w jedesmal derjenige Zweig zu ver- 
stehen, welcher in dem betreffenden Punkte a unendlich wird. Es 
können auch Punkte a aufeinander fallen. 

Ferner seien ß^, ß2i - - - ßy ^^® ^^ Endlichen gelegenen Verzwei- 
gungspunkte, die zugleich Unendlichkeitspunkte sind; in solch einem 
Punkte mögen bezüglich Ä, , äJj, . . . ^r Blätter der Function zuammen- 
hängen; und es werde die Ordnung des Unendlichen (§. 197) bezüg- 
lich mit i, , I2, * > *lv bezeichnet; es sind also die Producte 

w(z — i^i)*^; w(z — /Sg)*^; . . . w{z — ßvY^ 

endlich. Endlich sei der Punkt z = co ein Verzweigungspunkt, in 
welchem k Blätter zusammenhängen, seine Ordnungszahl heisse l, so 
dass also 

endlich bleibt. Es sei 

m = {i^ + ^2 H v) + (fci + ^2 H *»') + '• 

Bildet man die in Bezug auf die Werthe von w symmetrische 
Function 

/S = ((? — w^) {a W.^ ...((? ~ Wn), 

so ist dieselbe, wie überhaupt jede symmetrische Function der Grössen 
Wy eine einwerthige Function von Z] denn auch solche Wege, bei 
denen sich gewisse Werthe von w xyclisch unter einander vertauschen, 

*) Ria mann, Theorie der AbeFschen Functionen. Werke S. 101. Briot 
und Bouquet^ Theorie des fonctions elliptiques. 2. dd. pag. 216. 
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führen doch stets zu demselben Werthe der Function S, In jedem 
Punkte «^ wird S unendlich von der Ordnung i^^ in jedem Punkte ßv 
unendlich von der Ordnung Z^, und schliesslich im Punkte ;8f = oo 
unendlich von der Ordnung l. Mithin muss die einwerthige Function 
Sf da sie nur ausser wesentliche Singularitäten besitzt, eine rational 
gebrochene Function von sein, (§. 190) die man in der Form an- 
setzen kann: 

wobei q>C^j ' 

(p(z) = (0 - a,)'^ {0 - «Jv. ..(0 — a^ffi {z — /Sj)'^ . . . (z — /3,)'> 
und die Ordnung von / in Bezug auf z gleich m ist. Mithin ist 

eine ganze Function m^*" Grades in z und eine ganze Function w*?" 
Grades in a. 

Da nun f{z'^''f <?») als Gleichung w'^" Grades in 6 betrachtet, ver- 
schwindet, sobald a einen der Werthe w^y w.2, - , » Wn annimmt, so ist, 
wie die Behauptung besagt, w Wurzel der algebraischen Gleichung: 

f{Z'^y W"") = 0. 

Dieser algebraische Ausdruck ist irreducibel, d. h. er lässt sich 
nicht in rationale Factoren niederen Grades in w zerlegen, sobald die 
n im allgemeinen verschiedenen Werthe der Function w derart zu- 
sammenhängen, dass man durch geeignete Wahl von Wegen, welche 
die Verzweigungspuukte umschliessen, jeden Functionsweyrth Wi in jeden 
anderen Wk stetig überführen kann; mit anderen Worten: wenn die 
zur eindeutigen Darstellung der Function w erforderliche w- blättrige 
Fläche nicht nur in einzelnen Punkten, sondern längs ganzer Verzwei- 
gungsschnitte zusammenhängt. 

Denn zerfällt f{z'^y w"^) in das Producta (;^, w) . h{z, w), so müsste 
für jeden Werth von z^ da keiner dieser Factoren, welche von niederem 
als dem w*^" Grade in w sind, für alle n Werthe w verschwinden kann, 
jeder der beiden Factoren Null sein, z. B. 

gi^, Wi) = 0, h(z, Wk) = 0. 
Da nun durch jede algebraische Gleichung w als stetige Function 
von bestimmt wird, so lässt sich um jede Stelle ein endlicher Bereich 
angeben, in welchem g{Zy Wi) als Function von z betrachtet und ebenso 
h{0y Wk) überall den Werth Null hat. Daraus folgt aber, dass jede 
dieser Functionen in der ganzen zusammenhängenden n- blättrigen 
Fläche gleich Null ist; denn man kann aus dem endlichen Gebiete die 
Function in jedes Blatt vermittelst der Beihenentwickelung nach positiv 
ganzen Potenzen fortsetzen. Da bei der Annahme zufolge Wi in jeden 
anderen Functionswerth stetig übergeführt werden kann, so ist also 

g{0, w{) = 0, g{0, w^) = 0, ... g{0, Wn) = 0, 



Die mehrdeutigen analytischen Functionen. 395 

was nur möglich ist, wenn g vom w*®" Grade in Bezug auf w ist. Wenn 
die Summe der Ordnungen des Unendlichen der Function w gleich m 
ist, so muss auch g vom m*^"* Grade in ;2?, sein, d. h. der Factor hiß^ Wk) 
ist auch in Bezug auf z von 0^®"^ Ordnung. Also ist, wie zu beweisen war: 

fiz"^, W) = Const. giz"^, W). 

Umgekehrt erkennt man: Wenn die algebraische Gleichung /'(^sr, w) = 
so beschaifen ist, dass man von einem beliebigen Anfangs werthe w 
bei beliebiger Umkreisung der Verzweigungspünkte nicht zu jedem 
andern Wurzelwerthe gelangen kann, so zerfallt die algebraische Form 
in rationale Factoren; denn jeder zusammenhängende Cyclus genügt 
einer irreducibelen Gleichung niederen Grades mit rationalen Coeffi- 
cienten. 

200. Es sei jetzt die irreducibele Gleichung A^'", w'^) = ge- 
geben; so sollen Kriterien aufgestellt werden, nach denen über die 
Eigenschaften eines jeden kritischen Punktes entschieden wird, und 
eine Methode, durch welche man die für die Umgebung desselben 
giltigen Reihenentwickelungen erhält. 

Bei dieser Untersuchung kann man sich auf Punkte beschränken, 
in denen z und w endliche Werthe erhalten; denn diejenigen Stellen, 

bei denen dies nicht der Fall ist, werden durch die Substitution is= — ^ 

z 

bezüglich w; = — r in Stellen mit endlichen Werthen transformirt. 

Es soll nun zunächst gezeigt werden, wie man gewisse einfache 
Fälle erledigen kann, ohne besondere Methoden zu Hülfe zu nehmen. 
Daraus wird sich die allgemeinste Problemstelluug bei beliebigen Be- 
dingungen ergeben, die im §. 202 ihre Erledigung findet. 

Es sei bekannt, dass für einen bestimmten Werth z = a A\q Func- 
tion w den Werth 6 annimmt, so lässt sich die algebraische Form 
f{z, w) nach Potenzen von {z — a) und {w — 6) entwickeln (§. 94). 
Die Coefficienten dieser Entwicklung sind die partiellen Ableitungen 
von f nach z und w, gebildet für die Stelle z == a, w = h] sie sollen 
im Folgenden der Kürze halber bezeichnet werden: 

a, b 

Alsdann wird: 

+ Y\ i^^-» (^ - «)' + 2/1.1 (^ -a){w-b)-[- fo,2 (w - by\ + 

+ ••• + ¥! l/i.« ^^ - ")* + *' /■*-»'» (^ - «)*"' (w' - 6) + • • • 

H [-hpft-p,p{s — af-i'{w — b)P-\ /•oj(t(;_6)*j-f 

+ 
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Diese Summe schliesst mit Gliedern, iu denen ^ — a his zurm*®°, 
w — b bis zur w**^" Potenz ansteigt, ab. 

Ist der Punkt ^ == a, w = b ein regulärer für die Function w?, 
so ist /i,i von Null verschieden ; in diesem Falle gilt für die Umgebung 
des Punktes, wie im §. 188 ausgeführt wurde, eine Reihenentwicke- 
lung nach positiven ganzen Potenzen: 

a,b a, b a, b 

Die Ableitungen — ^ werden aus der Formel -=—«= — -^ durch 

successive Differentiation gewonnen. Sind insbesondere /i,o, /2,o; • • • 
fk-1,0 an der Stelle z = a, w = h sämmtlich gleich Null, so beginnt 
die Reihenentwickelung mit dem Gliede: 

a, b 

Die Tangente der algebraischen Curve ist alsdann in dem be- 
treffenden Punkte parallel der Abscissenäxe und hat eine Berührung 
von der Ordnung h — 1; sie schneidet in Tc consecutiven Punkten. 

Der Punkt z = a^ w = h isi ein kritischer, wenn für denselben 
/o,i = 0*wird. 

Als erster Fall ist hierbei zu betrachten, dass /l,o von Null ver- 
schieden ist. Dann kann in der soeben erörterten Weise zunächst z 
nach ganzen Potenzen von w entwickelt werden ; und nimmt man, um 
hierbei gleich das allgemeinste Vorkommniss zu erwähnen, an, dass 
für die kritische Stelle auch sämmtliche partielle Ableitungen 

fo,2, /o,3, • . • /o,*— 1 
verschwinden, so erhält man die Entwickelung: 

oder: 

(^— a) = (w — hfcc [1 -\- a^{w — b) + a^(w — by^-\- ... JBn(w^-- &)**] 

(Lim Bn =• 0). 

Zieht man auf beiden Seiten die fc^° Wurzel aus, und ordnet die 
rechte Seite nach Potenzen von w — b vermittelst des Binomialtheorems 
und seiner Erweiterung auf Polynome, so folgt: 

(i=^)*=(^e;-6)[l+«,>-6)-f<(«<;-6)2+....E„'(w;-6)'*] (LimB;=0). 

_l_ 

Indem man (^^^j mit t bezeichnet, hat man nun das im §. 192 
discutirte Problem zu lösen, die Reihe: 



anfangspunkt tritt; ferner sei Wk = -^-i' Verschwinden dann ausser 
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t = (w — 6) [1 + «i' (w — h) -\- cc^ {w — 6)2 + . . .] 

umzukehren. Man findet hierdurch eine Entwickelung von der Form: 

w --b = t + ß^t^ + ß^t^ + . . . 
also: 1 2 3 

Der kritische Punkt ist demnach ein Verzweigungspunkt von 
der Ordnung k — 1 ; in demselben kängen k der n Blätter, welche zur 
eindeutigen Darstellung der Function w dienen, cyclisch zusammen. 
Ist der betreflfende Punkt ein reeller Punkt einer algebraischen Curve 
mit reellen Coefficienten , so hat hier das reelle Bild der Curve eine 
zur w-Axe parallele Tangente mit k — l-facher Berührung. Die Curve 
durchsetzt zugleich die Tangente (Wendepunkt), wenn k eine ungerade 
Zahl ist. 

201. Nunmehr ist der kritische Punkt zu untersuchen für den 
Fall, dass gleichzeitig /i^i = und /i^o = sind. Der Kürze halber 
werde fortan ^ — a einfach mit ;8f, w — h mit tv bezeichnet, was nur 
aussagt; dass an Stelle des Punktes = a, w = b der Coordinaten- 

den beiden ersten Ableitungen sämmtliche partielle Ableitungen von 
der 2^«", 3*«° . . . Ä — 1 ^*" Ordnung, so lautet die entwickelte Gleichung : 

+ TTTT ^^*+^'ö ^*"^' + ...} + ... 

Der betreffende Punkt heisst in diesem Falle ein Ä:-elementiger Punkt*), 
weil hier jede durch denselben gelegte Gerade w = a0 mindestens 
k Punkte mit .der Curve gemein hat. 

Setzt man in der Gleichung für ^ den Werth Null, so erhält man 
eine Gleichung w**" Grades für w^ von den Wurzeln derselben werden, 
wenn wir zunächst annehmen, dass ^,^ nicht gleich Null ist, 
k Werthe gleich Null. Denn w^ lässt sich als Factor herausheben. Es 
stossen also jetzt k Blätter in dem kritischen Punkte zusammen, und 
es fragt sich ob sich dieselben hier verzweigen. 

Zu dem Zwecke ist der Quotient y in der Nähe des Ä-elementigen 

Punktes zu untersuchen, um festzustellen, welche Werthe die erste 

Ableitung -^ = Lim y , sowiedie höheren in demselben erhalten. Durch 

Division mit jsi* bilde man die Gleichung: 

+ i"+Tr {^*+^«o + . . • I + . . . 

♦) Nöther, Math. Annal. Bd. IX. S. 169. 
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die in Bezug auf den Quotienten vom w*®" Grade wird, und für i? = 
nur Tc endliche Werthe liefert, als Wurzeln der Gleichung: 

j] (fk,o + Äi/i-i,iw;, H 1cpfk^p,pW^P -\ ^,*w?l*) = *t = 0. 

Unserer Annahme zufolge sind die jfc Wurzeln dieser Gleichung be- 
stimmte, nicht unendliche Grössen; wir wollen weiter annehmen, dass 
sie auch alle von einander verschieden sind. 

In dem Ä-elementigen Punkte findet dann keine Ver- 
zweigung statt; denn sämmtliche höhere Ableitungen, welche be- 
züglich zu den verschiedenen Werthen von w gehören, bleiben endlich. 
Dieselben sind einem Systeme zu entnehmen, welches analog den im 
§, 188 aufgestellten durch successive totale Differentiation erhalten wird. 

Bezeichnet man — mit w* , weil Lim (—] = w. = -^, so wird 
allgemein : 

dz"" dz"" ' dz""-^ ' . dz"*-^ w dz"" 

Nun lautet die Gleichung für w^ geordnet nach Potenzen von 

^k + ^^k+i + ^^<l>*+2 H = 0, 

und aus derselben erhält man zur Bestimmung der Ableitungen an der 
Stelle = die Gleichungen : 



w^ d'^k 



2! 


dw, 


«^8 


ao. 


3! 


ow^ 


w^ 


d% 



+ «Dt+i = 0, 



+ 1(?) 



.8'<Dt , 1 ^_, 20^+, 






4! diO) 



. /a0^2 «,1 ?!Vi (-ay+ 1 ^(-.y) + 0^, = o 

^ \ dw^ 2^2 dw^ V 2 / ^ 3! dw^^ V 2 / / ^ ^^^«^ ^ 



Diese Gleichungen liefern successive endliche bestimmte Werthe 
für w;«. w?Q . . .f denn der Factor ^— ist von Null verschieden. Ent- 



sprechend den verschiedenen Werthen von w^ ergeben sich durchaus 
eindeutig verschiedene Werthe der höheren Ableitungen, und demnach 
Ä verschiedene Reihenentwickelungen. 

Ich formulire das Resultat in dem Satze: Sind in dem Jc-elementigen 
Punkte sämmtliche Werthe der ersten Ableitung endlich und von ein- 
ander verschieden, so stossen in diesem Punkte k Functionselemente zu- 
sammen, von denen jedes nur ein einfaches ist, d. h. jedes ist durch eine 
lieihe nach positiven ganzen Potenzen ausdrückhar. 



^ 
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Ist der betreffende Punkt ein reeller, und sind die Iz Werthe der 
ersten Ableitung ebenfalls reell, so gehen durch den Ä- elementigen 
Punkt Ä Aeste der algebraischen Curve mit getrennten Tangenten- 
richtungen hindurch; derselbe heisst dann ein Ä;-facher Punkt ohne 
Verzweigung. Wird eine Wurzel der. Gleichung (l);t = unendlich, 
so heisst dies f^j, ist Null; O* reducirt sich auf eine Gleichung Ä — 1*^'' 
Ordnung. Um das Functionselement zu erhalten, welches zu der einen 
unendlichen Wurzel gehört, entwickele man zunächst, wie am Schlüsse 
des §. 199, z als Function von w. Die Reihe beginnt mit dem Gliede 
f«?^, oder mit einer höheren Potenz von Wy wenn auch weitere auf ein- 
ander folgende Werthe der Ableitungen von z nach w verschwinden. 
Ist das Anfangsglied «(;*', so erhält man durch Umkehr ein jfc'-fach ver- 

zweigtes Functionselement, welches mit dem Gliede z^' beginnt. 

Geometrisch sagt dies aus: Im 2; fachen Punkte besitzt ein Ast 
eine zur y-Axe parallele Tangente, auf welcher ¥ consecutive Punkte 
liegen, oder welche eine Berührung von der Ordnung k' — I mit dem 
Curvenaste besitzt. 

Der Satz bleibt bestehen für jede einfache Wurzel von 0^ =» 0, 
auch wenn andere Wurzeln mehrfach vorkommen. Aber für eine mehr- 

fach zählende Wurzel gilt er nicht; denn weil für dieselbe -^ — =0 

wird, so .gehören zu einer solchen im allgemeinen nicht mehr end- 
liche Werthe höherer Ableitungen. Sonach bleibt nur noch die Frage 
zu beantworten: wie gestaltet sich die Entwickelung für einen mehr- 
fach zählenden endlichen oder unendlichen Werth von w^ ? 

202. Wiewohl auch diese Frage durch successive Substitutionen 
gelöst werden kann*), und dieses Verfahren den Vorzug hat, dass es 
nur den Satz für die Möglichkeit der Reihenentwickelung in einem 
regulären Punkte einer algebraischen Function braucht, um daraus 
die Existenz und Beschaffenheit der Reihenentwickelungen im sin- 
gulären Punkte abzuleiten, so erscheint es doch zweckmässig, da die 
Existenz der Reihenentwickelung nach den allgemeinen Untersuchungen 
in diesem Capitel feststeht, auf die von Newton angegebene Methode 
zurückzugehen, welche von Puiseux ausgebildet wurde**). 

*) Siehe Hamburger: üeber die Entwickelung algebraischer Functionen in 
Reihen. Zeitschrift f. Math. u. Physik. Bd. XVI. Nöther: üeber die singulären 
Werthsysteme einer algebraischen Function. Math. Annal. Bd. IX. 

**) Newton in den Briefen an Oldenburg 1676 Juni 13 und October 24. Die 
Newton'sche Methode wurde erläutert und bewiesen von Stirling, der von der- 
selben sagt: „quae est omni um quum quis excogitare potest, generalissima et 
elegandssima", liueae tertii ordinis 1717; Gramer, Analyse des lignes courbes. 
1750; Puiseux, Untersuchungen über die algebraischen Functionen. Deutsch von 
Fischer. Halle 1861. Vergleiche auch die Darstellung von Briot und Bouquet: 
Theorie des fonctions elliptiques. 
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Die Function f{^-\-a, w-\-h)=Oy welche in der Umgebung der Stelle 
^=0f w = zu untersuchen ist, während dieser Punkt ein fc-elementiger 
ist, werde nach Potenzen von und w geordnet. Da wir nunmehr 
annehmen müssen, dass auch einige der partiellen Ableitungen k^^^ 
Ordnung (insbesondere fo,i) verschwinden können, so denken wir uns 
die Glieder der Entwickelung in folgender Weise geordnet. Wir suchen 
das von w freie Glied, in welchem in der niedrigsten Potenz vor- 
kommt; ein solches muss vorhanden sein, denn sonst liessQ sich der 
Factor w absondern, die Gleichung wäre nicht irreducibel. Dieses Glied 
sei z^, sein Coefficient Äi^q. Alsdann bestimme man das von freie 
Glied, bei welchem w in der niedrigsten Potenz vorkommt. Dasselbe 
heisse Ao^hW^*. Zwischen diese beiden Glieder ordne man alle die- 
jenigen Glieder von der Form AaßZ'^w^ ein, deren Exponenten a und ß 
bezüglich kleiner sind, als l und h^ während von den Gliedern mit 
gleicher Potenz z"* (oder w(^) immer nur dasjenige genommen wird, 
bei welchem der Exponent von tv (resp. 0) am kleinsten ist. Die auf 
diese Weise ausgewählten Glieder können alsdann so geordnet werden, 
dass die Reihe der Zahlen a eine von l bis abnehmende, die Reihe 
der Zahlen ß eine von bis h wachsende ist. Die Gesammtheit aller 
übrigen Glieder, falls noch welche nachbleiben, werde mit q){0jW) be- 
zeichnet, so dass wir das Aggregat in der Form: 

fX0 + a,w + b) = lÄi,o0^+^Aa,ii0''w^ + Ao,hW^] + (p{ßyiv) = 

anschreiben *). Da der Punkt als ein Ä-elementiger vorausgesetzt wurde, 
so kommt unter den in der Klammer stehenden Ausdrücken sicherlich 
ein Glied ¥""' Dimension vor. Für = werden h Werthe von w 
gleich Null, es handelt sich also darum, Entwickelungen dieser h Wurzeln 
nach steigenden Potenzen von zu gewinnen. 

Solch eine Entwickelung beginnt mit dem Gliede: w; = v^*" . . ., 
wobei ^ eine ganze oder gebrochene positive Zahl sein muss. Ist die 
Reihe bekannt, so können auch alle Potenzen von w durch Potenz- 
reihen ausgedrückt werden, welche innerhalb des nämlichen Convergenz- 
kreises gültig sind, und zwar beginnt die Entwickelung von w^ mit 
dem Gliede: v^z^^. Substituirt man dann diese Reihen in die obige 
Form, so muss der Ausdruck identisch verschwinden: d. h. die Coeffi- 
cienten der verschiedenen Potenzen von müssen einzeln Null sein. 



w' 



»jßeispiel: Aus der Entwickehmg: A^^z^c^ + Ar^,^^v? + A^^zw^ -]r ^(^^1 

bei welcher der Punkt ;2f = 0, «<? = ein 6-elementiger ist, sind die Glieder zu 
entnehmen : 



alle übrigen gehören dem Aggregate (p{z,w) an. 



^,0^^ + ^7,1«^««' + ^5,2^^^ + ^4,4^^^* + \r,zw^+ \i'^ » 
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Durch die Substitution w = vzf", w? = v^z^f^ erhält der obige Ausdruck 
die Form: 

Bei Berücksichtigung weiterer Glieder von w treten Glieder auf, deren 
Dimension sicherlich grösser ist als die der angeschriebenen. Aber 
auch unter den angeschriebenen sind, zufolge der getroffenen Auswahl, 
die Dimensionen der in (p{ZyVZf*) vorkommenden Glieder sicherlich 
grösser, als die Dimensionen von Gliedern die in der Klammer stehen; 
denn wenn ein Glied z^w^ in tp vorkommt, so giebt es in der Klammer 
ein Glied, bei welchem mindestens einer der Exponenten kleiner ist a 
bezüglich ß. Ist nun der Werth von ft bekannt, so ist es leicht, die- 
jenigen Klammerglieder anzugeben, bei denen der Exponent am kleinsten 
ist; es entsteht aber, da ft erst ermittelt werden soll, die umgekehrte 
Frage: Welche Annahme über Glieder von gleicher kleinster Dimension 
in der Klammer führt zu einer rationalen Bestimmung von ft? und 
muss ein auf diese Weise gefundener Werth von n noth wendig der 
Exponent des Anfangsgliedes einer ßeihenentwickelung sein? 

Die erste Frage lässt sich in anschaulicher Weise lösen: Man 
zeichne in der Ebene das rechtwinklige Coordinatensystem, mit den 

Axen OX und OF, und markire 
die Werthe von a und /3, welche 
unter den Exponenten in den Glie- 
dern der Klammer auftreten, je 
durch einen Punkt mit den Coor- 
dinaten x = a, y = /3, indem man 
irgend eine Einheit der Längen- 
bestimmung zu Grunde legt. Auf 
diese Weise erhält man aus dem 
ersten Gliede den Punkt auf der 
Abscissenaxe: x = 1, y = 0; so- 
^*^* ^' dann aus den folgenden gewisse 

Punkte mit abnehmenden Werthen von x und wachsenden Werthen 
von y; zuletzt den Punkt auf der Ordinatenaxe a; = 0, y = h, (In 
der beistehenden Figur sind die Punkte eingetragen, welche zu dem 
Beispiel in der vorigen Anmerkung gehören.) 

Solleu nun z. B. zwei Terme Aa,ßZ"w^ und Aa-^Z^'w^ von gleicher 
Dimension werden, indem w =■ zf* gesetzt wird (man beachte, dass nur 
positive Werthe von ft in Betracht kommen), so muss 

sein. Aus dieser Relation ergiebt sich aber folgender Satz: Verbindet 

Harnack, Differential- n. lategralreclinaDg. 26 
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man deu Punkt aß mit dem Punkte aß' durch eine Gerade, welche 
also die Gleichung erhält 



a — a 



SO liegen die Punkte a\ ß'\ welche zu Termen gehören, welche die- 
selbe Dimension erbaltien, auf dieser Geraden ; die Punkte dagegen, bei 
welchen die zugehörigen Terme von niederer Dimension werden, be- 
finden sich auf der dem Coordinatenanfangspunkt zugekehrten Seite, 
während die übrigen, bei welchen die Dimensionen grösser werden, 
auf der anderen Seite der Geraden liegen. Denn wird für einen Punkt 
a\ ß" a' + ß"yL = a + i^^ = «'+ I^V? ^^ genügen die Coordinaten 
«", ß" der Gleichung der Geraden. Ist a + ß"^ < a + ß\ij so wil-d 
der Ausdruck x — a •\- yi,{\f — ß) durch Substitution der Werthe a?= a", 
y =, ß" ebenso wie für den Coordinatenanfangspunkt negativ; ist 
a' + ß!'^ ^ a •\- ß^^ so wird er positiv. Daraus folgt die Regel: Nur 
solche in der Klammer stehende Terme können (bei irgend 
welcher Annahme von /li) von gleicher niedrigster Dimension 
werden, welche die Eigenschaft haben, dassdie Verbindung 
der zugehörigen Punkte eine Gerade liefert, welche alle 
übrigen Punkte auf der dem Coordinatenanfangspunkte 
abgewandten Seite liegen lässt. Demnach handelt es sich darum, 
durch die gegebenen Punkte nur solche Verbindungsgeraden vom Punkte 
^ = lj w = bis zum Punkte ^ei = 0, w = h zu ziehen, dass ein Polygon 
entsteht, welches seine convexe Seite dem Coordinatenanfangspunkte 
zuwendet (^ > 0), während die nachbleibenden Punkte auf der con- 
caven Seite sich befinden. Man drehe also im Punkte ;Sf = Z, te; = 
eine Gerade, die in ihrer Anfangslage mit der Abscissenaxe zusammen- 
fällt, von links nach rechts, so lange, bis man zum erstenmal einen 
oder auch zugleich mehrere der construirten Punkte trifft. Der vom 
Drehpunkte am weitesten entfernte Punkt heisse «,, /3,, so hat man 
Terme von kleinster Dimension: 

und der zugehörige Werth von ^ ergiebt sich aus der Gleichung 

Dies ist eine rationale Zahl grösser oder kleiner als 1 ; um hervortreten 
zu lassen, dass sie nicht immer eine ganze Zahl zu sein iDraucht, be- 
zeichne man sie mit 

wobei pi und q^ relativ prim sind. Aus der Sub3titution w =^ z^^v 
gellt ein Ausdruck hervor, aus welchem sich z^ absondern lässt, und 
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da das von z freie Glied für sich betrachtet verschwinden muss, so er- 
hält man zur Bestimmung von v die Gleichung 

Dieselbe ergiebt ß^ endliche Werthe für i;,, die auch zum Theil ein- 
ander gleich sein können; so dass man aus dieser ersten Annahme die 
Anfangsglieder von ß^ Reihen gewinnen würde. 

Nun betrachte man eine zweite Seite des Polygones, indem man 
in dem Punkte a, , ß^ die Gerade weiter in der Richtung von links 
nach rechts dreht, bis sie einen oder mehrere der construirten Punkte 
trifft. Der am weitesten entfernte heisse: «2/^2* Dann sind die zu- 
gehörigen Terme 

von gleicher Dimension, indem man 

«I + f*/5i = «> + ^ß'i oder n = |J£^* = J 
setzt; und es folgt zur Bestimmung des Coefficienten v in der Sub- 

stitution w == vz'i'' die Gleichung vom Grade ß^ — ßx» 

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erhält man schliesslich aus der 
letzten Polygonseite, welche durch den Punkt = 0, w == h hindurch- 
gehen muss, wenn die Anzahl der Polygonseiten gleich i ist, die Com- 
bination: 

und aus dieser zur Bestimmung des Coefficienten v in der Entwicklung 
w = v.z^i die Gleichung vom Grade h — ßi-i: 

Demnach lautet das Resultat: Besteht das Polygon aus i Seiten, so 
sind i verschiedene Entwickelungen möglich mit dem Anfangsgliede 

w = v,z'i\ und zwar gehören, wenn die Coordinaten der Eckpunkte 

des Polygones 

l, 0; «i, j3,; a.^, /?./, . . . ai_i, /5,_i; Oh 

heisseu, zu den Werthen: 
bezüglich 

^i; ^2-^1) ••• ßi-l-ßi-2y h-ßi^i 

26* 
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mögliche Entwickelungen; es sind also in Summa h Entwickelungen 
der h Wurzeln von w , welche für jgf ■= ebenfalls Null werden , als 
möglich nachgewiesen. 

Die Grössen —,—...— bilden, wie ein Blick auf die Figur lehrt, 

weil die negativen Werthe dieser Zahlen die trigonometrische Tan- 
gente der Winkel angeben, welche die Polygonseiten mit der posi- 
tiven Richtung der a;-Äxe einschliessen , eine abnehmende Reihe von 
Zahlen. 

Es muss gezeigt werden , dass sie auch wirklich alle nothwendig 
sind, um die A Entwickelungen von w zu erhalten. 

Man betrachte die ßi möglichen Entwickelungen, welche zur ersten 

Polygonseite, also zu dem Werthe —gehören; es ist /3j entweder gleich 

q^ oder ein Vielfaches dieser Zahl; man setze ß^ = h^q^. Da nun für 
jeden Punkt a, /5; welcher auf der betrachteten Polygonseite liegt, 

a -f" f^/^ = «1 + ^ß\ = ' 
ist, so ist 

l — et _ pi 



fi = 



ß (Zt' 



und folglich ist auch jedes ß gleich q oder gleich einem Vielfachen 
von q; ich setze ßz=kq^. 

Man substituire in die Gleichung, aus welcher das zugehörige v 

berechnet wird, für v den Werth A«i, so lautet dieselbe: 

Ai,, + UAaß A* + Aa,(i, A*^ = 0. 

Sie ergiebt Ä, endliche Werthe für A, welche auch zum Theil einander 
gleich sein können. Jeder einfachen Wurzel solch einer Gleichung 
entspricht dann ein Cyclus von q^ Werthen; das Anfangsglied dieser 
Entwicklung lautet: 

± iL 

wobei für A*?» einer der gj möglichen Wurzelwerthe festgehalten werden 

kann, während für ^^»^ die q^ verschiedenen Wurzelwerthe eintreten. 

Man erkennt, dass, falls alle Wurzeln der Gleichungen für l 
einfache werden, die ß^, ß^ — ßi . . . h — /3,_i Entwickelungen, welche 
zu den i Polygonseiten gehören, sich bezüglich in Jc^, h^ . . . Ä»- Cyclen 
von je g',, ^2 • • • 3» Werthen auflösen, so dass in der That alle diese 
Entwickelungen auch nothwendig sind, um die h Werthe von «;, welche 
für je? = 1 ebenfalls Null werden, darzustellen. 

In Bezug auf jede einfache Wurzel k erhält man nun das nächst- 
folgende Glied in der Bntwickelung : 
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indem man die nächstfolgende Dimension von z bei der Substitution 
des Werthes w berücksichtigt. Der Coefficient derselben liefert, gleich 
Null gesetzt, eine lineare Gleichung zur Bestimmung von Vj. 

Es ist zu untersuchen, was eine vielfache Wurzel k der Gleichung 

für eine Bedeutung hat; es sei dieselbe i-fach vorhanden; alsdann muss 
jede der Formen 

^ = l^i Z'i' 

das Anfangsglied von q^i Entv^ickelungen sein; diese selbst aber werden 
wieder in gewisse Cyclen zerfallen. Um dieses einzusehen, setze man 



Z = /«•, m; = \l<ii -j- WJ0P' 



in die ursprüngliche algebraische Entwickelung ein. Dieselbe verwan- 
delt sich durch diese Substitution in eine Gleichung zwischen z' und 
w' , welche, nach Potenzen dieser Grossen entwickelt, die Eigenschaft 
haben muss, dass für z' = i Wurzeln w' ebenfalls Null werden. In 
der That geht 

[AQzr+ ZAaßZ^wt^ + Äa,ß,z^^w?^'\ + IZA^'^ß'Z^'w^'+A^^n w^ + tp {z, m;)], 

in welcher nur die erste Klammer die Terme niedrigster Dimension 
enthält, was diese Terme anlangt, über in: 

Ai^^z''^^ + 2:4a^ßZ^^\kT-\-w') z'ßp^ + Aa,ß,z'^^\l^+w') zß^p^, 

oder nach Division mit der niedrigsten Potenz von /, deren Exponent 
Iq^ = ag, + ßPi = cc^qx + ftjPi ist: 

und hier verschwindet das von w freie Glied, weil k eine Wurzel der 
Gleichung : 

o o 

Weil aber k eine i- fache Wurzel dieser Gleichung sein soll, so ver- 
schwinden auch die i — 1 ersten Ableitungen in Bezug auf L 

Man untersuche nun die Gleichung zwischen z und w' in der- 
selben Weise, wie die ursprüngliche zwischen z und Wy indem man 
zu den Dimensionen ihrer Glieder das entsprechende Polygon construirt. 
Jede Polygonseite führt zu einer Auswahl von Gliedern gleicher nie- 
drigster Dimension, und jede dieser Auswahl entsprechende einfache 
Wurzel zum Anfangsgliede einer Entwickelung: 
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wobei der Nenner g' die Anzahl der Cyclen angiebt. Da nun 

z =z 2^1 und w ^^[k'i' + wj z'P' , 
so lauten die ersten beiden Glieder der Entwickelung von w nach z: 

J_ _1_ 

Man kann dabei unter X 9», X s' je einen der möglichen Wurzelwerthe 
festhalten, während die Wurzelwerthe von z alle möglichen q^ q Werthe 
erhalten. Man erkennt, dass ein Cyclus von q^q Zweigen entsteht; das 
nächstfolgende Glied ist durch die Substitution 

W = k'i^ iSf'^i -f ^'^' ^ ^'^ + ^^ ^'^' + • • • 

ZU ermitteln. Tritt aber in der Gleichung zwischen w' und / wieder 
eine vielfache Wurzel auf, so führe man in derselben Weise die Varia- 
belen /' und w'' ein, so wird zufolge der Substitutionen 

w=XTxzTi^ z=z'^^j w = \X^-{-w)z'p^, z=z'^\ w'=\X''^+w'')z'J\ 
falls diese Substitution zu einem Cyclus zwischen w" und /' führt, 

1 n" 

also: 

1 p' 1 p"-{-q"p' 



J- Pl ± p'-hq'Pi ± p"+Q"p'-{-Piq'q" 

W=:k^^ Z^^ + k'^ Z 5'«^ + r«" Z «^9'«" + . . . , 

es entsteht ein Cyclus von q^qq' Werthen. 

Es können nun mehrere solcher Substitutionen nöthig sein, aber 
schliesslich muss eine endliche Anzahl zu einer einfachen Wurzel führen. 

Man sieht dies folgendermassen ein: Da i eine vielfache Wulrzel 
der Gleichung vom Grade Ä, ist, so ist % kleiner, allenfalls gleich Iz^, 
Es findet also im allgemeinen eine Abnahme der Vielfachheit statt, 
und durch fortgesetzten Process wird man im allgemeinen zu einem 
einfachen Punkte gelangen, der auch nur eine einfache Wurzel liefert. 
Nur dann würde der Process nicht zum gewünschten Ziele führen, 
wenn von einer Stelle ab die Vielfachheit der Wurzel stets gleich 
bleibt dem Grade der betreffenden Gleichung. Diese Annahme steht 
aber in Widerspruch mit der Forderung, dass die betrachtete Form 
irreducibel ist. 
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Denn nehmen wir an, was die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt, 
dass von vornherein die Gleichung 

eine itj-fache Wurzel hat, also gleich 

ist, so hat die ursprüngliche Gleichung die Form: 

Durch die Substitution: = /^', w= \Iq^'^ + wj z'p^ und durch Divi- 
sion mit dem Factor z' 9i{(Xi-)rPih) = 0'qii erhält man [die Gleichung 
zwischen 0' und w': 

in welcher ^(/, w') die aus g? hervorgehenden Glieder bezeichnet; die 
niedrigste Potenz von w' ist w'K Der Annahme zufolge soll diese 
Gleichung für die Entwickelung von w' nur eine einzige Ä,-fach zäh- 
lende Wurzel liefern. Das erfordert aber, dass sich das zugehörige 
Polygon auf eine einzige Gerade reducirt, dass also die entsprechende 
Entwickelung lautet: 

Denkt man sich nun die weiteren Substitutionen ausgeführt, und 
erhielte man immer wieder eine Gleichung vom Grade k^ zwischen w 
und 0y so würde eine Entwickelung bestehen: 

J_ El i'iH-.p' P i+p'+p" 

w = A^i 0^^ + 1'0 «^ + rz 3i + . . . , 

die Gültigkeit haben müsste, wie gross auch immer die Exponenten 
von werden. Durch diese Entwickelung würden fc, Wurzeln der Glei- 
chung dargestellt. Die algebraische Form enthielte also innerhalb eines 
gewissen Gebietes von (und folglich überhaupt) 1c^ gleiche Wurzeln. 
Da man, von einem Werthe w ausgehend , eine irreducibele Form her- 
stellen kann (§. 199), deren Wurzelwerth w ist, so folgt, dass die ur- 
sprüngliche algebraische Form bei der getroffenen Annahme die ¥^ Po- 
tenz eines irreducibelen Factors enthalten oder gleich der ¥^^ Potenz 
einer solchen Form sein müsste. 

203. Das in der Anmerkung zu §. 201 angeführte Beispiel 

wobei 

in welchem für = sieben Werthe von w ebenfalls Null werden, 
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führt, wie das Polygon S. 401 lehrt, zu den drei Aggregaten von 
Gliedern gleicher Dimension: 

I. Aq^qIS^ + A^^l0'^w + -46,2 ^^w^ = 0, 

II. Ä5,2is^w^ + Ai^ö^w^ = 0, 
in. Ai^^isw^ + Aojw'^ = 0. 

ad I. gehört der Werth 

9 — 7 9 — 5 o 

und setzt man demnach w = V0^, so erhält man die quadratische Glei- 
chung für v: 

Asfi + At^iV + As^2V^ = 0. 

Hat dieselbe zwei verscjiiedene Wurzeln, v, und 1^2, so giebt es zwei 
Entwickelungen von w nach ganzen Potenzen von 0^ die bezüglich mit 
dem Gliede 

w = v^is'^ und w; = ^2^^ 

beginnen. Dieselben sind hier nichl; verzweigt. Das nächstfolgende 
Glied bestimmt man aus der Substitution: 



w 



= ^i^^[^+|;^J und w; = t;2^^ [1 + J-^J, 



indem man die Glieder zehnter Dimension bestimmt und die Summe 
derselben gleich Null setzt; es wird: 



-^10,0 _ / -^10,0 



^3 9 A «,. _L >l > ^3 



Sind aber die beiden Wurzeln einander gleich, v, = Vj = v» ist also 
A^,i^ — 4^9,0^2 = u^^ 2^^5,2^ + J.7,1 = 0, 

so setze man m; s= (1; -|- w') 8i'^\ in der Gleichung zwischen is und iVy 
welche sich nach Division mit dem Gliede ^e^^ ergiebt, werden ftir;ef = 
zwei Werthe w ebenfalls gleich Null. Dieselbe lautet: 

A,,o + A,,i{v + w)+Af,^2(v+wy + A^,^z\v+wY + A,^^z\v+wf +. 

+ ^0,7 ^H^4-«<^T+..-+ ^10,0^ = 0, 

oder, zufolge der Bedingung für v geordnet in der erforderlichen Weise: 

^10,0 + ^5,2«^'^ + . . . = 0. 

Hieraus ergiebt sich: 



und folglich erhält man: 



«; = +// =^..^, 

-^5,2 



tv^vz'^^y ^''^ ^^ 



-^5,2 
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1. 
also eine Reihe, welche nach Potenzen von 0^ fortschreitet; es sind 

zwei Werthe der Function cyclisch verzweigt. 

Ist aber Aio^o == 0, so lauten die Anfangsglieder: 

-4i.5^^v5 + Ä5^2W^ = 0, 
demnach wird: 

w 



und man erhält die beiden getrennten Entwickelungen, die nur im 
Anfangsgliede übereinstimmen: 



w 



■ z 



ö- 3_ 



ad n. gehört der Werth 

5 — 1 4 

und zu w? = vz^ findet man die Gleichung: 

1. 
-45,2^^ + ^1.5^^ = oder -45,2 + ^1,5^ = 0, l^ = v. 

Mithin ist ein Cyclus von drei Zweigen vorhanden 5 die bezügliche Ent- 
wickelung lautet: 

w = j/'^'-^z^+vz^ +... 
ad IIL gehört der Werth: 

/tt = y3:^ = Y und ^,,5 + ^7^ = 0; 
also 



Damit sind die sieben Werthe von w^ welche für ^e? = ebenfalls ver- 
schwinden, in dem sechselementigen Punkte in ihrer expliciten Dar- 
stellung angedeutet. 



Berichtigungen. 

S. 33 An merk, afcatt „von der zweiten Ordnung" 1. „von höherer als der ersten 

Ordnung". 
S. 60 Zeile 19 u. 20 statt „die Summe aus den Grenz werthen" 1. „der Grenzwerth 

aus den Summen". 
S. 94 Zeile 3 v. u. statt „für A2/" 1. „für Ay = 0". 
S. 96 Zeile 2 v. u. ist vor y = das Wort „für" einzuschalten, 

S. 203 Zeile 3 statt -7^^ 1. ^\ • 

9'^» (a) A, ! qp''^ (a) 
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